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АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ  

В НЕЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ 
 

В статье развивается модель измерений (МИ) динамических переменных (ДП) нелинейных динамиче-
ских систем (НДС) [1]. Рассмотрена устойчивость ДП НДС, как обязательное условие использования ре-
зультатов измерений для прогнозирования поведения системы. Обоснована необходимость создания новых, 
отличных от классических, инструментов анализа результатов измерения. Предложена модель анализа 
результатов измерений ДП НДС, предусматривающая: восстановление фазового портрета, вычисление: 
фрактальной размерности и размерности вложения, показателей Ляпунова и энтропии Колмогорова-
Синая НДС. Получены выражения для определения ключевых характеристик системы с учетом неопреде-
ленности измерения динамической переменной. 
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Введение 

Интересной задачей, стоящей перед современ-
ной метрологической наукой, является создание 
теоретического базиса и прикладного инструмента-
рия для измерений в НДС, ДП которых меняются по 
нелинейным законам и взаимодействуют с «шумом» 
[2]. К таким системам можно отнести большинство 
систем окружающего мира – физических, химиче-
ских, биологических и социальных.  

НДС характеризуются наличием набора ДП 
(X(t), Y(t), Z(t))  , описывающих состояние системы, 
значения которых в любой момент времени 

i i i(X(t ), Y(t ), Z(t ))   получаются из исходного набора 

0 0 0(X(t ), Y(t ), Z(t ))   по правилу, которое задает 
функция эволюции системы F  [3]: 

0 0 0 i i iF(X(t ), Y(t ), Z(t )) (X(t ), Y(t ), Z(t ))    .   (1) 
Фундаментальные исследования математиче-

ских и физических основ случайных процессов при-
вели к открытию особого «хаотичного» состояния 
НДС [4 – 6]. Такому состоянию присуща чрезвы-
чайно сильная экспоненциальная чувствительность 
ДП к изменению начальных условий и внешним 
воздействиям. К другим замечательным свойствам 
хаоса относятся: непредсказуемость, необратимость 
и расцепление временных траекторий (система со 
временем «забывает» о своих начальных условиях). 
Фазовый портрет НДС в состоянии хаоса представ-
ляет собой странный аттрактор. 

Описанные системы изучаются в рамках меж-
дисциплинарных теорий динамических систем и 
динамического хаоса [7]. Эти теории обладают при-
знанными эффективными инструментами изучения 
различных реальных систем. Однако, метрологиче-

ские вопросы остались за их рамками. Принятые 
модели измерения и рекомендации по выражению 
неопределенности измерений для НДС оказались 
ограниченно пригодными, что привело к необходи-
мости создания отдельных подходов для измерений 
в НДС [2, 8]. 

Исправить ситуацию позволит разработка мет-
рологических подходов, моделей измерений и вы-
ражения их неопределенности на основе теорий ди-
намических систем, динамического хаоса и фрак-
тального анализа. Одним из первых шагов в этом 
направлении стало применение фрактального анали-
за временных рядов результатов наблюдения для 
классификации процесса [9].  

В последующем была предложена МИ ДП 
НДС, построенная на положениях и методах теории 
динамического хаоса и фрактальном анализе вре-
менных рядов результатов измерений [1]. Ключе-
выми элементами предложенной МИ являются: 
схема измерительного эксперимента; способ оценки 
необходимого и достаточного количества измери-
тельной информации; способ идентификации пове-
дения системы и выбор математического аппарата 
для обработки результатов измерения; способ оцен-
ки результата измерений. МИ содержит порядок 
оценки неопределенности измерения как отдельных 
состояний ДП системы в различные моменты вре-
мени, так и интегральной характеристики результа-
тов измерения всех состояний ДП. Применение МИ 
для НДС позволяет изучать любые случайные про-
цессы с единых позиций. 

Дальнейшее развитие МИ требует выработки 
принципов и построения модели анализа результа-
тов измерений ДП НДС. Решение этой задачи и яв-
ляется целью данной работы. 
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Основной материал 

1. Постановка задачи 

Предположим, что объектом изучения является 
диссипативная НДС с хаотичным поведением ДП 
(1). Целью измерительного эксперимента является 
определение значений ДП X , который меняется по 
неизвестному закону и в моменты времени 

it (i 1,...,n)  принимает значения iX . 
В результате синхронных измерений группой 

из m одинаковых средств измерительной техники по 
схеме МИ [1] получены результаты:  

 

1 1
i i n n

m m
i i n i

x (t ),..., x (t ),
            ...

x (t ),..., x (t ),







               (2) 

где 1 m
i i i ix (t ), x (t )  – результаты наблюдений состоя-

ния iX  ДП X  в момент времени it , выполненных 
средствами измерительной техники  №1, №m соот-
ветственно. 

В соответствии с МИ результаты измерений (2) 
описываются при помощи оценки измерения iy , с 
поправками на все известные систематические ис-
точники неопределенности, и стандартной неопре-
деленности iu  типа «А» [8] в виде: 

 

1 1 1 1 n n n n(y u , y u ), ...,(y u , y u ).               (3) 
 

Из обработанных результатов измерений (3) 
выбираются минимальное min min min min(y u , y u )    
и максимальное max max max max(y u , y u )    значе-
ния, формируется интегральная характеристика 
U(X)  – неопределенность измерения всех состоя-
ний iX  ДП X : 

 

min min max maxU(X) (y u , y u ).                (4) 
 

При этом, для всех i 1,...,n  выполняются 
условия: 

 

i i i i iy u X y u    , min min max maxy u X y u    . 
 

Ключевыми понятиями МИ являются: iX  – ис-
тинное значение ДП, ix  – результат наблюдения, 

iy  – оценка измерения, iu  – стандартная неопреде-
ленность измерения, U(X)  – неопределенность из-
мерения всех состояний X .  

Результаты измерения и обработки информации 
должны быть проверены аналитически. Предложен-
ная МИ должна быть дополнена аналитическими ин-
струментами анализа результатов измерения. 

2. Уравнения измерения и устойчивость НДС 

В качестве инструмента анализа в метрологи-
ческой теории приняты уравнения измерения, при-

меняемые для проверки результатов измерения и 
прогноза дальнейшего поведения ДП. Уравнением 
измерения, восстановленным по результатам 
наблюдения за ДП X , является аналитическое вы-
ражение вида:  

 

y f (y)
t





.                              (5) 

 

Базой для его создания является временной ряд 
результатов измерения (3). Анализ ряда (3) позволя-
ет сделать вывод о характере поведения ДП НДС и 
выбрать математический метод составления уравне-
ния измерения. Основная задача при этом заключа-
ется в составлении функции f (y)  – восстановлен-
ной функции эволюции F  (1). Уравнение считается 
корректным, если уравнение (5) позволяет получить 
значения, максимально близкие к результатам изме-
рения (3). 

Если правила построения уравнений измерения 
в линейных системах известны и ясны, то для НДС 
возникает вопрос о возможности их составления. 
Трудности связаны со сложным характером поведе-
ния объекта измерения, влиянием шумов и экспонен-
циальным ростом начальной неопределенности. 
Примеры успешного аналитического описания дина-
мики НДС в состоянии хаоса не единичны [10 – 12]. 
Однако, в большинстве своем, они касаются авто-
номных НДС, не подверженных внешним воздей-
ствиям и шумам. На практике же имеют дело с дис-
сипативными неавтономными НДС, описать анали-
тически которые практически невозможно. Странные 
аттракторы, отображающие динамику НДС в состоя-
нии хаоса, в большинстве случаев не могут быть опи-
саны аналитически, лишь численно [7]. 

В этой связи возникает задача создания альтер-
нативного уравнениям измерения инструмента ана-
лиза результатов измерения и прогнозирования по-
ведения НДС. Обязательным, необходимым для это-
го условием является устойчивость (грубость) пове-
дения НДС – способность системы сохранять свои 
параметры или динамику при малых возмущениях 
[7]. Устойчивость системы позволяет использовать 
результаты измерения (3) для дальнейшего прогно-
зирования ее поведения.  

Известны несколько определений устойчиво-
сти. Для составления уравнений измерения (5) си-
стема должна быть устойчива по Ляпунову. Если 
две, произвольно выбранные, траектории фазового 
портрета системы остаются близки в любой после-
дующий момент времени, то траектории устойчивы 
по Ляпунову: для любых точек iy (t)  и i 1y (t)  двух 
близких траекторий в любой момент времени t  вы-
полняется условие: 

i i 1y (t) y (t)   ,                       (6) 
где   – выбранное малое значение.  
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В этом случае система может быть описана при 
помощи дифференциальных уравнений вида (5), 
корректность которых обеспечена в любой момент 
времени t . 

Возникает вопрос об устойчивости НДС по Ля-
пунову. Одно из ярких свойств хаоса – экспоненци-
альное разбегание фазовых траекторий (рис. 1), 
вследствие чего в некоторый момент времени t  
условие постоянной их близости (6) нарушается. 
Система становится неустойчивой по Ляпунову и 
классический подход к составлению уравнений из-
мерения становится неприменимым. 

 

 
Рис. 1. Геометрия экспоненциального разбегания 

близких траекторий: 0, i – расстояния между точками 
X1, X2 близких траекторий в моменты времени t0 и ti 

соответственно; fi(X1), fi(X2) – отображения точек 
X1, X2 соответственно в момент времени ti. 

 
В теории динамических систем, наряду с 

устойчивостью по Ляпунову, выделяют устойчи-
вость по Лагранжу [3], которая требует, чтобы все 
значения iy  измеряемой ДП X  не выходили за гра-
ницы определенной области. При этом речь идет об 
устойчивом поведении одной из ДП 
(X(t), Y(t), Z(t))   НДС (1). Если фазовый портрет, 
описывающий поведение ДП X , располагается в 
ограниченной области пространства, то говорят, что 
система устойчива по Лагранжу по ДП X . В случае 
хаотичной диссипативной НДС ее фазовый портрет 
представляет собой странный (хаотичный) аттрак-
тор – множество, к которому притягиваются траек-
тории из некоторой окрестности этого множества 
(бассейна аттрактора).  

Наличие странного аттрактора позволяет гово-
рить об устойчивости НДС по Лагранжу, из чего 
следует, то ее ДП X  в любой момент времени при-
нимает значения, ограниченные областью U(X)  (4). 

Таким образом, неустойчивость по Ляпунову 
делает маловероятной возможность описания реаль-
ных НДС при помощи уравнений измерения (5), но 
устойчивость по Лагранжу позволяет анализировать 
и прогнозировать поведение системы при помощи  
неопределенности измерения U(X)  (4) всех состоя-
ний ДП X . 

3. Анализ результатов измерения 

Для анализа результатов измерения ДП НДС 
кроме неопределенности измерения U(X)  (4) всех 
состояний ДП X  необходимо знать и другие пара-
метры системы, характеризующие ее свойства и 
поведение. Определение этих параметров требует 
восстановления фазового портрета НДС.  

Предлагаемый в МИ подход к анализу ре-
зультатов измерения состоит из ряда этапов: 
определение фрактальной размерности FD , опре-
деление размерности вложения аттрактора M ; 
восстановление фазового портрета; определение 
локальных (показатели Ляпунова, время предска-
зания) и общих характеристик (энтропия Колмо-
горова-Синая) НДС 

 
3.1. Определение фрактальной размерности 

 

По методу Херста определяется фрактальная 
размерность FD  временного рядя результатов изме-
рения (3) [14].  

Значение фрактальной размерности позволяет 
классифицировать процесс и выбрать инструмент 
анализа результатов измерения: FD 1  – процесс 
регулярный, отсутствует случайная составляющая; 

FD 1,5  – процесс случайный; F1 D 1,5  , 

F1,5 D 2   – процесс хаотичный; FD 2  – раз-
брос значений значительно преобладает над значе-
нием измеряемой величины. 

Если процесс классифицирован как случайный 
или регулярный, возможно построение уравнения 
измерения (5), если процесс хаотичен, должен быть 
восстановлен фазовый портрет, характеризующий 
все возможные состояния ДП X  НДС. Его анализ 
позволит определить локальные и общие характери-
стики системы. 

 

3.2. Определение размерности  

вложения аттрактора 
 

Для восстановления фазового портрета НДС 
определяется его размерность вложения M  – 
наименьшее число независимых переменных, одно-
значно устанавливающих движение исходной дис-
сипативной системы. Из леммы вложения Уитни 
следует, что странный аттрактор фрактальной раз-
мерности FD  всегда вложим в фазовое простран-
ство размерности: 

FM 2[D ] 1  ,                            (7) 
где F[D ]  – целая часть от FD  [15]. 

3.3. Восстановление фазового портрета 
 

Метод восстановления фазового портрета НДС 
(реконструкция аттрактора) был предложен Ф. Та-
кенсом [13]. Он заключается в построении векторов 
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состояния системы по значениям временного ряда 
результатов измерения (2).  

Восстановленные вектора состояния имеют 
вид: 

 

 
i

1 i 2 i m i

x(t )
x (t ), x (t ),..., x (t (m 1) ) ,



     
      (8) 

где   – временной шаг задержки компонент вектора 
состояния; m  – размерность вложения фазового 
портрета. 

Таким образом, Ф. Такенс предложил в каче-
стве компонент одного вектора состояния использо-
вать группу результатов измерения из временного 
ряда (2), отстоящих друг от друга на промежуток 
времени  .  

Метод задержки Такенса является признанным 
и широко используемым инструментом восстанов-
ления фазового портрета [3]. Однако, с точки зрения 
обеспечения точности измерения, следует заметить, 
что в качестве исходных данных метод использует 
необработанные результаты измерения (2), без учета 
неопределенности измерения. Для корректного вос-
становления фазового портрета в МИ предлагается 
использовать временной ряд обработанных резуль-
татов измерения (3). 

Для этого по методу Такенса [13] выполняется 
реконструкция векторов состояния (8). Исходя из 
того, что истинное значение измеряемой ДП iX  
находится в интервале i i i i iy u X y u    , вместо 
одного вектора состояния ix(t )  (7), введенного Та-
кенсом, предлагается использовать два: 

i i iY(y u , t ) , i i iY(y u , t ) , выбрав значение време-
ни задержки равное интервалу между двумя измере-
ниями t   :  
 

i i i

1 i i i 2 i-1 i-1 i

M i-M 1 i-M 1 i

i i i

1 i i i 2 i-1 i-1 i

M i-M 1 i-M 1 i

Y(y u , t )
Y (y u , t ),Y (y u , t t),

,
...,Y (y u , t (M 1) t)

Y(y u , t )
Y (y u , t ),Y (y u , t t),

,
...,Y (y u , t (M 1) t)

 

 

 


    
        


  


            

         (9) 

где i M 1,..., N,   N  – количество измерений X . 
Расстояние между векторами (9) в момент вре-

мени it  выражается формулой: 
 

 2 2 2
i i i i-1 i-M 1S(u , t ) 2 u u ... u .             (10) 

 

Значение i iS(u , t )  (10) характеризует неопре-
деленность значения восстановленного вектора 

iY(t )  состояния НДС в момент времени it . 
Векторное поле, ограниченное векторами со-

стояния (9) в M -мерном фазовом пространстве с 

течением времени составляет фазовый портрет с 
учетом неопределенности восстановленного вектора 
состояния НДС (10) (рис. 2). Заметим, что истинный 
вектор состояния НДС X(t)  в момент времени it  
находится в векторном поле, ограниченном восста-
новленными векторами состояния (9). Восстанов-
ленный фазовый портрет НДС является объектом 
анализа результатов измерения и прогнозирования 
дальнейшего поведения НДС. 

 

 
Рис. 2. Векторное поле восстановленных векторов 

состояния в момент времени it  для M 2  
 

3.4. Определение локальных и общих  
характеристик НДС 

 

Анализируя восстановленный согласно (9), (10) 
фазовый портрет НДС можно определить ряд клю-
чевых для анализа характеристик системы. Одни из 
них являются локальными – показатели Ляпунова   
и время предсказания  ; другие – энтропия Колмо-
горова-Синая K , в частности, – являются общими. 
К локальным характеристикам относятся и опреде-
ленные ранее ix  – результаты измерения, iy  – 
оценки измерения, iu  – стандартные неопределен-
ности измерения. К общим характеристикам также 
относятся определенные ранее: U(X)  – неопреде-
ленность измерения всех состояний ДП X , фрак-
тальная размерность FD  и размерность вложения 
M . 

Показатели Ляпунова используются для анали-
за поведения системы в окрестностях отдельной 
точки. Могут служить показателем устойчивости 
( 0  ), или неустойчивости ( 0  ) поведения ДП 
НДС, характеризуя скорость сближения ( 0  ), или 
разбегания ( 0  ) соседних траекторий фазового 
пространства (рис. 1). При этом в границах одного 
аттрактора могут чередоваться области хаотичности 
и регулярности.  

В МИ предлагается рассчитывать показатели 
Ляпунова для траекторий, заданных векторами со-
стояния i i iY(y u , t )  и i i iY(y u , t )  (9) соответ-
ственно:  
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K 1 K

l i i i j j j
j 0 j 0
K 1 K

l i i i j j j
j 0 j 0

Y(y u , t ) ln( ' / ) T ,

Y(y u , t ) ln( ' / ) T ,



 



 


       





       


 

 

    (11) 

где j j' ,   – расстояния между точками близких тра-

екторий, изображенных вектором i i iY(y u , t ) , в 
моменты времени t и t0; 

j j' ,   – расстояния между точками близких 

траекторий, изображенных вектором i i iY(y u , t ) , в 
моменты времени t и t0. 

Значения показателей Ляпунова (11) ограничи-
ваются интервалом неопределенности показателей 
Ляпунова с учетом (3): 

 

 l i i i l i i iY(y u , t ) , Y(y u , t )          .        (12) 
 

По показателям Ляпунова l  может быть рас-
считано время предсказуемости системы l , в тече-
ние которого можно прогнозировать поведение ДП 
внутри аттрактора.  

Чем больше значение показателя Ляпунова, тем 
меньше время предсказания поведения системы. 
Время предсказуемости l  с учетом (11) может 
быть рассчитано по формулам: 

 

l i i i

l i i i l i i i

l i i i

l i i i l i i i

(Y(y u , t ))
1 1ln ,

Y(y u , t ) Y(y u , t )

(Y(y u , t ))
1 1ln ,

Y(y u , t ) Y(y u , t )

  


          


   



           

            (13) 

при l 0  . 
 

Значение времени предсказуемости (13) огра-
ничено интервалом неопределенности его определе-
ния с учетом (3): 

 

 l i i i l i i i(Y(y u , t )), (Y(y u , t )) .            (14) 
 

Как показатели Ляпунова, так и время предска-
зания пригодны для анализа ДП НДС в окрестно-
стях отдельных точек фазового портрета системы. 
Важнейшей общей характеристикой НДС является 
энтропия Колмогорова-Синая K , характеризующая 
степень неупорядоченности системы в целом, и 
пропорциональная скорости потери информации о 
системе [16]. Только энтропия обладает совокупно-
стью свойств, позволяющих использовать ее в каче-
стве меры неопределенности при статистическом 
описании [17]. 

Для одномерных отображений энтропия Кол-
могорова-Синая K  равна показателю Ляпунова 

(11). Для систем большей размерности значение 
энтропии K  равна сумме показателей Ляпунова: 

 

j

j

M

i i i l i i i
1

M

i i i j i i i
1

K(y u , t ) Y(y u , t ) ,

K(y u , t ) Y(y u , t ) ,






      





      






      (15) 

при l 0  . 
Значения энтропии Колмогорова-Синая (15) 

ограничены, с учетом (3), интервалом неопределен-
ности: 

 

 i i i i i iK(y u , t ),K(y u , t ) .                 (16) 
Таким образом, предложенный подход может 

служить аналитическим инструментом анализа ре-
зультатов измерения ДП НДС.  

Предложенные выражения для определения 
локальных и общих характеристик нелинейной ди-
намической системы учитывают не только динами-
ку поведения ДП, но и неопределенность ее измере-
ния. 

Выводы 

Разработанная ранее модель измерения дина-
мических переменных нелинейных динамических 
систем нуждалась в принципах  анализа результатов 
измерений. Для решения этой задачи изучена воз-
можность использования уравнений измерений, 
принятых в классической метрологии для анализа 
результатов измерения.  

Доказано, что их использование для анализа 
результатов измерения в нелинейных динамических 
системах практически невозможно. Обоснована 
необходимость применения принципиально новых 
инструментов анализа.  

Рассмотрена устойчивость динамических пе-
ременных нелинейных динамических систем, как 
обязательное условие использования результатов 
измерения для прогнозирования поведения систе-
мы.  

Отмечено, что неустойчивость по Ляпунову 
делает маловероятной возможность описания ре-
альных нелинейных систем при помощи уравне-
ний измерения, но устойчивость по Лагранжу 
позволяет анализировать и прогнозировать пове-
дение системы. 

Предложена модель анализа результатов из-
мерений динамических переменных нелинейных 
динамических систем, предусматривающая вы-
числение и анализ ключевых характеристик си-
стемы: показателей Ляпунова, времени предска-
зания,  неопределенности измерения всех состоя-
ний динамической переменной, фрактальной раз-
мерности и размерности вложения, энтропии 
Колмогорова-Синая.  
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Получены выражения для определения локаль-
ных и общих характеристик нелинейной динамиче-
ской системы с учетом неопределенности измерения 
динамической переменной. 
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АНАЛІЗ РЕЗУЛЬТАТІВ ВИМІРЮВАНЬ  
У НЕЛІНІЙНИХ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМАХ  

Ю.П. Мачехін, Ю.С. Курський  
У статті розвивається модель вимірювань динамічних змінних нелінійних динамічних систем. Розглянуто стій-

кість динамічних змінних, як обов'язкова умова використання результатів вимірювань для прогнозування поведінки 
системи. Обґрунтовано необхідність створення нових, відмінних від класичних, інструментів аналізу результатів вимі-
рювання. Запропоновано модель аналізу результатів вимірювань, що передбачає: відновлення фазового портрету, обчи-
слення: фрактальної розмірності та розмірності вкладення, показників Ляпунова та ентропії Колмогорова-Сіная. 
Отримано вирази для визначення ключових характеристик системи з урахуванням невизначеності вимірювання динамі-
чної змінної. 

Ключові слова: нелінійна динамічна система, невизначеність вимірювання, аналіз результатів вимірювання, фра-
ктальна розмірність, показники Ляпунова, ентропія Колмогорова-Сіная. 

 
ANALYSIS OF THE MEASUREMENTS  

IN NONLINEAR DYNAMICAL SYSTEMS 

Yu.P. Machehin, Yu.S. Kurskoy  
The authors develop the measurement model for dynamical parameters of nonlinear dynamical systems. The stability of 

dynamical parameters was researched, as a prerequisite for an use of measurements for predict of system dynamic. The necessity 
of creating new, non-classical analysis tools of measurement results was showed. The new model of analysis includes: recovery 
phase portrait computation: fractal dimension and embedding dimension, Lyapunov exponents and the Kolmogorov-Sinay entro-
py. Expressions are derived to identify the key characteristics of the system, taking into account the measurement uncertainty of 
the dynamic variable. 

Keywords: a nonlinear dynamic system, an uncertainty of measurement, an analysis of results, a fractal dimension, Lya-
punov exponents, Kolmogorov-Sinai entropy. 


