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Анотація – У роботі розглянуто модифіковану ела–стичну модель масштабно-інваріантної неорієнтованої мережі. Сутність модифікації полягає у використанні коефіцієнта еластичності для досягнення різних відносних швидкостей збільшення кількості дуг та вершин, що дозволяє генерувати безмасштабні моделі для щільних неорієнтованих мереж. Зокрема, такий підхід дає можливість використання безмасштабних еластичних моделей для мереж, ступені вершин яких розподілені за законом Ципфа.
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I. Вступ
Моделі масштабно-інваріантних мереж (scale-free networks – SF) вважаються найбільш адекватним відображенням властивостей мереж реального світу, таких як всемирне павутиння, мережі цітування тощо[1]. Розвиток та застосування таких моделей для мереж реального світу є перспективним напрямком досліджень.
Теорія масштабно-інваріантних мереж грунтується на двох фундаментальних концепціях: концепції зростання та концепції преференційного зв'язування [2]. Однак, незважаючи на очевидну корисність таких моделей, вони мають певні недоліки та обмеження. Наприклад, для класичних моделей масштабно-інваріантних мереж значення показника розподілу ступенів вершин перевищує 2, у той час як їснують такі мережі, для яких цей показник дорівнює 2 (закон Ципфа), або менше [3]. Крім того, існує широкий клас мереж, для яких середня ступінь має тенденцію до збільшення з часом спостереження, але ця залежність або не розглядається, або розглядається як зовнішний фактор моделі. Більше того, показник розподілу ступенів вершин у класичних моделях масштабно-інваріантних мереж безпосередньо залежить від середнього їх ступеню, тобто від параметра який, вочевидь, має масштаб. Для уникнення зазначених обмежень було запропоновано [4] розширити список базових концепцій (зростання і переважного зв'язування) концепцією різної відносної швидкості збільшення кількості дуг і вершин, тобто концепцією еластичності.
У даній роботі концепція пропонується модифікація моделі масштабно-інваріантної мережі, побудована з використанням еластичності.
II. Базова модель масштабно-інваріантної
неорієнтованої мережі
До найбільш відомих моделей неорієнтованих SF-мереж зі степеневим розподілом слід віднести еластичну графову модель Барабаші-Альберта (БA), яка заснована на наступних правилах: граф неорієнтований і має обмежену початкову кількість вершин і ребер; на кожному кроці до графу додається нова вершина (концепція зростання), яка пов'язана з 
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 існуючими; кінці доданих ребер розподіляються між вершинами відповідно до правила переважного зв'язування: ймовірність того, що нове ребро є інцидентним деякій вершині 
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 пропорційна його ступеню 
[image: image3.wmf]i

k

 [2].
Припустимо, що початковий граф складається з двох вершин і одного ребра. Тоді БА-модель призводить до наступного балансового рівняння щодо ймовірності розподілу ступеней вершин 
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де змінна 
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 позначає ймовірність того, що вхідна дуга з'єднується з деякою вершиною ступеня 
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За зазначених умов ступені вершин розподіляються за законом Юла-Саймона, який є дискретним аналогом ступеневого закону та асимптотично збігається з ним:
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де 
[image: image10.wmf](,)

xy

B

, 
[image: image11.wmf]()

x

G

 – відповідно бета- та гамма-функції Ейлера.

Показник розподілу (3) (скейлінг-фактор) залежить від 
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 та має вигляд
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III. Показник еластичності графа
Припустимо, що граф 
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 спочатку містить дві 
вершини, з’єднані ребром. У кожен момент часу до деревадодається одна вершина і одне ребро, таким чином, 
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Порівняємо відносні темпи збільшення кількості вершин і ребер 
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Розглянемо інший крайній випадок – повний граф. При тих же початкових умовах (
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) додана вершина з'єднується з усіма існуючими, тобто 
[image: image24.wmf]()(1)()1

EtEtEtt

D=+-=+

, 
[image: image25.wmf]()(1)/2

Ettt

=+

. Таким чином, для повного графа


[image: image26.wmf]()2(1)

EtVt

d=×d-

.
(6)

Узагальнюючи (5)-(6), отримаємо:
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Параметр 
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 є еластичністю, тобто відношенням відносного приросту кількості ребер до відносного приросту кількості вершин:
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Варто зазначити, що в теорії мереж термін «еластичність» застосовується у іншому значенні – як міра стійкості мережі відносно видалення вузлів [5]. Однак у більш загальному математичному розумінні цей термін широко вживається як відношення відносних швидкостей приростів функції та аргумента [4], чим й обгрунтовується застосування саме цього терміну у даній роботі.
Одним з важливих і корисних застосувань поняття еластичності є те, що вона встановлює відповідність між швидкістю приросту кількості ребер та поточним середнім значенням цієї кількості 
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 фіксоване, а кількість вершин є, як зазвичай, мірою часу (
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Таким чином, значення 
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 показує, що кожна нова вершина додає більше ребер, ніж в середньому на поточний час. Слід зазначити, що в усіх існуючих моделях SF-мереж ці співвідношення рівні, тобто 
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Є доцільним дослідити модифікацію розглянутої базової моделі масштабно-інвариантної мережі з використанням концепції різної відносної швидкості збільшення кількості дуг і вершин.
IV. Модифікована модель масштабно-інваріантної неорієнтованої мережі
Позначимо кількість вершин, що мають ступінь 
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 як 
[image: image37.wmf](,)

Vkt

, їх загальну кількість в момент часу 
[image: image38.wmf]t

 як 
[image: image39.wmf]()

Vt

, а загальну кількість ребер як 
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Головна відмінність модифікованої моделі від базової полягає в тому, що згідно з (9), середнє число дуг 
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, які додаються в мережу, буде змінним та залежати від поточної кількості ребер:
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З урахуванням (10) та (11) можна отримати балансове рівняння:
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Розв’язок цього рівняння призводить до такого ж самого вигляду закону розподілу ступеней вершин 
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, що й в базовій моделі БА, тобто к закону Юла-Саймона (3), але скейлінг-фактор цього розподілу матиме суттєво інший вигляд:
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Таким чином, очевидно, що використання концепції еластичності дозволяє застосовувати масштабно-інваріантні моделі для мереж, які мають показник розподілу ступеней вершин , близький до 2, тобто до закону Ципфа.

Середня ступінь вершин мережі пов’язана з параметрами 
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 та 
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 наступним чином:
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Коефіцієнт еластичності можна легко оцінити, якщо скейлінг-фактор або середній ступінь вершини відомі:
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Співвідношення загальної кількості ребер у мережі відносно вершин становить:
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Можна зазначити, що у граничному випадку 
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Очевидно, що коефіцієнт еластичності можна використовувати як безмасштабну міру щільності мережі (графа).

Фрактальна розмірність Мінковського (box-counting dimension) для об’єкта, який зростає, визначається як
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де 
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 – кількість шарів одиничного розміру, які необхідні для покриття об’єкту розміром 
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Згідно з правилом Лопіталя границя (17) дорівнює наступній (якщо вона їснує):
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Для дискретних структур вираз (17) має вигляд
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З порівняння (8), (16) та (19) випливає, що побудована модель масштабно-інваріантної мережі є фракталом, а еластичність є його фрактальною розмірністю у тому випадку, якщо вимірювати розмір мережі кількістю вершин, а під одиничним шаром розуміти ребро.
V. Висновки
Представлена модифікація масштабно-інваріантної моделі неорієнтованої мережі використовує коефіцієнт еластичності як зручну безмасштабну міру щільності графа, яка встановлює співвідношення між швидкостями приросту вершин та ребер. Застосування диференціації в відносних темпах зростання кількості дуг і вершин дозволяє створювати масштабно-інваріантні моделі для щільних графів, що суттєво розширює можливості таких моделей. Крім того, застосований коєфіцієнт еластичності може розглядатися як фрактальна розмірність мережі.
VI. Перелік посилань
[1] Choromański, K.; Matuszak, M.; MiȩKisz, J. (2013). Scale-Free Graph with Preferential Attachment and Evolving Internal Vertex Structure. Journal of Statistical Physics. 151 (6): 1175–1183.
[2] Albert, R., Barabasi A.-L (2002). Statistical mechanics of complex networks: Rev. Mod. Phys. - V. 74. - p. 42-97. 
[3] Newman, M.E.J. (2005) Power laws, Pareto distributions and Zipf's law. Contemporary Physics, 2005, 46(5). p.323-351.
[4] Shergin V.L., Chala L.E.. (2017). The concept of elasticity of scale-free networks: Problems of Infocommunications. Science and Technology (PIC S&T’) – V. 62. - p. 254-258.
[5] Снарский А.А., Ландэ Д.В. (2015) Моделирование сложных сетей. – К.: НТУУ «КПИ», 2015. – 212 с.
AN ELASTIC MODEL OF SCALE-FREE NETWORK
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Scale-free network models are analyzed. We propose to expand the list of basic concepts of scale-free network (growth and preferential linking) by the concept of elasticity, i.e. the concept of different relative growth rates of links and vertices. This approach expands the scope of scale-free models for dense networks having scaling factor close or less than two.
An elastic model of non-oriented scale-free network is presented. According to the concept of elasticity, number of edges added is proportional to its current average value. This is the key feature of proposed model. As it was shown, the degrees number of nodes follows the Yule-Simon distribution, as in classical models of SF-networks, but with another scaling factor, which has the lower bound equals two.

It was found, that proposed graph is a fractal and elasticity coefficient can be treated as its box-counting dimension.
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