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. Ïîñëå ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìàòðèöû Àí áóäåò òàêàÿ
æå, êàê îïèñàíî âûøå, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî ïîä
âõîäíûì áóäåì ïîíèìàòü èçîáðàæåíèå, ïîëó÷åííîå
èç âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå ìåòîäîâ îäíîìåð-
íîé íîðìàëèçàöèè ðàçðàáîòàí àëãîðèòì íîðìàëèçà-
öèè ïëîñêèõ èçîáðàæåíèé äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà
çàðàíåå íå èçâåñòåí âèä ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, ôîðìèðóþùåãî ðàçíèöó ìåæäó ýòàëîííûì è
âõîäíûì èçîáðàæåíèÿìè.

Â îñíîâó îáùåãî àëãîðèòìà ïîëîæåíî èññëåäîâàíèå
ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû öåíòðîàôôèííîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ â ñóïåðïîçèöèþ ìàòðèö ïîâîðîòà, íåîäíîðîä-
íîãî èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà è åùå îäíîãî ïîâîðîòà,
âîçìîæíî â ñî÷åòàíèè ñ çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì.
Ðàññìîòðåíî ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîäíîðîä-
íîãî èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ïî âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûì íàïðàâëåíèÿì, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â ìàêñè-
ìàëüíîì è ìèíèìàëüíîì èçìåíåíèè êîýôôèöèåí-
òîâ ìàñøòàáà ïî ýòèì íàïðàâëåíèÿì.

Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî âîïðîñó ïðèñóòñòâèÿ
çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ, åãî îáíàðóæåíèþ ìåòîäîì
îäíîìåðíîé íîðìàëèçàöèè.
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Ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû ãåíåðàöèè ñòàöèîíàðíûõ ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïî çàäàííûì ïàðàìåòðàì ÑÏÌ ñ
ïîìîùüþ àâòîðåãðåññèîííûõ  ôîðìèðóþùèõ ôèëüòðîâ.
Ïîêàçûâàåòñÿ ñâÿçü ïàðàìåòðîâ ÀÐ ìîäåëè è õàðàêòåðè-
ñòèê ïðîöåññà, òàêèõ êàê öåíòðàëüíàÿ ÷àñòîòà è øèðèíà
ïîëîñû ïî óðîâíþ 0,5 ÑÏÌ. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-
åò ìåòîäèêà ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ñîäåðæà-
ùèõ îäèí è áîëåå ìàêñèìóìîâ â ÑÏÌ. Ïðèâåäåííûå
ïðèìåðû ÀÐ ìîäåëèðîâàíèÿ èìèòàöèîííûõ ïðîöåññîâ
ïîäòâåðæäàþò ïðåäëîæåííûé ìåòîä.

Ìîäåëü àâòîðåãðåññèè (ÀÐ) ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøå-
íèÿ äâóõ îñíîâíûõ çàäà÷: ïîëó÷åíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ
õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïî çàäàííîé
âûáîðêå è ôîðìèðîâàíèÿ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà, êîãäà åãî õàðàêòåðèñòèêè çàäàíû. Îáû÷íî
â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
ðåøåíèþ ïåðâîé çàäà÷è. Ìåæäó òåì, øèðîêîå ïðè-
ìåíåíèå ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
òðåáóåò, êàê ïðàâèëî, ïðåäâàðèòåëüíîãî ïîëó÷åíèÿ
èìèòàöèîííîãî ïðîöåññà. Èñïîëüçóåìûå äëÿ ýòèõ
öåëåé ìåòîäû íå îáëàäàþò äîñòàòî÷íîé ãèáêîñòüþ è
ïðîñòîòîé. Êîíñòðóêòèâíûå ñâîéñòâà  ìîäåëè ÀÐ

äàþò âîçìîæíîñòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûìè ñïîñîáà-
ìè ïîëó÷èòü èìèòàöèîííûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ
çàäàííûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Â
êà÷åñòâå òàêîâûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü øèðèíó ïîëî-
ñû è öåíòðàëüíóþ ÷àñòîòó ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
ìîùíîñòè (ÑÏÌ), ÷àñòîòó îñöèëëÿöèé è êîýôôèöè-
åíò äåìïôèðîâàíèÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èìè-
òèðóåìîãî ïðîöåññà. Êðîìå ýòîãî, ìîæíî ïîëó÷àòü
ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ çàäàííûìè âèäàìè êîððåëÿ-
öèîííîé ôóíêöèè è ÑÏÌ.

Â îñíîâó ìîäåëè ÀÐ ïîëîæåíà êîððåëÿöèÿ îòñ÷åòà
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè ñ
íåêîòîðûì êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì îò-
ñ÷åòîâ â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Â óðàâíåíèè
ÀÐ òåêóùèé îòñ÷åò ïðåäñòàâëÿåòñÿ âçâåøåííîé ñóì-
ìîé ïðåäûäóùèõ ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè
âåñà [1]:

p

j
tjtjt axx

1
 ,           (1)

ãäå jФ  – êîýôôèöèåíòû ÀÐ; ta – íåêîððåëèðîâàí-
íûå ñëó÷àéíûå îòñ÷åòû, íàçûâàåìûå îøèáêîé ïðåä-
ñêàçàíèÿ; p – ïîðÿäîê ìîäåëè ÀÐ.

Èç (1) âèäíî, ÷òî ïîñòðîåíèå ìîäåëè ÀÐ ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà p , íà-

õîæäåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ÀÐ è äèñïåðñèè îøèáêè

ïðåäñêàçàíèÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû 1p  óðàâíåíèé
Þëà-Óîêåðà:
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Çäåñü }{ itti xxER – çíà÷åíèÿ ôóíêöèè êîððåëÿ-

öèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà; aD – äèñïåðñèÿ îøèáîê

ïðåäñêàçàíèÿ ìîäåëè ÀÐ; 0R  – äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíî-

ãî ïðîöåññà tx .

Ïîðÿäîê ïðîöåññà ÀÐ îïðåäåëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ, êàê ïðàâèëî, îñíîâàííûõ
íà ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîé òåîðåòèêî-èíôîðìàöè-
îííîé ôóíêöèè [2].

Â çàäà÷àõ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÷àñòî âîç-
íèêàåò íåîáõîäèìîñòü ãåíåðàöèè ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà ñ çàäàííîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé èëè ñ
çàäàííîé ôîðìîé è õàðàêòåðèñòèêàìè ÑÏÌ. Äëÿ
ýòèõ öåëåé ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü ãåíåðàòîð ïðî-
öåññà ÀÐ, èñïîëüçóþùèé àëãîðèòì (1). Ãåíåðàöèÿ
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì, ïî-
ðîæäàþùèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ïîñëåäíèé â âèäå
áåëîãî øóìà ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ôîðìèðóþùèé
ôèëüòð, ïàðàìåòðû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ìîäåëüþ ÀÐ.

Âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà ìîäåëè ÀÐ èìååò âèä [1]
2
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ãäå Ò – èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè ïðîöåññà.

    Èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ôîðìèðóþùåãî ÀÐ
ôèëüòðà ñ ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé
ñëåäóåò óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ÀÐ ïðîöåññà. Äëÿ
ïðîâåðêè ñòàöèîíàðíîñòè ñëó÷àéíîãî ÀÐ ïðîöåññà
èñïîëüçóåòñÿ  õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

0)( 1
1 p

pp zzz .   (4)

Åñëè êîðíè (4) ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òî ïðîöåññ ÀÐ óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ ñòàöèîíàðíîñòè.

Óðàâíåíèå (4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
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ãäå ic – êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4).

Ñðàâíèâ (4) è (5), íàéäåì ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöè-

åíòàìè ÀÐ è êîðíÿìè ic . Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ôîðìóëû äëÿ 31p  :

1,11,1 c  ;                    (6a)

2,21,21,2 cc ,

1,21,22,2 cc ;                 (6á)

3,32,31,31,3 ccc ,

)( 3,31,33,32,32,31,32,3 cccccc ,

3,32,31,33,3 ccc  .             (6â)

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4) ïîëíîñ-
òüþ îïèñûâàþò ìîäåëü ÀÐ. Åñëè êîðåíü äåéñòâè-
òåëüíûé, òî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ýêñïîíåí-
öèàëüíîé ôóíêöèè [3]:

fTec ,                   (7)

ãäå f – øèðèíà ïîëîñû ìàêñèìóìà ñïåêòðà ïî
óðîâíþ 0,5. Êîìïëåêñíûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñ-
êîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¸ííû-
ìè è îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

TfjfT hec 2
1 ,  TfjfT hec 2

2 .     (8)

Êîìïëåêñíûå êîðíè õàðàêòåðèçóþò ìàêñèìóìû ñïåê-
òðà (ïîëþñà ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè) íà ÷àñòîòå,

áëèçêîé ê hff – ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ìîäåëè ÀÐ

ñ ïîïðàâêîé íà çàòóõàíèå.

Èñïîëüçóÿ äàííîå ïðåäñòàâëåíèå êîðíåé è ôîðìóëû
(6à), (6á), (6â), íåñëîæíî ïðåäñòàâèòü êîýôôèöèåí-
òû ÀÐ êàê ôóíêöèè îò öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû ìàêñè-
ìóìà è åãî ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ:

),( ii ffF .                 (9)

Êîíñòðóêòèâíûå ñâîéñòâà ìîäåëè ÀÐ äàþò âîçìîæ-
íîñòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûìè ñïîñîáàìè ñãåíåðèðî-
âàòü èìèòàöèîííûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ çàäàííû-
ìè ñïåêòðàëüíûìè è ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè. Â êà÷åñòâå òàêîâûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü øè-
ðèíó ïîëîñû è öåíòðàëüíóþ ÷àñòîòó ÑÏÌ, ÷àñòîòó
îñöèëëÿöèé è êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ êîððå-
ëÿöèîííîé ôóíêöèè èìèòèðóåìîãî ïðîöåññà. Äëÿ
ïîäòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ãåíåðàöèè ÀÐ
ïðîöåññà ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû îïðåäåëå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ãåíåðàòîðîâ ÀÐ ïðîöåññà, êîãäà
çàäàíû õàðàêòåðèñòèêè ÑÏÌ.

Ñíà÷àëà ãåíåðèðóåì ïðîöåññ, èìåþùèé ñëåäóþùèå
õàðàêòåðèñòèêè ÑÏÌ: 2p , 51f , 201f  ïðè

01,0T . Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (8) è (6á),  ïîëó÷àåì

çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ÀÐ: 53,01,2 ;

73,02,2 .

Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ãåíåðèðóåìîãî
ïðîöåññà, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (3), ïðåäñòàâëåíà
ñïëîøíîé ëèíèåé S1 íà ðèñ.1. Ïî íàéäåííûì êîýô-
ôèöèåíòàì ñãåíåðèðîâàí ÀÐ ïðîöåññ è ïîëó÷åíû
âûáîðî÷íûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ÀÐ è ÑÏÌ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (2à), (2á) è (4). Îöåíêà
ÑÏÌ èìèòàöèîííîãî ñëó÷àéíîãî ÀÐ ïðîöåññà äàíà
ïóíêòèðíîé ëèíèåé S2.

Íà ðèñ 2. ïðèâåäåíà ÑÏÌ ãåíåðèðóåìîãî ïðîöåññà
ÀÐ è åãî âûáîðî÷íàÿ îöåíêà ÑÏÌ ïðîöåññà ÀÐ
òðåòüåãî ïîðÿäêà ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:
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50f ; 51f ; 301f . Çíà÷åíèÿ ðàññ÷èòàííûõ
êîýôôèöèåíòîâ ÀÐ ôîðìèðóþùèõ ôèëüòðîâ ñîñòàâ-
ëÿëè:

326,01,3 ; -0,2802,3 ; 624,03,3 .

Àíàëèç ãðàôèêîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî îòêëîíåíèÿ ìåæäó
çàäàâàåìîé ÑÏÌ è åãî îöåíêîé íåçíà÷èòåëüíû.
Äàííûå ïîêàçàòåëè ÿâëÿþòñÿ ïðèåìëåìûìè äëÿ
áîëüøèíñòâà èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèé. Ïðåäëîæåí-
íûé ìåòîä ãåíåðàöèè èìèòàöèîííûõ êîððåëèðîâàí-
íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðåâîñõîäèò ñóùåñòâóþ-
ùèå àíàëîãè [4].
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ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÀß ÐÅÀËÈÇÀÖÈß

ÎÏÅÐÀÖÈÈ ÂÎÇÂÅÄÅÍÈß Â

ÑÒÅÏÅÍÜ ÁÎËÜØÈÕ ÖÅËÛÕ ×ÈÑÅË

Â ÊÐÈÏÒÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÕ

ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÌÅÒÎÄÎÌ

ÏÐÅÄÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ ÏÎ

ÔÈÊÑÈÐÎÂÀÍÍÎÌÓ ÎÑÍÎÂÀÍÈÞ

ÃÎÐÁÅÍÊÎ È.Ä., ËÀÂÐÈÍÅÍÊÎ Ä.È.

Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç àëãîðèòìîâ äëÿ îïå-
ðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ïî ìîäóëþ öåëûõ ÷èñåë
áîëüøîé ðàçðÿäíîñòè. Îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ñ èñïîëü-
çîâàíèåì íàáîðà ïðåäâû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïî ôèêñè-
ðîâàííîìó îñíîâàíèþ. Ïðåäëàãàåòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ
ìîäèôèêàöèÿ òàêîãî àëãîðèòìà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòà-
òû ïðèìåíåíèÿ äàííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàí¸ííûõ ñõåì è àëãîðèòìîâ â êðèïòîãðàôèè.

1. Ââåäåíèå

Â ðÿäå íåñèììåòðè÷íûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àëãî-
ðèòìîâ [1], à òàêæå â àëãîðèòìàõ è ñðåäñòâàõ êðèï-
òîàíàëèçà òàêîãî êëàññà [2] àðèôìåòè÷åñêèå îïåðà-
öèè âûïîëíÿþòñÿ íàä ÷èñëàìè x, ðàçðÿäíîñòü êîòî-
ðûõ Lx çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ðàçðÿäíóþ ñåòêó Lp
ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ. Òàêèå ÷èñëà

èçâåñòíû êàê ÷èñëà ìíîãîêðàòíîé òî÷íîñòè. Îñíîâ-
íûå îïåðàöèè, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ íàä íèìè, ýòî
ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå, äåëåíèå è âîçâå-
äåíèå â ñòåïåíü ïî ìîäóëþ N. Ïðîâåäåííûå èññëå-
äîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî íàèáîëåå ÷àñòî â êðèïòîïðå-
îáðàçîâàíèÿõ èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ âîçâåäåíèÿ â
ñòåïåíü ïî ìîäóëþ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü äàí-
íîé îïåðàöèè íîñèò ïîëèíîìèàëüíûé õàðàêòåð, ïðè-
÷¸ì ïîðÿäîê è êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ, îïèñûâà-
þùèõ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü, çàâèñÿò îò ïðè-
ìåíÿåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ
óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ è âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ïî
ìîäóëþ. Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ìåòîäû è àëãîðèòìû
âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ïî ìîäóëþ ðàññìîòðåíû â [3].

Ïðèìåíåíèå ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèè óìíîæåíèÿ
ïî ìîäóëþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìîíòãîìåðè èëè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Áàððåòòà [3], à òàêæå èñïîëüçîâàíèå ïðè
âîçâåäåíèè â ñòåïåíü ïî ìîäóëþ áëî÷íîãî ìåòîäà [4]
ïîçâîëèëè óìåíüøèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü
ýòèõ îïåðàöèé. Òàêîå óìåíüøåíèå ýêâèâàëåíòíî
ïîâûøåíèþ ñêîðîñòè ïðåîáðàçîâàíèé. Íåñìîòðÿ íà
îïðåäåë¸ííîå óìåíüøåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíî-
ñòè îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, å¸ âåëè÷èíà
îñòà¸òñÿ âñ¸ åù¸ çíà÷èòåëüíîé, à âûïîëíåíèå òðåáî-
âàíèé ïî óâåëè÷åíèþ ñêîðîñòè êðèïòîãðàôè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé – ïðîáëåìàòè÷íûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì
äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè
îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ïî ìîäóëþ ÷èñåë
áîëüøîé ðàçðÿäíîñòè îñòà¸òñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.
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