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Äëÿ óìåíüøåíèÿ îøèáîê, ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì îêðóãëåíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ èçâåñòíî-
ãî àëãîðèòìà ñèìïëåêñ-ìåòîäà, îáåñïå÷èâàþùàÿ òå-
êóùåå ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå (ËÏ) ñ òî÷êè çðåíèÿ
óðîâíÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê, ñôåðû ïðèëîæå-
íèÿ è ðåàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ÿâëÿ-
åòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ðàçâèòûõ íàïðàâëåíèé â
îáëàñòè ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷.

Óñïåõè, äîñòèãíóòûå â èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ ËÏ
ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷, âî ìíîãîì îáóñ-
ëîâëåíû çíà÷èòåëüíûì óâåëè÷åíèåì áûñòðîäåé-
ñòâèÿ è îáú¸ìîì ïàìÿòè ÝÂÌ. Îá ýòîì ñâèäåòåëü-
ñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçíîîáðàçíûõ ñòàíäàðòíûõ ïà-
êåòîâ ïðîãðàìì, íàøåäøèõ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíå-
íèå ó ïîëüçîâàòåëåé, â êîòîðûõ ïðåäóñìîòðåíà
âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðî-
öåäóð ñ ìíîãîêðàòíî óâåëè÷åííîé òî÷íîñòüþ, ÷òî
ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü ýôôåêò îøèáîê
îêðóãëåíèÿ.

Îñíîâó áîëüøèíñòâà òàêèõ ïàêåòîâ ñîñòàâëÿåò
ñèìïëåêñ-ìåòîä, ïðåäëîæåííûé Äæ. Äàíöèãîì,
õîòÿ ñîçäàíî ìíîæåñòâî âåñüìà èçîùðåííûõ àëãî-
ðèòìîâ ìåòîäà, íàïðàâëåííûõ íà ñîêðàùåíèå âðå-
ìåíè ðåøåíèÿ, íà ïîâûøåíèå âû÷èñëèòåëüíîé

óñòîé÷èâîñòè è ðàçðàáîòêó àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþ-
ùèõ ðåøàòü çàäà÷è áîëüøèõ ðàçìåðîâ. Ñèìïëåêñ-
ìåòîä è åãî ðàçíîâèäíîñòè îñòàþòñÿ ïðåîáëàäàþ-
ùèìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ [1].

×èñëî ñèìïëåêñ-èòåðàöèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ËÏ
çàâèñèò â îñíîâíîì îò ÷èñëà îãðàíè÷åíèé, à íå îò
êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ. Â ãðóáîì ïðèáëèæåíèè
÷èñëî íåîáõîäèìûõ èòåðàöèé ëåæèò â ïðåäåëàõ îò
1,5 äî 2m, ãäå m – êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé –
óðàâíåíèé â íà÷àëüíîé ñèìïëåêñ-òàáëèöå.

Òåì, êîìó ïðèõîäèëîñü èñêàòü ðó÷íûì ñïîñîáîì
ðåøåíèå äëÿ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ îòíîñèòåëüíî
íåáîëüøîå ÷èñëî ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî âû÷èñëèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè, âîç-
íèêàþùèå â ïðîöåññå îêðóãëåíèÿ òåõ èëè èíûõ
÷èñåë, ìîãóò íàêàïëèâàòüñÿ âåñüìà áûñòðî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñîõðàíÿòü òîëü-
êî äâå èëè òðè çíà÷àùèå öèôðû, îêîí÷àòåëüíûé
îòâåò ìîæåò îêàçàòüñÿ “ñëèøêîì íåòî÷íûì” è
ïîýòîìó íå ïðèãîäíûì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ. Â ñëó-
÷àå, êîãäà ÷èñëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå âåëèêî (à
èìåííî ñ ýòîé ñèòóàöèåé ìû ñòàëêèâàåìñÿ ïðè
ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ ËÏ), îïàñíîñòü
“ïîòåðè òî÷íîñòè” îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî ñåðüåç-
íîé.

Õîòÿ òåîðåòè÷åñêàÿ îñíîâà ñèìïëåêñ-ìåòîäà ãàðàí-
òèðóåò ñõîäèìîñòü ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çà
êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, òðóäíîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî
õàðàêòåðà, âîçíèêàþùèå âñëåäñòâèå îøèáîê îê-
ðóãëåíèÿ â ïðîöåññå ìàøèííûõ ðàñ÷åòîâ, â ýòîì
ìåòîäå íå ó÷èòûâàþòñÿ. Òàêèå òðóäíîñòè âñòðå÷à-
þòñÿ ïðåæäå âñåãî òîãäà, êîãäà èñêóññòâåííûå
ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ íà÷àëüíîãî áàçèñíî-
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Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè
óâåëè÷åíèè ðàäèóñîâ âðåçîâ ïëàñòèíà ñòàíîâèòñÿ
áîëåå óñòîé÷èâîé.

Ïðåèìóùåñòâî ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è íàõîäèòñÿ â àíàëèòè÷åñêîì
âèäå. Èçìåíåíèå ôîðìû ïëàñòèíû, ñïîñîáîâ åå
íàãðóæåíèÿ è çàêðåïëåíèÿ íå òðåáóþò ñóùåñòâåí-
íûõ èçìåíåíèé â àëãîðèòìå.
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ãî ðåøåíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå “áîëüøèõ øòðàôîâ” â
öåëåâîé ôóíêöèè ìîæåò ïðèâåñòè ê îøèáêå îêðóã-
ëåíèÿ, îáóñëîâëåííîé îïåðàöèÿìè íàä ãðóïïîé
÷èñåë, âêëþ÷àþùèõ î÷åíü áîëüøèå è îòíîñèòåëüíî
ìàëûå ÷èñëà. Ñ ó÷åòîì ýòèõ îáñòîÿòåëüñòâ âî
ìíîãèå ìàøèííûå ïðîãðàììû, ïðåäíàçíà÷åííûå
äëÿ ðåàëèçàöèè ñèìïëåêñíîãî ìåòîäà, ââîäÿò ñïå-
öèàëüíûå ïðîöåäóðû êîíòðîëÿ çà ïîãðåøíîñòÿìè,
ïîÿâëÿþùèìèñÿ âñëåäñòâèå îêðóãëåíèÿ. Îäíàêî
äàæå â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü íå âñåãäà
îáåñïå÷èâàåòñÿ. Ïîýòîìó ïðè íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ
äëÿ òîé èëè èíîé ëèíåéíîé îïòèìèçàöèîííîé
ìîäåëè ñëåäóåò ïðèíèìàòü íàäëåæàùèå ìåðû ïðå-
äîñòîðîæíîñòè [2].

Íàèáîëåå øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûé ñïîñîá êîíò-
ðîëÿ ðîñòà îøèáîê îêðóãëåíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â òîì,
÷òîáû ðàññìîòðåòü ðàâåíñòâî Àõ=â.

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíî ñòðîêà çà ñòðîêîé, ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ
ñîõðàíÿåìîå â ïàìÿòè ÝÂÌ çíà÷åíèå òåêóùåãî õ,
è åñëè äëÿ êàêîé-ëèáî ñòðîêè ðàçíèöà ìåæäó
âû÷èñëåííîé âåëè÷èíîé è ñîîòâåòñòâóþùèì ýëå-
ìåíòîì âåêòîðà îãðàíè÷åíèé âûéäåò çà ïðåäåëû
íåêîòîðîãî äîïóñêà, òî ýòî óêàçûâàåò íà ÷ðåçìåð-
íóþ îøèáêó îêðóãëåíèÿ – òàê íàçûâàåìàÿ íåâÿçêà
ñòðîêè. Ïîäîáíûì îáðàçîì ïðîâåðÿþòñÿ è íåâÿçêè
ñòîëáöîâ, êîòîðûå ïðè îòñóòñòâèè îøèáîê îêðóã-
ëåíèÿ äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ. Áîëüøèíñòâî
êîììåð÷åñêèõ ñèñòåì ËÏ èñïîëüçóåò íåñêîëüêî
ñïîñîáîâ àâòîìàòè÷åñêîãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ ïåðåä
âûïîëíåíèåì èòåðàöèé ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Íàïðè-
ìåð, óðàâíîâåøèâàíèå, êîãäà âñå ýëåìåíòû ìàòðè-
öû À äåëàþòñÿ áëèçêèìè ïî âåëè÷èíå, ëèáî åñëè
èñõîäíûå äàííûå çàäàíû â âèäå äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë,
òî èõ ïåðåâîäÿò â öåëî÷èñëåííûå óìíîæåíèåì âñåõ
èñõîäíûõ äàííûõ íà 10Ê.Ýòî âñå, ÷òî ìîæåò áûòü
àïðèîðè, à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé
èñêëþ÷åíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ èòåðàöèÿìè ñèìïëåêñ-
ìåòîäà, îïðåäåëÿåò ðîñò îøèáîê îêðóãëåíèÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, êàê âûïîëíÿåòñÿ àëãîðèòì. Ïðè
ýòîì óñòàíàâëèâàþòñÿ äîïóñêè íà îøèáêó âìåñòî
òî÷íîé ïðîâåðêè íà íîëü. Èõ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ
îòðàæàþò îòíîñèòåëüíóþ âåëè÷èíó äîïóñòèìîé
îøèáêè.

Òî÷íî ðåøèòü ëèíåéíûå çàäà÷è ìîæíî òîëüêî â
öåëûõ ÷èñëàõ. Ïîýòîìó ïîëåçíà ðàçðàáîòêà àëãî-
ðèòìîâ òî÷íîãî àíàëèçà (áåç îêðóãëåíèÿ) çàäà÷
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñîáåííî ïðè ðåøå-
íèè ïëîõî îáóñëîâëåííûõ çàäà÷, êîãäà îáû÷íûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ (ñ îêðóãëåíèÿìè) âåäóò ê íåäîïó-
ñòèìî áîëüøèì ïîãðåøíîñòÿì [3].

Çàäà÷ó ËÏ â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü â
êàíîíè÷åñêîì âèäå:

ìàêñèìèçèðîâàòü (èëè ìèíèìèçèðîâàòü)

Z = CI xI + CII xII

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ  A xI + I xII = â  0,

xI, xII  0.

Òàêàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò
ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ íà õI è õII, ïðè êîòîðîì

êîýôôèöèåíòû, ñòîÿùèå ïðè ïåðåìåííûõ â îãðà-
í è÷åí èÿõ, ñâÿçàí í û õ ñ õII, îáðàçóþò åäèíè÷íóþ
ìàòðèöó I. Óêàçàííàÿ ñòðóêòóðà ìîäåëè ìîæåò áûòü
òàêæå ïîëó÷åíà ïóòåì ââåäåíèÿ èñêóññòâåííûõ
ïåðåìåííûõ, êîòîðûå äîáàâëÿþòñÿ â ëåâóþ ÷àñòü
îãðàíè÷åíèé òîëüêî òîãäà, êîãäà íåîáõîäèìî äî-
ïîëíèòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó I. Ðàññìàòðèâàåìàÿ
ôîðìà ìîäåëè îáåñïå÷èâàåò àâòîìàòè÷åñêîå ïîëó-
÷åíèå íà÷àëüíîãî äîïóñòèìîãî áàçèñíîãî ðåøåíèÿ,
à èìåííî õII = â.

Ââåäåì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå. Ñòîëáöû êàíîíè÷åñ-
êîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûì õII, áó-
äåì íàçûâàòü ïðàâèëüíûìè, åñëè îíè ñîäåðæàò
åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò, êîòîðûé ê òîìó
æå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. Â ðàññìàòðè-
âàåìîé ìîäåëè âñå ñòîëáöû, îáðàçóþùèå åäèíè÷-
íóþ ìàòðèöó I, ïðàâèëüíûå. Òàêèì îáðàçîì, èõ
ìàñøòàáèðîâàíèå, ò.å. óìíîæåíèå íà íåíóëåâîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ñîãëàñíî ââåäåííîìó ïîíÿ-
òèþ, äàåò òàêæå ïðàâèëüíûå ñòîëáöû.

Èäåÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, èñõîäÿ
èç òåêóùåãî äîïóñòèìîãî áàçèñíîãî ðåøåíèÿ, íàé-
òè íîâîå äîïóñòèìîå áàçèñíîå ðåøåíèå, èñêëþ÷àÿ
äëÿ ýòîãî íåêîòîðûé âåêòîð èç ïðîáíîãî áàçèñà è
çàìåíÿÿ åãî îäíèì èç íåáàçèñíûõ âåêòîðîâ. Âåêòîð,
âêëþ÷àåìûé ïðè ýòîì â áàçèñ, äîëæåí, ïî êðàéíåé
ìåðå, íå óõóäøàòü çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, à
óäàëåíèå âåêòîðà îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå íîâîãî
äîïóñòèìîãî áàçèñíîãî ðåøåíèÿ.

Ïðåîáðàçîâàíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ ê íîâîìó áàçèñó ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñíûì. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ áóäåì îñóùå-
ñòâëÿòü åãî ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì (êîòîðûå
îòëè÷íû îò òðàäèöèîííûõ [4]) ïðè ïåðåõîäå ê
î÷åðåäíîé ñèìïëåêñ-òàáëèöå:

1. Âûáèðàåòñÿ îòëè÷íûé îò íóëÿ ðàçðåøàþùèé

ýëåìåíò xl k
(r ) 0  íåêîòîðîé r-é òàáëèöû.

2. Ðàçðåøàþùàÿ l-ÿ ñòðîêà âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ
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ðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì a alj
(r )

lj
(r ) j n1 1, , ; .

3. Âñå ýëåìåíòû ðàçðåøàþùåãî (ê-ãî) ñòîëáöà
çàìåíÿþòñÿ íóëÿìè, êðîìå ðàçðåøàþùåãî ýëåìåí-
òà. Òàêèì îáðàçîì, ê-é ñòîëáåö ñòàíîâèòñÿ ïðà-

âèëüíûì ñòîëáöîì, à а аlk
(r )

lk
(r )1 ; .

4. Âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû (r+1)–é òàáëèöû âû-
÷èñëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

a a a a aij
(r )

ij
(r)

lk
(r)

lj
(r)

ik
(r) i l j k1 , , ,

в в в i li
(r )

i
(r )

lk
(r )

l
(r )

ik
(r )1 a a , ,

Z Z(r ) (r )
lk
(r )

l
(r )

k
(r )1 a a ,
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j
(r 1)

j
(r )

lk
(r )

lj
(r )

k
(r ) ja a n, , .1

Òàêèì îáðàçîì, çàâåðøàåòñÿ èòåðàöèÿ ìåòîäà ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ ïëàíà. Åñëè (r+1)-ÿ
òàáëèöà èòîãîâàÿ, òî íåíóëåâûå êîìïîíåíòû îïòè-
ìàëüíîãî ïëàíà ïîëó÷àþòñÿ äåëåíèåì ýëåìåíòîâ
ñòîëáöà õ ñèìïëåêñ-òàáëèöû íà íåíóëåâûå ýëåìåí-
òû ïðàâèëüíûõ ñòîëáöîâ ýòîé æå òàáëèöû, à
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì

Z(x ) Z

lk
t

t

r
*

(r 1)
.

x
1

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Íàéòè Z=3x3
max ïðè óñëîâèè  2õ1 + 4õ2 - õ4 = 9,

         -3õ1 + 2õ2 + 3õ4 = 3,

               õ1 - 12õ2 + õ3 + 2õ4 = 4,

                       õj  0, j = 1 4, .

Ðåøåíèå çàäà÷è ìåòîäîì èñêóññòâåííîãî áàçèñà
ïðèâåäåíî â òàáëèöå.

Íåíóëåâûå êîìïîíåíòû èñêîìîãî îïòèìàëüíîãî
ïëàíà õ* ïîëó÷èì äåëåíèåì ýëåìåíòîâ ñòîëáöà õíà
3-é èòåðàöèè íà íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïðàâèëüíûõ

ñòîëáöîâ, ò.å. х х х1 2 36
16

66
32

908
32

* * *; ; .

Îêîí÷àòåëüíî èìååì

х* ( ; ; ; ).3
8

33
16

227
8 0

Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå

Z( ) .*x 2724
2 16

681
8
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0 0 3 0
iÁ ñ õ

Ð1 Ð2 Ð3 Ð4

1  Ð5 -M 9 2 4 0 -1

2  Ð6 -M 3 -3 2 0 3

3  Ð3 3 4 1 -12 1 2
m+1 12 3 -36 0 6
m+2 -12 1 -6 0 -2

1  Ð5 -M 6 16 0 0 -14

2  Ð2 0 3 -3 2 0 3
3  Ð3 3 44 -34 0 2 40
m+1 132 -102 0 0 120
m+2 -6 -16 0 0 14

1  Ð1 0 6 16 0 0 -14
2  Ð2 0 66 0 32 0 6
3  Ð3 3 908 0 0 32 164
m+1 2724 0 0 0 492


