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Ïðîïîíóºòüñÿ íîâèé àíàë³òè÷íèé ìåòîä, çàñíîâàíèé
íà ï³äñóìîâóâàíí³ ðÿä³â çà âèá³ðêîâèìè çíà÷åííÿìè ó
ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ ç â³äòâîðþþ÷èì ÿäðîì, ÿêèé
äîçâîëÿº ñïðîñòèòè â³äîì³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçàííÿ ãðà-
íè÷íèõ åëåêòðîäèíàì³÷íèõ çàäà÷ ³ çíèçèòè âàðò³ñòü
÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíê³â, ùî º àêòóàëüíèì ³ ïðàêòè÷íî
äîö³ëüíèì.

1. Âñòóï

Ô³çè÷íèì ³ òåõí³÷íèì çàñòîñóâàííÿì íåîäíîð³äíèõ
õâèëåâîäíèõ ñòðóêòóð, çáóäæóâàíèõ åëåêòðîíàìè,
ùî ðóõàþòüñÿ, ïðèñâÿ÷åí³, çîêðåìà, ðîáîòè [1,2].
Á³ëüø³ñòü ìåòîä³â, âèêîðèñòîâóâàíèõ ïðè äîñë³ä-
æåíí³ òà ìîäåëþâàíí³ åëåêòðîäèíàì³÷íèõ ñòðóê-
òóð, ãðóíòóºòüñÿ íà êëàñè÷í³é òåîð³¿, àíàë³òè÷íèõ
ðîçðàõóíêàõ, ÷èñåëüíèõ ³ åêñïåðèìåíòàëüíèõ ðå-
çóëüòàòàõ. Ðîçâ,ÿçàííÿ áàãàòüîõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷
ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè ïîâ’ÿçàíî ç ðÿäàìè. Âîíè
âèíèêàþòü ó ïðîöåñ³ ð³øåííÿ ð³çíèõ çàäà÷, íà-
ïðèêëàä, ó òåîð³¿ äèôðàêö³¿ åëåêòðîìàãí³òíèõ õâèëü
íà ïåð³îäè÷íèõ ñòðóêòóðàõ [3], ó çàäà÷àõ äèôðàê-
ö³éíî¿ åëåêòðîí³êè [4], ïðè âèâ÷åíí³ äèôðàêö³¿
õâèëü íà ïåð³îäè÷íèõ ñòðóêòóðàõ ç ïîõèëèõ íà-
ï³âïëîùèí [5]. Ó çàäà÷àõ òåîð³¿ àíòåí òàêîæ çàñòî-
ñîâóþòüñÿ ðÿäè ïåâíîãî òèïó [6, 7]. Äîñë³äæåííÿ
çá³æíîñò³, ÷èñåëüíèé åêñïåðèìåíò ³ àëüòåðíàòèâí³
çîáðàæåííÿ äëÿ ðÿä³â òèïó Øëüîìèëüõà ç ôóíê-
ö³ÿìè Áåñåëÿ ïðè ð³øåíí³ äâîâèì³ðíèõ äèôðàêö-
³éíèõ çàäà÷ íàâåäåíî ó [8]. ²íîä³ âäàºòüñÿ çäîáóòè
ñóìó ðÿäó. Ó öüîìó âèïàäêó ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçêó
ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ ìîæíà ïðåäñòàâèòè àíàë³òè÷íî.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³

Ðîçãëÿíåìî íåîäíîð³äíó õâèëåâîäíó ñòðóêòóðó, ùî
ÿâëÿº ñîáîþ äâà êðóãëèõ õâèëåâîäè ðàä³óñ³â a, b
(a<b), ç’ºäíàíèõ êîàêñèàëüíî ì³æ ñîáîþ ôëàíöåì
ó ïëîùèí³ 0z , ÿê â [1]. Ó ö³é ñòðóêòóð³ ðóõàºòüñÿ
äæåðåëî åëåêòðîìàãí³òíîãî âèïðîì³íþâàííÿ ó âèã-
ëÿä³ åëåêòðîííîãî ê³ëüöÿ, â³ñü ÿêîãî çá³ãàºòüñÿ ç
â³ññþ õâèëåâîä³â. Ó êðóãëîìó îäíîð³äíîìó õâèëå-
âîä³ äæåðåëî íå âèïðîì³íþº. Åëåêòðîìàãí³òíå ïîëå
çàðÿäæåíîãî ê³ëüöÿ, ùî ðóõàºòüñÿ â õâèëåâîä³, ó
âëàñí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ÿâëÿº ñîáîþ åëåêòðî-
àáî ìàãí³òîñòàòè÷íå ïîëå ê³ëüöÿ â òðóá³. Ìàòåìà-
òè÷íî öå îçíà÷àº â³äñóòí³ñòü õâèëåâîäíèõ ãàð-
ìîí³ê, ùî ïîøèðþþòüñÿ, ó ðîçêëàäàíí³ ïîëÿ äæå-
ðåëà, ÿêå ðóõàºòüñÿ, çà âëàñíèìè õâèëÿìè îäíî-
ð³äíîãî õâèëåâîäó. Íàÿâí³ñòü íåîäíîð³äíîñòåé ïðè-
âîäèòü äî çáóäæåííÿ ãàðìîí³ê, ÿê³ â³ëüíî ïîøèðþ-
þòüñÿ, òîáòî äî âèïðîì³íþâàííÿ.

Â³äîìî, ùî â êðóãëîìó õâèëåâîä³ ìîæóòü ïîøèðþ-
âàòèñÿ âëàñí³ õâèë³ Å- ³ Í-òèï³â. Âîíè ³ñíóþòü
íåçàëåæíî, ³ ¿õíº ïîðóøåííÿ âèçíà÷àºòüñÿ âèäîì
äæåðåëà ïîëÿ. Ïðè äîñë³äæåíí³ âòðàò åíåðã³¿ íà
âèïðîì³íþâàííÿ åëåêòðîííèìè ê³ëüöÿìè, ùî ðó-
õàþòüñÿ, âàðòî ðîçãëÿäàòè ïîëå âèïðîì³íþâàííÿ
îáîõ ïîëÿðèçàö³é. Çàðÿäæåíå ê³ëüöå, ÿêå ð³âíîì³-
ðíî ðóõàºòüñÿ óçäîâæ îñ³ ñòðóêòóðè é îáåðòàºòüñÿ
íàâêîëî íå¿, ìîæíà îïèñàòè âåêòîðîì ù³ëüíîñò³
ñòðóìó j  ç äâîìà êîìïîíåíòàìè: ïîäîâæí³ì zj , ùî
ïîâ’ÿçàíèé ç ïîñòóïàëüíèì ðóõîì ê³ëüöÿ é îïèñóº
ïîäîâæí³ åëåêòðè÷í³ õâèë³ (Å-õâèë³); ïîïåðå÷íèì
j , ùî îáóìîâëåíèé îáåðòàííÿì ê³ëüöÿ é îïèñóº

ïîäîâæí³ ìàãí³òí³ õâèë³ (Í-õâèë³).

Äëÿ ê³ëüöÿ, ùî ð³âíîì³ðíî ðóõàºòüñÿ óçäîâæ îñ³ z
ç³ øâèäê³ñòþ vvz  é îáåðòàºòüñÿ ç³ øâèäê³ñòþ
v , ç ðàä³óñîì  ³ ïîâíèì çàðÿäîì Q , ð³âíîì³ðíî
ðîçïîä³ëåíèì çà éîãî äîâæèíîþ, ù³ëüí³ñòü ñòðóìó
äîð³âíþº
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äå c/k  – õâèëüîâå ÷èñëî; c/v ;
21/1  – ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ çàðÿäæåíîãî

ê³ëüöÿ, â³äíåñåíà äî åíåðã³¿ ñïîêîþ; |/k| .
Âåðõí³é ðÿäîê ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ âàðòî áðàòè ïðè
r ; íèæí³é – ïðè r .

Ïîòð³áíî çíàéòè åëåêòðîìàãí³òíå ïîëå ðîçãëÿíóòî¿
ñòðóêòóðè, à ñàìå âèçíà÷èòè àíàë³òè÷íî êîåô³ö³º-
íòè çáóäæåííÿ âëàñíèõ õâèëü, ùî º ìåòîþ ö³º¿
ðîáîòè.
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3. Ìåòîä ð³øåííÿ

Ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à âèð³øóºòüñÿ ìåòîäîì ÷àñò-
êîâèõ îáëàñòåé ³ç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó ï³äñóìîâó-
âàííÿ ðÿä³â çà âèá³ðêîâèìè çíà÷åííÿìè ó ã³ëüáåð-
òîâîìó ïðîñòîð³ ç â³äòâîðþþ÷èì ÿäðîì. ßê â³äîìî,
ìåòîä ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé çàñòîñîâóºòüñÿ äëÿ äîñ-
ë³äæåííÿ ñêëàäíèõ ñòðóêòóð, ÿê³ ìîæíà ðîçïîä³ëè-
òè íà á³ëüø ïðîñò³ ñóì³æí³ ï³äîáëàñò³. Äëÿ êîæíî¿
ç íèõ ìîæíà îäåðæàòè ð³øåííÿ øëÿõîì ðîçïîä³ëó
çì³ííèõ. Íåâ³äîì³ ïîëÿ äëÿ êîæíî¿ ÷àñòêîâî¿ îá-
ëàñò³ ïðåäñòàâëÿþòüñÿ ó âèãëÿä³ ðîçêëàäàííÿ çà
âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè. Ó öèë³íäðè÷í³é ñèñòåì³ êî-
îðäèíàò êîìïîíåíòè åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ º
ð³øåííÿìè ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ó â³äïîâ³äí³é
îáëàñò³. Îòæå, çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ
àìïë³òóäíèõ êîåô³ö³ºíò³â ïðè âëàñíèõ ôóíêö³ÿõ ó
ðîçêëàäàíí³ ïîëÿ äëÿ êîæíî¿ ÷àñòêîâî¿ îáëàñò³. Äëÿ
ö³º¿ ìåòè ñë³ä çàäîâîëüíèòè ãðàíè÷í³ óìîâè ïîëÿ.
Ó ðåçóëüòàò³ âèíèêàº íåñê³í÷åííà ñèñòåìà ë³í³éíèõ
àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü (ÑËÀÐ) ùîäî íåâ³äîìèõ àì-
ïë³òóä õâèëü. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæíà çíàéòè
ò³ëüêè íàáëèæåíå ð³øåííÿ ö³º¿ íåñê³í÷åííî¿ ñèñòå-
ìè ìåòîäàìè ðåäóêö³¿ àáî ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü.
²íîä³ âäàºòüñÿ îäåðæàòè ð³øåííÿ ìîäèô³êîâàíèì
ìåòîäîì â³äðàõóâàíü àáî ìåòîäîì Â³íåðà-Õîïôà.
Çâè÷àéíî, ï³ñëÿ öüîãî äëÿ ð³øåííÿ ñèñòåìè çàñòî-
ñîâóþòüñÿ ÷èñåëüí³ ìåòîäè, ÿê ó [1].

²ñíóº êëàñ ãðàíè÷íèõ çàäà÷, äëÿ ÿêèõ íåñê³í÷åííà
ÑËÀÐ äîïóñêàº òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê. Ðîçøèðèòè éîãî
äîçâîëÿº ìåòîä ðîçêëàäàííÿ ôóíêö³é ó ðÿä çà
âèá³ðêîâèìè çíà÷åííÿìè ó ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³
ç â³äòâîðþþ÷èì ÿäðîì.

Äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêà òåîðåìà ³ íà-
ñë³äîê ç íå¿.

Òåîðåìà. Íåõàé º àáñòðàêòíèé ã³ëüáåðòîâèé ïðîñò³ð
H  ç â³äòâîðþþ÷èì ÿäðîì )t,s(K , âèçíà÷åíèì íà
ìíîæèí³  T . Íåõàé )}t,s({ ii , Tti  – ïîâíà
îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà â H . ßêùî ³ñíóþòü íåíó-
ëüîâ³ ä³éñí³ ïîñò³éí³ ic  òàê³, ùî

)t,s(Kc)t,s( iiii , ic|)t,t(K| , Tt ,  (5)

òî ðîçêëàäàííÿ çà ïîâíîþ îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòå-
ìîþ äëÿ êîæíî¿ Af , ùî ìàº âèãëÿä

),f(a,Ts),t,s(a)s(f iiiii ,   (6)

º ðÿä çà âèá³ðêîâèìè çíà÷åííÿìè.

Íàñë³äîê. Ó ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ ç â³äòâîðþþ-
÷èì ÿäðîì H  áóäü-ÿêà ôóíêö³ÿ HF  ðîçêëà-
äàºòüñÿ â ðÿä çà âèá³ðêîâèìè çíà÷åííÿìè:
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äå st  – ïîçèòèâí³ íóë³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ.

4. Ð³øåííÿ çàäà÷³

Ð³øåííÿ îäíîð³äíèõ ð³âíÿíü Ìàêñâåëëà â êîæí³é
ç îáëàñòåé ìàº âèãëÿä [1]:

n
n

n
0

n
n

)1(
z )zihexp()r

a
(J

a
Ai)z,r(E , 0z ;

(8)

n
n

n
1nn

)1(
r )zihexp()r

a
(JhA)z,r(E , 0z ; (9)

n
n

n
1n

)1( )zihexp()r
a

(JAk)z,r(H , 0z ;(10)

n
n

n
0

n
n

)2(
z )ziexp()r

b
(J

b
Bi)z,r(E , 0z ; (11)

n
n

n
1nn

)2(
r )ziexp()r

b
(JB)z,r(E , 0z ; (12)

n
n

n
1n

)2( )ziexp()r
b

(JBk)z,r(H , 0z , (13)

äå 2
n

2
n )a/(kh , 2

n
2

n )b/(k –

ïîñò³éí³ ïîøèðåííÿ õâèëü ó õâèëåâîä³ ðàä³óñà a ³
b â³äïîâ³äíî; )x(J0 , )x(J1  – ôóíêö³¿ Áåñåëÿ; n
– êîðåí³ ð³âíÿííÿ 0)x(J0 . Â îáîõ îáëàñòÿõ
ðîçñ³ÿíå ïîëå çîáðàæóºòüñÿ ó âèãëÿä³ íàáîðó õâèëü,
ùî ðîçõîäÿòüñÿ â³ä ì³ñöÿ ñòèêó õâèëåâîä³â.

Ï³äïîðÿäêîâóþ÷è êîìïîíåíòè ïîëÿ ãðàíè÷íèì
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Ï³äñòàâèìî (15) ó (14):
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Ó (19) çì³íþºìî ïîðÿäîê ï³äñóìîâóâàííÿ:
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Çíàéäåìî éîãî ñóìó, âèêîðèñòîâóþ÷è (7). Ç ö³ºþ
ìåòîþ êîåô³ö³ºíò )m(BB ss  âèðàçèìî ÷åðåç
íîâó íåâ³äîìó äîïîì³æíó êîíñòàíòó mD  òàêèì
÷èíîì:
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Ïðèâîäèìî ðÿä (22) äî âèãëÿäó (7) ³ çíàõîäèìî éîãî
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Îñê³ëüêè m  – íóë³ ôóíêö³¿ )x(J0 , òîáòî êîðåí³
ð³âíÿííÿ 0)(J m0 , ñóìà ðÿäó (23) äîð³âíþº
íóëåâ³:
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Òàêèì ÷èíîì, ð³âíÿííÿ (20), à îòæå, ³ (14) ç
óðàõóâàííÿì (24) íàáóâàº âèãëÿäó:

nnn fB ,   ,..2,1n  .           (25)

Ç îñòàííüîãî ð³âíÿííÿ âèïëèâàº ïðÿìà ôîðìóëà
äëÿ îá÷èñëåííÿ êîåô³ö³ºíò³â nB :
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Ç óðàõóâàííÿì (24) êîåô³ö³ºíòè mA , ùî âèçíà÷à-
þòüñÿ ôîðìóëîþ (18), ðîçðàõîâóþòüñÿ ÿê:
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5. Âèñíîâêè

Òàêèì ÷èíîì, ïðîâåäåíî àíàë³òè÷íèé ðîçðàõóíîê
åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ, ùî âèíèêàº ïðè ïðîëüîò³
åëåêòðîííîãî ê³ëüöÿ ïîâç åëåìåíòàðíó íåîäíîð³äí³ñòü
ó êðóãëîìó õâèëåâîä³. Êîåô³ö³ºíòè ðîçêëàäàííÿ
ïîëÿ â ðÿäè çäîáóò³ â ÿâíîìó âèãëÿä³ â òåðì³íàõ
â³äîìèõ ôóíêö³é. Äëÿ ¿õíüîãî âèçíà÷åííÿ âèêîðè-
ñòàíî íîâèé àíàë³òè÷íèé ìåòîä, çàñíîâàíèé íà
ï³äñóìîâóâàíí³ ðÿä³â çà âèá³ðêîâèìè çíà÷åííÿìè ó
ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ ç â³äòâîðþþ÷èì ÿäðîì. Öå
äàëî ìîæëèâ³ñòü óíèêíóòè ð³øåííÿ íåñê³í÷åííî¿
ÑËÀÐ ùîäî íåâ³äîìèõ àìïë³òóäíèõ ìíîæíèê³â ³
îäåðæàòè äëÿ íèõ ôîðìóëè â ÿâíîìó âèãëÿä³.
Î÷åâèäíî, ùî çàïðîïîíîâàíèé ï³äõ³ä äîçâîëÿº ñïðî-
ñòèòè â³äîì³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçàííÿ ãðàíè÷íèõ åëåêòðî-
äèíàì³÷íèõ çàäà÷. Ó [1] íåñê³í÷åííà ñèñòåìà (14)
âèð³øóâàëàñÿ ÷èñåëüíî çà äîïîìîãîþ ÅÎÌ. Òàêå
ð³øåííÿ º íàáëèæåíèì, îñê³ëüêè äëÿ éîãî îäåðæàí-
íÿ óòðèìóâàëîñÿ ê³íöåâå ÷èñëî ð³âíÿíü ó ñèñòåì³.
Ïðè öüîìó ó âèðàç³ (15) äëÿ ns  â ñóì³ âðàõîâóâà-
ëîñÿ òàêîæ ëèøå ê³íöåâå ÷èñëî äîäàíê³â. Ïðàêòè÷í³
çàñòîñóâàííÿ çäîáóòèõ ðåçóëüòàò³â âèçíà÷àþòüñÿ
ìîæëèâ³ñòþ ¿õíüîãî âèêîðèñòàííÿ ïðè ðîçðàõóíêó
³íòåíñèâíîñò³ åëåêòðîìàãí³òíîãî âèïðîì³íþâàííÿ,
ïîëÿðèçàö³¿, âòðàò íà çáóäæåííÿ õâèëü.
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