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Т. А. СКВОРЦОВ

МАРКОВСКАЯ М ОДЕЛЬ ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫХ 
ФЛЮКТУАЦИЙ ФАЗЫ СИГНАЛА, ПРОШ ЕДШ ЕГО ТУРБУЛЕНТНУЮ

ТРОПОСФЕРУ

Известные работы [1; 2] по измерению случайных полей с ис­
пользованием теории фильтрации марковских процессов выполне­
ны без достаточного радиофизического обоснования марковской 
модели полей.

В  статье предпринята попытка разработки по возможности 
корректной марковской модели, вытекающей из физики процеосов 
распространения радиоволн в турбулентной тропосфере [3—5]. 

Пусть положение источника излучения определяется вектором

^ (1 ), а положение точек наблюдения, находящихся на Земле, —

векторами п, г2. Тогда фаза радиоволны в точке наблюдения 1 (2) 
в приближении геометрической оптики

I г1,2-г01
Ф1,2 =  £ [ ] / £ (а, (1)

О
где интегрирование производится вдоль луча; Де =  со/с; и — часто­

та излучения с нулевой начальной фазой е (г, *) =  < е(г) >  +  е (г, О — 
диэлектрическая проницаемость тропосферы, складывающаяся из

регулярной < г ( г ) >  и флкжтуационной составляющих. Для слу­

чая малых флюктуаций примем < ъ ( г ) >  1 ,&(г, Тогда мож­
но записать

ФМ =  ^,2 (0  +  $1,2 (0 ,  (2)
ДО



где 91,2 (0  =  к | г0 — п ,21 — регулярная составляю щ ая фазы; 

£ I Г\Д~'0 I -  V
^ 1,2 (О =  -?р Г г(о, X) <Зо — флюктуационная составляю щ ая' ** **1,2
фазы; 61,2 — расстояние от источника до точки входа луча 1(2; 
в тропосферу. „

Создание модели флюктуаций фаз 4*1, 2 (X) в виде многомерно­
го нормального марковского процесса предполагает их описание 
стохастическими дифференциальными уравнениями (ОДУ) ви­
да [6]

N

4 т -  -  -  2  ос,*ХА +  Пх (0 ;  I =  1, 2, N. (3)

Здесь ацг — постоянные коэффициенты; т ^ )  — нормальные шу­
мы с  корреляционными функциями (КФ)

< « ,(0  -  (4)
и нулевыми средними.

—►

Процесс к =  {Х\, ...Длг} характеризуется коэффициентами сноса
-  /V
а  =  {£*1, ..., алф  Я/ =  — 2  (5)

и матрицей коэффициентов диффузии •

0 0 !  *
5 = =  о р ’ Р = = ,|М -  (6)

Вводя матрицу Л =  (| (1а*/<1Х/| =  ( | | !  и пользуясь уравнением 
Д К + К Л г - £  =  0 (7), находим элементы матрицы дисперсий 

К ===||0у|| Для стационарного состояния, где — (X, (^) X, ( ф .

Решая уравнение йР/Ш =А Р(и, (2)  (8) при условии Ь) =  

=*1, определяем матрицу перехода и матрицу корреляционных 

функций процесса X,

* х К  Уг* М» X ^  .

#  — - - (9)
К А) {̂ 11 О » 1̂ ^

элемент которой /?^(Х> ^ ) е т ^ / ( ^ ) ^ ( ^ ) >  (Ю) в стационарном 
состоянии зависит только от т = ^ —?2- '

Таким образом, разработку марковской модели можно начать 
с получения элементов матрицы корреляционной функции (КФ) 
фаз 'РыСО

Л ’ Й . г „  ( „  * , ) % < * , ( * » )  у у (*,)>, (11)
ц



а затем перейти к описанию флюктуаций с помощью СДУ (3), ис­
пользуя выражения (3) — (10).

Поскольку коэффициенты сноса и диффузии являются услов­

ными средними, характеризующими приращения процесса X на 
бесконечно малых интервалах времени, то изучим изменения фаз 
на коротком интервале времени т, считая скорость источника излу­

чения V и ветра и  постоянными во времени и известными величи­
нами.

Введем орт 2°, направленный из центральной точки -Г--^  Тг

гйи х)-\-г  о(/2)
в среднюю точку траектории —2 5—2— — и цилиндрическую

систему координат р, г. Тогда, поступая аналогично работе [3], 
с учетом < Ч гг > = 0 ,  для изотропных неоднородностей в прибли­
жении геометрической оптики получаем

р2, У ± , и  і  — проекции векторов ги г „  V, и  соответственно

на плоскость, перпендикулярную орту 2°; 2ВХ — расстояние от ис­
точника излучения до турбулентного слоя; 20 — расстояние от ис­
точника дб центральной точки базы /; ФЕ ( * )  — угловой спектр 
флюктуаций диэлектрической проницаемости.

Флюктуации є характеризуются структурным коэффициентом 
С2(см~2/3), а также внутренним Т* и внешним Ь0 масштабами. Ни­

же рассмотрен случай антенных систем с большой базой 1 
так, что целесообразно использовать кармановский спектр [3]

Поскольку угловой спектр определяет в конечном счете час­
тотный спектр флюктуаций, а также учитывая, что случайные 
процессы с рациональным частотным спектром могут быть точно 
представлены в виде (3), оказывается целесообразным приближе­

ние в знаменателе выражения (13).

Тогда, пользуясь равенством [7]

(12)

где I =  Р! — р2; Ь =  1 — и  Ь0 =  — (и  ± — V ±) х; х =  — /2; р,,

Ф ї  {х)~  [ ( 7 0* о ) 2 +  1 ] 1 1 / 6 '

0,033С27 ” /з
(13)

( 14)
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кз (12) получаем

*  О .О З З ^ С 2̂ 3 1«
/М Л  Л, /2) = --------- ^------—  3 К ^ А Г ^ Г О ^ а т ) ;

Г  (-,) =
Ц  +  I 1  * „ )  / ,  [  ( 1 5 )

Обозначим толщину слоя Н = г 0—2ВХ и рассмотрим случай, ко­
гда источник находится далеко за пределами турбулентного слоя;

77
При этом условии Я « г 0 и 1------ < 1 . Учтем также, что раосмат-

ривается изменение фаз на малом интервале времени г и ограни-' 
чимся случаем, когда база не превышает внешних размеров не-

У]
однородностей | / | < £ 0. Поскольку, кроме того, всегда — < 1 ,  то 

можно заменить цилиндрическую функцию К\(У) .ее аппрокси­

мацией для малых У У - К \(У )^ \— ^ У2 и, вычислив (15) с уче­

н  *
том условия —  < 1 ,  будем иметь

Я М / Л )  « < ^ > { 1  -  Щ +  'Ъ +  +  +

+  2/1туД1/ +  2 /1туАИ}, (16)

где (ЧГ2) =  0,0331с2А8С2£ |/3. — дисперсия фазы Т  (Л;

, | / | .  ./ 1  —  1 = *  С^/Т, Х у —  С у Х 1

и± У ±Н  А -  ч / . £ Л
г» /  . > о  Г 7\ т ’  ^  СОЭ ( / £ /  )  ,г "

0 К 3 £ 02 0 | / | -|  6 /х |

. 1 /3  ~  . 1 /3  -
Д к ---- ^ с о М ^ х ) ;  Д ^ ^ - ^ с о  Ц и ±У ±). (17)

При Т{/==хк =  0 из (17) записываем пространственную КФ 
/?Т (Л> 0) = ( Ч Г2)(1 — /2), которая с точностью до приближения

5/зМ2 соответствует колмогоровской модели [б].
Перейдем для большей ясности к рассмотрению частных слу­

чаев. В первом случае (при большой поперечной скорости источ­
ника (1М) можно пренебречь ветровым сносом неоднородностей 
за время фильтрации, полагая сц^.су. Во втором (при неподвиж-
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МРк илй малоподвижном источнике излучения) можно положить 
С и<су. Формально в обоих случаях выражение (16) приводится 
к виду

/ Г  ( /„  ^ )  « < ’Р 2>{ 1 - \1\ +  т2 +  2/Л Л]}, (18)

где Т; =  Сх, С —
Си
Су

При и —0 из (18) получим диагональные элементы матрицы №  
/ ^ ( 0 , т) =  <Чг*)(1 - х \ ) .  (19)

Выражения (18), (19) становятся все более неточными при 
приближение к границам области, определяемой выражением 
/? +  ■*?+ 2 /1Т1А —1 , так как интеграл (16) вычислен прибли­
женно.

Для описания пространственно-'временной корреляционной 
функции (ПВКФ) возле границы области и за ее пределами пере­
йдем к КФ вида

/ г  ( / , * , ) = < * > > / , ( / ; )  М Л , •ч);’ (2о)

/ , ( 0

/ г ( А >  7 1 )  =

I

- р -  Ц р [ р  е х р  ( -  у г 0  -  Т е х р  ( ~  р 1 ', ) 11 ( 2 1 )

ехЦ ~
пг I/га — 2 /гаг

1:1 =  т1 +  7Т ^  ^  )/гГ =,'д 5; 7, =  /1д.

(22)

(23)
Такая КФ обладает следующими свойствами:
1) приближается к (18) при малых /ь чр;
2) хорошо аппроксимирует используемые в литературе КФ для 

немалых и, Х\ при соответствующем подборе р и т ;
3) может быть задана марковским процессом второго порядка. 
Первое свойство легко выявляется, если разлоЖить экспоненты

в (20) в ряд Тейлора с учетом членов до второго порядка мало­
сти включительно.

Второе свойство можно проиллюстрировать графически.
/ 1/2

Например, при /7=1,5 функция (21) в масштабе х = прак­

тически совпадает с «кармановской» КФ в масштабе т/то [5]. При 
рЗ> 1 (гаг;»1) КФ приближается к экспоненциальной.

Рассмотрим третье свойство. Введем процесс Я =  (Л.1, >.2, Ей с2), 
описываемый матрицами

а  — 7 0 0 Э1 Рг

0 7
; в  =

0 р ; Р = Р» Рх
А =

а  «=  сН аё {а , а } ;  7 =  <Иаё (7 , 7}; /  =  сНае { 1, 1 },
(24)

И



ё. СДУ вида

+  «О  (0 =• М О ;  ^  (О =  Я?1 (О; 

^  -4 ая2 (/) =  а2 (О ; - ^ 2~ +  т?2 (О =  «а2 (О-
(25)

Из (6) — (10) найдем ,

—  ^22  2 а  ■у ( а ?  •у2)  ( а  е х Р  (  Т I х I) Т е х Р (  (Х ! " ! ) ) <  ( 2 6 )

/? »  =  с^п - 427)
Положим •

Т== лгС’ а =  /пс’ р1 =  4<ч/2>с3(от +  - | - |  Р1 =  Р1Л (Л) (28)
и запишем (20) для случая А =  0 с подстановкой Т1 =  ст-.

Сравнив (20) с (26), (27), увидим, что *

(О ~  /?ЧГ (0. 0 ;  / & ( 0  =  / ? * ( / „  х),

т. е. матрица КФ компонент 'м(^), Яг(0 совпадает с матрицей КФ

процесса Ч/'У) = ^ ¥ \ ( 0 ,  Ч 2(Щ . При этом (Д =  0) функция /г (4, т,)
не зависит от Л и ПВ К Ф  (20) факторизуется, что означает разде­
ление на пространственный и временной (сомножители.

Перейдем к случаю Д=̂ =0. Для этого рассмотрим процесс

М О  =  * * ( *  +  -£)■ (29)
Поскольку процесс Я( 0  стационарный, то диагональные элементы 
матрицы КФ при сдвижке процесса Яг( 0  во времени не изме­
няются, а взаимная КФ процессов

« к  « - « } , ( ? + - £ ) •  <30)

Если при Д=т̂ 0 заменить 1\ на 1\ в пространственном (сомножите­
ле / , ( • ) ,  то с учетом (28) (30) совпадает с (20).

Таким образом, процесс

4 0  =  { м 0 .  Ц * + - £ ) ) ,  (31)

описываемый выражении-ми (24), (25), (28) с учетом (17), (23), 
статистически описывает (флюктуации, (фазы так, что

*1  (0  =  М 0 .  ^  (0  =  >-2 ( /  +  — )•
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Однако П в К ' Ф  (20) й общем случае не факторизуется, а про­
цесс (31) при Д^О не является марковским, так как будущее зна­
чение компоненты Хг зависит от прошлого значения компоненты 
(или наоборот), что противоречит определению [6).
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