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A boundary value problem for a semilinear fourth-order equation with Na-

vier boundary conditions, which serves as a mathematical model of a microelec-

tromechanical system (MEMS), is considered. For its numerical analysis, the 

method of two-sided approximations based on the use of the Green-Rvachev’s 

quasi-function is proposed. 

 

Мікроелектромеханічні системи (МЕМС) широко застосовуються в су-

часних технологіях: сенсорах, актуаторах, мікродзеркалах, біомедичних при-

строях. Одним із ключових механізмів керування є електростатична взаємодія, 

яка спричиняє деформацію пружних мікроструктур. Особливістю таких си-

стем є, зокрема, сильна нелінійність електростатичних сил, наявність критич-

ного ефекту «pull-in» (раптове прилипання мембрани), залежність роботи при-

строю від геометрії та матеріальних параметрів. Це потребує дослідження пи-

тань існування та єдиності розв’язків відповідних математичних моделей, 

якими є зазвичай крайові або початково-крайові задачі для напівлінійних 

рівнянь другого або четвертого порядку, дослідження залежності цих задач від 

параметрів та знаходження їх критичних значень, вивчення поведінки 

розв’язку поблизу сингулярності тощо. Отже, актуальною науковою задачею 

є задача розробки нових та вдосконалення існуючих методів чисельного 

аналізу зазначеного класу задач, зокрема, ітераційних схем з двобічним харак-

тером збіжності. 

Розглянемо типову МЕМС-структура типу «пружна пластина – нерухо-

мий електрод». Вона складається з верхнього електроду (тонкої пружної пла-

стини) та нижнього електроду (жорсткої провідної підкладки), між якими є по-

вітряний зазор товщини d ; прикладена напруга V  створює електростатичне 

поле. Якщо пружна пластина має форму  ( 2   – плоска область з кусково-

гладкою межею ), то за певних припущень математичною моделлю МЕМС 

буде задача Нав’є для напівлінійного рівняння четвертого порядку еліптич-

ного типу, що у безрозмірних змінних має вигляд [1]: 
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де u  – прогин мембрани, 0 ( ) 1u x , x , 
2  задає відношення натягу до 

жорсткості,   – параметр електростатичної дії, 
2

3

V

d
 . 

Якщо покласти 1u u= , 2u u= − , то задачу (1), (2) можна звести до си-

стеми еліптичних рівнянь другого порядку: 

 1 2u u− = , x , (3) 
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2 2 2
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Використовуючи метод квазіфункцій Гріна-Рвачова [2] від крайової за-

дачі (4), (5) перейдемо до еквівалентної системи інтегральних рівнянь Ури-

сона, до розв’язку якої побудуємо послідовні наближення з двобічним хара-

ктером збіжності. 

Нехай геометрію області  можна описати методом R-функцій і побу-

дована цим методом елементарна функцію ( ) x  така, що ( ) 0 x  у , 

( ) 0 =x  на  і ( ) 0 x  на . Позначимо 
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– квазіфункція Гріна-Рвачова для оператора Лапласа u−  у просторі 2 ; 
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– квазіфункція Гріна-Рвачова для оператора Гельмгольця 2u u− +   у прос-

торі 2 ; 
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де 1 2( , )x x=x , 1 2( , )s s=s , 2 2

1 1 2 2( ) ( )r x s x s= − = − + −x s , 0( )K z  – мо-

дифікована функція Бесселя другого роду, 
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Тоді система (3) – (5) еквівалентна наступні системі інтегральних 

рівнянь Урисона 
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Систему рівнянь (6), (7) розглядатимемо як операторне рівняння з гете-

ротонним оператором у просторі ( ) ( )   , що напівупорядковано кону-

сом + + . У конусі + +  для гетеротонного оператора, що визначається 

правою частиною системи рівнянь (6), (7), виділимо сильно інваріантний 

конусний відрізок 
0 0 0 0

1 2 1 2( ( ), ( )),  ( ( ), ( ))v v w w x x x x  і сформуємо ітераційний 

процес за схемою: 
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 0,1, 2, ...k = , 
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(0) 0

2 2( ) ( )v v=x x , (12) 

 
(0) 0

1 1( ) ( )w w=x x , 
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де 

 ( , ) max{0, ( , )}K K+ =x s x s , ( , ) max{0, ( , )}K K− = −x s x s , 

 
( ) ( )( , ) max{0, ( , )}K K 

+ =x s x s , 
( ) ( )( , ) max{0, ( , )}K K 

− = −x s x s . 

Ітераційний процес (8) – (12) за певних обмежень на параметр   

двобічно збігається у нормі простору ( ) ( )    до єдиного на конусному 

відрізку 
0 0 0 0

1 2 1 2( ( ), ( )),  ( ( ), ( ))v v w w x x x x  розв’язку крайової задачі (3) – (5). 

Отже, ми маємо можливість з гарантованою точністю апроксимувати не 

тільки розв’язок вихідної задачі (1), (2), а і його лапласіан. 

Роботу запропонованого методу продемонстровано на тестовому при-

кладі задачі, що розглядається в області 
1 2 1 2{( , ) :0 , 1}x x x x =   . 
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