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Ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä ê ñóììèðîâàíèþ ðÿäîâ â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ñ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì (ÃÏÂß).
Ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, èìåþùèõ òåîðåòè÷åñêîå è
ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèÿ èíòåãðî-
ñóììàòîðíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ñëîæíîé ñòðóêòóðû.

Ââåäåíèå

Ìåòîäû ÃÏÂß ïðåäñòàâëÿþò êàê òåîðåòè÷åñêèé,
òàê è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-
äåëè, îñíîâàííûå íà ÃÏÂß, èñïîëüçóþòñÿ ïðè
ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ [1], â öèôðîâîé îáðàáîòêå
äàííûõ [2], ïðè ñæàòèè èçîáðàæåíèé [3], â êîìïü-
þòåðíîé ãðàôèêå [4]. Íàçâàííûå íàïðàâëåíèÿ îïè-
ñûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî íîâûì ìàòåìàòè÷åñêèì
àïïàðàòîì – òåîðèåé âåéâëåòîâ [1]. Ìåòîäû ÃÏÂß
ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ òî÷íîãî èíêðåìåíòíîãî (ïî-
øàãîâîãî) îáó÷åíèÿ [5], ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè
îáó÷åíèÿ [6, 7]. Íà îñíîâå îòäåëüíûõ ïîëîæåíèé
òåîðèè ÃÏÂß [8] ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê
îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèé íåêîòîðûõ òèïîâ ðÿäîâ –
ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ ïî âûáîðî÷íûì çíà÷å-
íèÿì. Ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åíû íîâûå
ðåçóëüòàòû äëÿ ðÿäîâ [9], äîêàçàíû íåêîòîðûå
èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà [10], ðåøåíû ñóììàòîðíûå
è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ [11], à òàêæå ïîêàçàíà
âîçìîæíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà
àíòåííûõ ðåøåòîê ïðè îïðåäåëåíèè àìïëèòóäíûõ
êîýôôèöèåíòîâ [12, 13].

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðåøåíèå èíòåãðî-
ñóììàòîðíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì íà îñíîâå òåîðèè
ÃÏÂß, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âîñòðåáîâàííûì, íàïðèìåð, â
çàäà÷àõ ðàäèîôèçèêè, à òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ÷èñòî
ìàòåìàòè÷åñêèé èíòåðåñ.

1. Ïîñòàíîâêà öåëè è çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ

Â [10] áûëè îáîçíà÷åíû ïåðñïåêòèâû èññëåäîâà-
íèÿ, êàñàþùèåñÿ ìåòîäîâ ÃÏÂß. Ñðåäè íèõ –
ðåøåíèå ñóììàòîðíûõ óðàâíåíèé, â òîì ÷èñëå
êðàòíûõ; èíòåãðàëüíûõ è äâîéíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé; èíòåãðî-ñóììàòîðíûõ óðàâíåíèé; ñèñ-
òåì äóàëüíûõ ñóììàòîðíûõ óðàâíåíèé; ñèñòåì
ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Öåëü äàííîãîèññëåäîâàíèÿ – îïðåäåëèòü ðåøåíèÿ
äëÿ íåêîòîðûõ èíòåãðî-ñóììàòîðíûõ óðàâíåíèé è
ñèñòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ
ðÿäîâ â ÃÏÂß.

Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåì, îïðåäåëÿþùèõ ðåøåíèÿ äâóõ èíòåãðî-
ñóììàòîðíûõ óðàâíåíèé è òðåõ ñèñòåì ñëîæíîé
ñòðóêòóðû.

2. Íîâûå òåîðåìû äëÿ ðàçâèòèÿ ìåòîäà
ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ â ÃÏÂß

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà èíòåãðî-ñóììàòîðíûõ óðàâíå-
íèé
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òåìó (1)-(2) ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè (1)
â ðÿä ïî âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì â ÃÏÂß 3H :

0k 0

k dyy)y(f)xy(J
)k(

)k(sin
k

(5)

0k

k
)k(

)k(sin
k

)k,x(g , 1x0 ,

, 0 , 0 , 0 ,

0dy)y(f)xy(J
)k(

)k(sin
k0k 0

k
, 1x  . (6)

Ïåðåïèøåì (5), (6) â âèäå
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, 0 , 0 , 0 ,

0dy)y(f)xy(J
0

, 1x  .          (10)

Ñîãëàñíî [14, ñ. 88, ô-ëà (77)], ñèñòåìà (9), (10)
èìååò ðåøåíèå (4). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Èíòåãðî-ñóììàòîðíîå óðàâíåíèå

1k 0
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3H  [8].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (12) â óðàâ-
íåíèå (11) ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè (11)
â ðÿä ïî âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì â ÃÏÂß:
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Ïåðåïèøåì (13) â âèäå:
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êöèè )xy(sh . Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Èíòåãðî-ñóììàòîðíîå óðàâíåíèå
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Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëè-
âîñòè ðåøåíèÿ (17), ïîäñòàâèì åãî â óðàâíåíèå (16):
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êîòîðîå äîêàçàíî â ðàáîòå [10]. Òàêèì îáðàçîì,
òåîðåìà 3 ñïðàâåäëèâà.

Òåîðåìà 4. Ñèñòåìà èíòåãðî-ñóììàòîðíûõ óðàâíå-
íèé
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó )s(F  – ôóíêöèÿ èç
ÃÏÂß, ïðåäñòàâèì åå â âèäå ðÿäà ïî âûáîðî÷íûì
çíà÷åíèÿì:
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Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5. Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
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)t,x(Gdy)xy(J
)zt(

)zt(sin)z(F)y(fydz
0

,(42)

1x0 , t ,

0dy)xy(J
)zt(

)zt(sin)z(F)y(fdz
0

, 1x . (43)

Âûïîëíèì ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â (42),
(43):

)t,x(Gdy)xy(J)y(fydz
)zt(

)zt(sin)z(F
0

,(44)

1x0 , t ,

0dy)xy(J)y(fdz
)zt(

)zt(sin)z(F
0

, 1x .(45)



125ÐÈ, 2004, ¹ 2

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû )t(F  åñòü ôóíêöèÿ èç ÃÏÂß,
ïîýòîìó ñîãëàñíî [8, ñ. 9] óðàâíåíèÿ (44), (45)
ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå:
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1

0 2

2
112

1
d)y(J))2/(()y2()y(f

1

0

1
221 dw)w1(w)w(g .

Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâî-
ëèëè ïîëó÷èòü íîâûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
äëÿ èíòåãðî-ñóììàòîðíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ïó-
òåì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1-5, êîòîðûå îòñóòñòâó-
þò â èçâåñòíîé ëèòåðàòóðå [17, 18].

1. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â
ñïðàâî÷íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ áèáëèîòåêó è èìïëå-
ìåíòèðîâàíû â ñðåäó Mathematics, MathCad,
MathLab. Îíè ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíû ìàòåìàòè-
êàì, èíæåíåðàì è íàó÷íûì ðàáîòíèêàì ïðè ðåøå-
íèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ÷åì
îïðåäåëÿåòñÿ èõ íàó÷íàÿ öåííîñòü è ïðàêòè÷åñêàÿ
çíà÷èìîñòü.

2. Ðàçâèòèå íîâûõ òåõíîëîãèé â ìèêðîýëåêòðîíèêå
è ñõåìîòåõíèêå ñâÿçàíî ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ðàñ÷å-
òàìè è ïîâûøåíèåì áûñòðîäåéñòâèÿ ðàáîòû âû-
÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. CPU, ÿâëÿÿñü óíèâåð-
ñàëüíûì âû÷èñëèòåëåì, ñïîñîáåí ðåøàòü øèðîêèé
ñïåêòð çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìè
÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Òåì íå ìåíåå, ñóùå-
ñòâóþò óçêèå ìåñòà, ãäå ïðîöåññîð íå óäîâëåòâîðÿåò
ïîëüçîâàòåëÿ ïî áûñòðîäåéñòâèþ. Òàêèìè ÿâëÿþò-
ñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è, ãäå òðåáóåòñÿ áîëüøîå
êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, à çíà÷èò è âðåìåíè äëÿ
äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè ðåçóëüòàòà.

3. ×òîáû ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ðåøåíèÿ ðàñ-
÷åòíûõ çàäà÷, èñïîëüçóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ñî-
ïðîöåññîðû, â êîòîðûå çàêëàäûâàþòñÿ íàèáîëåå
ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, èíòåã-
ðàëîâ, âçÿòèÿ ïðîèçâîäíûõ. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè
îòêðûòèè íîâûõ ìåòîäîâ, ïîâûøàþùèõ òî÷íîñòü

ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé è ðàñ÷åòíîé çàäà÷è, à
òàêæå áûñòðîäåéñòâèå åå ðåàëèçàöèè, èõ íåîáõîäè-
ìî èìïëåìåíòèðîâàòü â ñóùåñòâóþùèå ñîïðîöåñ-
ñîðû èëè, â êðàéíåì ñëó÷àå, ñîçäàâàòü IP-cores äëÿ
øèðîêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñðåäè ôèðì-èçãîòîâè-
òåëåé êðèñòàëëîâ PLD, ASIC, CPU.

4. Ôàêòè÷åñêè â ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ ëåãêî ðåàëèçó-
åìûé â IP-core ìåòîä ïðèâåäåíèÿ çàäà÷è âû÷èñëå-
íèÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ðÿäîâ ê òî÷íîé ôóíêöèè, ÷òî
ïîâñåìåñòíî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàñ÷åòàõ õàðàêòåðè-
ñòèê öèôðîâûõ ðàäèî- è âûñîêî÷àñòîòíûõ ñðåäñòâ.
Ïðè ýòîì òî÷íîñòü ðåøåíèÿ íå èìååò ïîãðåøíîñòè,
à âðåìÿ ðåàëèçàöèè òàêîé çàäà÷è óìåíüøàåòñÿ â
äåñÿòêè è ñîòíè ðàç.
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