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Постановка задачи.  Радиометр представим состоящим из син­
тезируемой и заданной частей. П оследняя состоит из N  источни­
ков статистически независимых полезных шумовых сигналов
I 1,..., 1 ^ с неизвестными абсо­
лютными температурами 

Та, усилителя высокой 
частоты (УВЧ) с известной 
средней шумовой тем пера­
турой Тш и медленно ф лук­
туирующим коэффициентом 
усиления, устройства линей­
ного уплотнения, вклю чаю ­
щего N  модуляторов 3 , ..., 3^, на которые поступают модулирую ­
щие сигналы  т,1^ )  (7= 1 , М), и сумматора 4 (рис. 1).

Основываясь на общепринятых в радиометрии допущ ениях от­
носительно характеристик действующих в схеме сигналов [ 1 ], 
нормированное относительно ( ^ Г щ ) 1/ 2 напряжение <на входе син­
тезируемой части 2 можно записать в виде

' N _______

2  V  Щ ( 0  ц-а1 ( 0  +  и ш ( 0  , t е [0 , х].

Рис. 1

г» ( 0  =  >  1 +  В

где £ | =  Т ^ Т ш  ( / = 1 , А^) — искомые относительны е ш умовые

температуры источников полезного сигнала; щ ^ ) ,  ыш(7) — соот­
ветствующие нормированные по мощности шумовые напряж ения; 
£  — неизвестная случайная величина, учитываю щ ая квазиста- 
тические относительные флуктуации коэффициента усиления вы­
сокочастотного тракта радиометра; А/ — полоса пропускания з а ­
данной части приемника; й — постоянная Больцмана.

З ад ач а  синтеза оптимального в смысле максимума правдопо­
добия радиометра формулируется следующим образом: требуется 
найти оценку максимального правдоподобия векторного парамет-

N  ____________

ра q — (д, ..., <7лг) сигнала 2 ^ да,(0 <Ъи №)> наблю даемого на фоне
1— 1

ш ума «ш (0  при наличии мультипликативной помехи ц. В соот­
ветствии с рассматриваемы м методом при неизвестном £  оценка век­

торного парам етра д долж на находиться совместно с  оценкой §  [2 ].
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Задачу  будем реш ать в такой последовательности: сначала 
оценим предельную чувствительность радиометра и найдем опти­
мальную форму модулирующих напряжений Ші( і),  а затем син­
тезируем оптимальную структуру радиометра для оптимальных 
модулирующих функций.

Оценка потенциальной чувствительности. Л огариф м функции

прайдоподобия параметрой д и £  определяется выражением
N

А (Я'у 8) =  А 0 ~  Д / 1  [1п ( 1 +  g)

(1 + 8)
N

2  т д і  +  1
<=1

2  т і { і ) д і +  
/= і

сії,

где А0 — не зависящ ая от ^  g  и щ(1)  величина. Тогда инф орма­
ционная матрица [2 ] имеет вид

Д / <
'рі

м \ М у М 2 М.УИдг
М , Г  ш

1 +  8

М х М { М м М , М' 2
1 + 8

М , Т Ш м 2 т ш М м Т ш *Г2
ш

1 + 8 1 + £ ‘ • ’ 1 + 8 (1 + £ ) 2

N

II

"
К

"
*4

.

=  т ;- ( 0 / [ 1  +  2 т / 
і= 1

( 0 ? * 1  ( 2 ) ,  М 1

(1)

М
___ I *
(Му =  —  § Мг (і) М] (і) сИ. Э лем енты  главного  минора Л '-го по-

рядка обратной матрицы являю тся ковариациями Кы  оценок Ци,
А ____

{к,1 ~  1, М)  [2]. Д ля  вычисления Кы ограничимся случаем ан­
самбля функций с одинаковыми интегральными характе- 
рисггиками и введем класс семейств функций

£  =  ц м  е М 1 0 ,  * ) ] у , м ,  = . . .  -  й у  -  т.  :

где [ Р ( 0 , т ) ] "  =  Р ( 0 , х) X  ... X //» (о , т).

N  раз

а, г — у I

Р, і  Ф  Л  
(3)

В результате вычисления матрицы, обратной к информацион­
ной ( 1 ), получим

1 1



Здесь а  =  Р — Ь ^ = а —- ^
Построим систему функций по правилу ^  (і) =  М 1 (/)-

7 ( і = 1 ,  ДО- И спользовав определение (3), найдем

I а , і  =  і \

лотняемых сигналов и равна нулю в том случае, когда система 
ІМь»!. порожденная семейством {Мі}, ортогональна, как это

№ = 1Р _ Т., 1 Ф ),  /  =  >■ л  <5>

Из соотношений (4) следует, что прй ^ — 1+ (а— у2)/((3 —
— 72)-> со(кф1),  что возможно либо при М-^оо,  либо в случае 
р— 72 для произвольного Л^>1. Другими словами, взаимная ко-

Л Л
вариация оценок <7/ обратно пропорциональна количеству уп­
лотняемых сигналов и ран
1!*гЬ=1» порожденная се* 
следует «з выражения (5).

Требуется найти семейство модулирующих функций {т,} Л= 
из класса Ь2(0, т) интегрируемых по Лебегу на интервале [0, т] 
функций, удовлетворяющих естественному условию ,£ Г < т ;( 0  < 1  
(/= 1 , Л') (6) И минимизирующих дисперсии Од. = Я н  оценок

Л  Л
максим а льного правдоподобия ...,

Рассматривая совокупность выражений (2) как систему 
уравнений относительно функций т ], найдем Оту (() — М ] (*)/

IV
1[ 1 ~  д,] (7). В силу равенств (2) и условий (6) функции

/=*=1
семейства {М;} ограничены, т. е. 0 ^ М г (7 )< е (с > 0 )  (8 ) ,  поэтому 
для решения поставленной задачи достаточно найти оптимальную

А

систему {М,} функций, минимизирующих дисперсии а ан­
самбль {т г} построить с помощью соотношений (7).

Оптимизация класса мо дулирую щих функций.  Рассматривая 
дисперсию Д,, как функцию Мг-, найдем оптимальную функцию 
Мь  минимизирующую функционал в ( М {) = \(М—2)а-]гЬ1!{[(М— 1)Х  
Х <2 +  б](й—а)} (9) при ограничении (8 ), которое удобно представить в 
виде М г ( 0  [ М ( ( 0 —с ] ^ 0  (10). Построим лагранжиан задачи (9), 
( 10) 2 ,) =  0 (М;) — ( г ;М,-(Мг —с) (И ), где (...)скаляряое про­

изведение в Ь2 (0, т ) ; 0, т). Можно показать, что функцио­
нал (9) и ограничение (10) удовлетворяют условиям теоремы [3],

л
утверждающей, что элемент М ^ Ь 2 (0, г) является оптимальным,

/ \  А  А

если существует функция 2 г ^ Ь 2(0 , т), та,кая, что (М,-,
А  Л

2,) — седловая точ(ка лаграяж иана ( 11), т. е. Ь (М и  ,г,)<Х(7Мг,
А  Л

г г ) ^ . Ь ( М 1, (12). При этом должно выполняться условие до-
Л  А

полнительной иежесткости (21, М г ( М 1—с ) ) = 0  (13) . Можно пока­
зать [4], что второе неравенство в формуле (12) является след-
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с'гвием условия (13), а для выполнения перйого необходимо, чтобы'

производная Гато лагранжиана L  в точке M i  обращалась в нуль, 
т. е. . ..

х [ М ,  ( 0  -  Т] -  21 [ Д  ( 0  -  7] -  [2М, (f)  -  С] Г; ( 0  =  0 ,  (14)
где
^= . / 7  (TV ~  1/K7V — 2) а 4- 2Ь); X =  (/V2 - 3 ,V  +  3 )а2 +  2 (Л Г -2 )а Н -

-М *, r ; ( 0  =  M 0 l ( w - i ) «  +  *]2 ( * - û ) 2.

Вьедем лебеговы множества 

Я ,  =  [ 0 ,  ф В Д - О } ,  5 , =  { * €  [ 0 ,  т ] | 0 < Я ( 0 < с } ,

[0 , т ) |Д ( 0  =  с}.
Л  Л

Из условия (13) следует, что Zi(t) =  0 при teS ,- и Z i( t )< Q  при 
/eP iU Q i-

Приравнивая нулю производную Гато лагранжиана L в точке 

Mi Ц-ф1), получим

%\М. (О -  7 ] -  27 [ Д ( 0  -  7 ] -  [2М; (0  -  c ]z } (0  =  0, (15)

построим соответствующие множества Р,-, Sj, Qj и ограничимся 
случаем Si  = S j  = S.  Запишем уравнения (14), (15) на множестве 5

А Л
для функций M i( t ) ,  M j ( t ) :

jx lM y( / ) - T] - 2x]M f (0 - 7] =  0 , 

( * 1 Я ( 0 - т ] - 2 Х [ М ; ( 0 - 7 1 = 0 ;
A

Решение полученной системы определяется выражением M i(t )  — 
—M f( t )  = у  ( t ^ S ) .  Таким образом, множество значений функций 
из оптимального класса равно {0 , у  , с}.

Параметрическая оптимизация.  Для функций из оптимального 
класса в результате выполнения интегрирования найдем

Т " Г = Ь '  - - р У -  * =  (16)

где p - m e s P u ' i - ,  s —  mes S /Ч; г =  mes ( P t П Pj )h ' , '
mes Pi — мера Ле’бега множества P t. Здесь учтены свойства (5) 
функций Mi. Параметр г естественно назвать коэффициентом пе­
рекрытия системы {mi } .  Подставив (16) в выражение (9), полу-



Будем минимизировать функцию (17) по попеременным p ,r ,s  
при ограничениях 0< р ,  г, s < l .  Поскольку по последней перемен­
ной она является монотонно возрастающей,

ч '■ .* /> /  ̂ _ ( N  —  2 ) r + P - ( N  ~ \ )  р 2 1 
° (Р' (Р,Г’ ] { N - \ ) r +  p - N p *  ' с Ц р - r )

( 18)
при s = 0 . Следовательно, оптимальные модулирующие функции
А  . . .  . .

M i ( t )  должны принадлежать классу цифровых функций, прини­
мающих почти ®сюду значения 0, с. Обозначим Zc=  6 
e Z |M /(7 J = 0  или M-i(t) — с почти всюду ( i= l ,  N)}.

Из выражений (2), (7) вытекает, что носители функций М,- 
и rrij совпадают, т. е. supp M/ =  supp т , Ц  = 1, N ) .  Тогда с учетом 
сйойств (6 ) максимально возможное значение параметра с, мини­
мизирующее функцию (18) по этому параметру, определяется вы­
ражением

Г . N V 1 N
с =  11 +  2  m i (0  j , где Y  =  IJ supp m t G  [0, i].

При этом 6 Z x и M t (t) =  crtiiit) (j =  f77v).

В дальнейшем ограничимся случаем N —2k — 1 (k<=N), когда 
удается выразить параметр с через интегральные характеристики 
семейства функций {т,}. Д ля упрощения последующих выкладок

N
положим 9 ) =  ...=  q N=q.  Тогда с =  ( \ + q n ) - \  оде ra= sup

------- tsy l —l
т. е. для семейства {nti} n ^ l , N — максимальное число функций 
ансамбля, имеющих общий носитель. В дальнейшем ограничимся 
следующим классом систем модулирующих функций: 2 " =

N
<=Zx\ N = 2 k- - l ,  Hmi( t )  =t i  для почти всех feF }. Таким образом, 

/-1
каждое семейство { т ,} е  Z" характеризуется параметрами р, г, п, 
которые не являются независимыми.

Чтобы исследовать функцию (14) на экстремум, сузим область 
ее определения^ Приравнивая определитель Г рам а системы функ­
ций {\n = mi— т)  к нулю, получим (р— r ) N~l [р— p 2+\(N—  1) (г— 
—р2)] = 0, откуда с учетом неравенств л> 0  и г с р  (неравенство 
Ш варца для функций из { т г}) находим область А  =  { r> 0} f| { r < р } f] 
П{ r > p { N P—'1) /  (N— 1)} переменных г и р, в которой система функ­
ций {jjii} линейно независима (рис. 2 ). Последуем поведение функ­
ции (15) в области А  вдоль прямых r = p ( x —- l ) / { N — \ ) } ( \ ^ . x < N )  
(1 9 ). Можно показать, что при изменении х  в интервале (t—1, 
i ] n —i ( i— 1, N),  т. e; гг= |М  (r[x] — целая часть числа х) .  Следо­
вательно, прямыми r — p { n — 1)/(jV —1) ( n —'l ,N )  область А  раз­
бивается на зоны, имеющие форму усеченных конусов, каждая из 
которых отвечает своему числу п (яри п — 1 зона вырождается



в отрезок [О, (.V—I ) -1] оси г —0) (рис. 2 ). Подставив выражение 
(19) в: соотношение (18), получим

’ (л: — А! р ) ( Ы — х ) р

Х {1 +  ? ( 1  +  М )} 2. (20)

По переменной р функция (20 ) имеет минимум в точке р =  (у-  
— хю)/(Ы— Г) 2 (2 1 ), равный

0 ( х )  =  С ( р ,  х ) (22)( Л Г - 1 ) М 1  +  <7 0  +1*1)?
(А̂  — х ) ( у — ( м — 1 )+ л )'

Здесь у  =  (Ы —  2 ) ( х — 1) +  Лг— 1; т —  [у (1 — х /Л г)]1/2. (23)
Л  А

На рис. 2 штриховой линией показана кривая г = г (р ) ,  задан­
ная параметрически соотношениями (19), (21), (22) с помощью

6

50

М

20

А 0,5

2 /
Рис. 3

а I

параметра л :е[1 , ./V] и соответствующая оптимальным значениям
Л  А

р, г. Графики функции (22) для N = 7  при различных значениях д 
приведены на рис. 3, а их анализ показал следующее.

А

В случае д = 0  О ( х )  непрерывна, имеет минимум в точ-
А  А  А

ке х =  ( N + 1 )  / 2  = 4. При этом р =  1/2, г =  1/4, а соответ-
Л

ствующие функции оптимальной системы имеют вид т,-(7 ) =
1 —

— 2~[1  — ■'Уа1; (0 Ш  =  1. М),  лде \уа1,-(7) — функция Уолша 1-го но­
мера.

При <7 > 0  О(х)  имеет разрывы первого рода в тех точках, где 
х  принимает целочисленные значения. По мере роста ^ оптималь-

А

ный параметр х  = ат§ Ы  в ( х )  смещается в область меньших зна-
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^ений, поэтому ишользованйе систем функций с пЬ>
> { N + ‘ 1 )/2  (для которых р >  1 /2 , г > 1 /4 )  нецелесообразно.

Так как справедливо равенство inf G ( x ) ~  inf G (x ), для
x * * \,N  x =1,(ЛЧ1)/2

нахождения пределкной чувствительности радиометра достаточно 

*■/ гШПТЗ г-0 d - m w

п4 р-йшз нв5Ш  п ю т

X L
XL

X L X L X L
i— I n ____ П _ X L
П -П —П ___ a . X L

n-5 Р-0,}Ш52 Г'ОДОт Ф0,тш  
____________________ 1,

X
П‘4 p ’O.S г '0,15 d'0,itS

X

Рис. 4

вычислить 0 ( х )  в точках х = 1 ,  2 , (Ы+>1)/2 и взять наимень­
шее из полученных значений, которое определяет число п.

В случае <7 > 1  получаем я = 1 , т. е. носители модулирующих 
функций не пересекаются, и оптимальным является радиометр

А  А

с временным уплотнением сигналов, для которого г —0 , р = ( М +
+ У щ в ин,  =  ( 1 +  У м ?  ( 1 +  Я?.

Примеры систем из N = 7  функций с п — 1, 2, 3, 4 приведены 
.на рис. 4, что доказывает существование подобных семейств из
4* 51



класса £  г  Все функции ансамбля могут быть периодически про-
Л Л

должены. Кроме р, г, п, на рис. 4 приведены оптимальные зна­
чения параметра d = l —mesK/т, характеризующего длительность 
интервала времени, в течение которого все модуляторы радиомет­
ра находятся в закрытом состоянии. Можно показать, что d =

= l — pN/n .
. . . .  д

Таким образам, коэффициент перекрытия г оптимальных си­
стем модулирующих функций зависит от отношения сипнал-шум 
на входе. При малых отношениях оптимальным является радио­
метр с семейством функций Уолша, обладающих, максимальным

А

коэффициентам перекрытия г =  1/ 2 , а разделение канальных сиг­
налов осуществляется по форме сигналов. По мере роста отно­
шения сигнал-шум коэффициент перекрытия уменьшается, и начи­
ная с некоторого значения, оптимальным становится приемник,

А

в котором используется система функций с г = 0 , т. е. реализуется 
принцип временного уплотнения и разделения канальных сиг­
налов.

При N — 1 полученные результаты полностью соответствуют 
полученным в работе [5] для одноканального модуляционного ра­

диометра.
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И ССЛЕДО ВАН И Е РЕАКЦИИ НИЖ НЕЙ ИОНОСФЕРЫ  
НА У ДАЛЕН Н Ы Е МОЩ НЫЕ ЗЕМ ЛЕТРЯСЕН ИЯ

Землетрясения достаточной интенсивности могут служить фик­
сированным в пространстве и во времени источником возмущений 
в ионосфере. Впервые на это было указано в работе. [1]. Это 
относится как к стадии подготовки землетрясения, так и к момен­
ту сейсмического толчка. До настоящего времени проведены не­
многочисленные наземные и спутниковые эксперименты .по обна­
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