
ОБОСНОВАНИЕ КОРОТКОВОЛНОВОЙ АСИМПТОТИКИ В ЗАДАЧЕ  
О ДИФРАКЦИИ ПЛОСКОЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ  

НА ПЕРИОДИЧЕСКОЙ РЕШЕТКЕ, СОСТАВЛЕННОЙ 
ИЗ МЕТАЛЛИЧЕСКИХ ЛЕНТ

£ .  Н . П о д о л ь с к и й

I. Постановка задачи.

В плоскости хоу  располож ена периодическая реш етка, образован­
ная бесконечно тонкими и идеально проводящ ими м еталлическим и лен­
тами, параллельны ми оси ох. П ериод реш етки равен 2тс, расстояние 
между соседними лентами — 23, так  что ш ирина лент — 2 (тс — о). Н ачало  
координат находится в середине одной из щ елей.

Сверху (z >  0) под произвольным углом к этой реш етке п адает  
плоская электром агнитная волна

£ п  _  e e :k Q . f f n  — ' f a / k  (n r ) ( 1 )

«временной множ итель здесь и дальш е опускаем). Единичный вектор

П =  (а , %  — Т) (7 >  0 )

задает направление падающ ей волны, постоянные векторы  е й  h с в я за ­
ны между собой, как  известно, равенствами

h =  \п  е]; е — \Н и].
Требуется определить поле, возникш ее в результате  диф ракции этой 

волны на решетке.
П усть Е  (х , у, г), Н (х , у , z) — искомое поле. К ак  было показано в 

работе [ 1], ^-составляю щ ие этого поля имеют следую щ ий вид:

Е х (х,  у, z) =  exe‘kaxve (y, z); Н х (х,  у , Щ =  h Ke‘k*xvk (у, г), (2)
где

Ve (у, г) =  еФ*  [е-'*т2 +  X  епеш1» I г №пУ], (3)
— т 

т

Vh (у, Z)  =  e'k°y |е-'*гг +  Ц-! V  tine $ Xn i г j , (3 ')
—  ш

T , = K l - ^ - ( p  +  - j ) 2 , (4)

причем зн ак  y корня выбирается так , что Im j,, >  0 , а если 1т 7„ -  0 , 
то Re-f,, >  0 (см. формулы (2), (2 '), (4) работы [1].
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Чтобы удовлетворить граничным условиям , необходимо неизвестные 
коэффициенты еп, /г„ подобрать так , чтобы вы полнялись следую щ ие ра­
венства:

1 +  V  епе>пу - о
—  оо 

со

V  Ъ1еае‘«« =  О
—  со 

со

Ц  к пе,пи =  О

* <  | У | <  к,  

\У\ <  8-

\у  \ < %

— 7 +  И  1 А 6"1* =  0 8 <  \ у  I <

(5) 

(5')

(6) 

(6 ')

(см. формулы (6), (II),  (12), (V) работы [1]).
При этом искомое поле, вы раж ается  через компоненты Е х, Н х по 

таким формулам:

I  =  §гас15  +  Г = 7. П -  5 ( г Ь ї )  го! П*.

^  ~  к (  1 — ГОЇ ^  +  к  ( I — а*) б Гай А  +  Ї І Г ^ і  П  »
(7)

где П (П *) — вектор, ^-составляю щ ая которого равна Е х ( Нх), а о стал ь­
ные составляю щ ие равны нулю.

Здесь мы подробно рассмотрим только  уравнени я (5), (5 '), так  как 
уравнения (6), (6 ') исследую тся соверш енно аналогично.

В статье [1] с помощью метода, предлож енного в работе [2], д о ка­
зано, что система (5), (5') эквивалентна бесконечной системе линейных 
алгебраических уравнений:

( ос

* „ =  V  X, ^  е Х  +  2х _ ,/?п -  < т С  (л *  0 . п  * - 1).
0**— т

Ох, =  Е х р 1̂ е рУр0 +  2 х _ ^ 0 - і - і У Г , (8)
р— ■

і» --*
где коэффициенты Урп, Я п, /?,*, вы раж аю тся через полиномы Л е ­
ж андра и ф ункции Л еж ан дра первого рода (см. стр . 121, 122 работы 
[ 1]); неизвестные х п связаны  с исходными неизвестными еп формулами

ҐІ ~\— 9 , /"V . \
Хп =  - у -  єп—т0 \ П Ф  о, п ф  т 0);

Хт, =  р (е0 +  1);
_  1
— £ &—т4

( т 0 — ближ айш ее к йЗ целое число, т. е. — т о +  ■< ® <  4") > а
величины ер при ф иксированны х й и а убывают при | р  | -> со как  р ~ 2.

Д л я  получения приближ енного решения в работе [1] система (8) 
зам енялась конечной, которая получается из нее, если при всех \ р \ >  N



6 0 Е . Н . П одольский

заменить коэффициенты гр нулям и. О днако для обоснования такого 
приближ ения необходимо п о казать , что бесконечная система (8) имеет 
единственное решение. Кроме того, этот метод непригоден для  больш их 

так как в этом случае нуж но было бы реш ать конечную систему 
очень высокого порядка.

В настоящ ей статье мы, во-первых, докаж ем, что система (8) действи­
тельно имеет единственное решение, и, во-вторых, найдем коротковол­
новую асим птотику решения (т. е. исследуем случай к  о о ) .

2. Сущ ествование и единственность реш ения

Д л я  исследования системы (8) удобнее вернуться к исходным пере­
менным еп, после чего эта система примет такой вид:

еп —  У  Арпер =  Ьп (— со < П <  с о ) , (9)

где

(10)

Л р   I Р  +  т о I ( р  +  т о +  в )  _  \ / Р + т ,  , ,  ? р  ^ . _ * ' л + т ,  J P
‘ ‘я (р +  т а) (п +  mo +  0) р+т ‘ Уп+ т‘ ёо п +  т 0 +  й

п fj‘ ®~т «—1 ( rt ^  т о- n  ^  т 0 1),

A U  =  - ] P + mo U P  +  rn0 +  b) ер+ту ^ ( \ _  8 « ^ )  _  +

+  2 ( 1  —  0) I» я

АР   I Р +  т о i (Р +  т о +  S) .  |/ р + т ,/. »р ч , **>̂ u ® ssP
* (Т — 0) (р +  т„) И  —  “ г 1 _ Г  û- m°>

у т о
b n — Iт о< п  ф  — т 0 —  1),

6_ т . =  - к  | р | П \ \  V 7

(здесь и в дальнейшем 8„ =  0 при т Ф  n, 8” =  1).
Из формул, выражающих величины Vpn, Kfoj через полиномы Л еж ан­

дра P n (c o sS ), и оценок

I Рл (cos 8) I <  -;— =— - ,  В =  о  (гг-2) (I /г I — оо)
у  I n I sin S ( 1 1 )

вытекаю т следую щ ие неравенства д ля  матричных элементов А р и пра­
вых частей Ь„:

_1_ _з
2 I 1 \ л „ I 2

и * р к

| р _ я  I (I Я I +  1)(| Р I 2 +  1) 
I АР | _ . С 1 п ( | р | + 1 )
I П —т.  | Ч  „2 1 1 >
. Ап\ ^  С 1L , „  С
i Ап

(п ф  р, п ф  —  т0),

(12)

I ья \ <лг +  1 *
И 1 2  + 1

И з последних неравенств в свою очередь следует, что

S  £  I А Р i2 <  со
Р  =  —  оо Л «=я— о

и, значит, м атрица ||^4р || порож дает в гильбертовом пространстве /2 по­
следовательностей вполне непрерывный оператор.
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Так как  столбец правы х частей системы (9) при надлеж ит /2 то 
в силу альтернативы  Ф редгольма для доказательства  сущ ествования ре­
ш ения системы, принадлеж ащ его /2, достаточно доказать , что соответ­
ствую щ ая однородная система не имеет ненулевы х решений в этом про­
странстве.

И спользуя формулы (10) и оценки (11), можно показать, что любое 
решение однородной системы

Уп =  АпУр, (9')

принадлеж ащ ее /2, имеет такой вид:

у  =  А Рп+т° (С” У +  В Рп+2 +1 °̂д8) +  0(1 га 1~~), (13)л +  /п0 4 -в  л - | - т 0 -(-«  4 1  ' 4

где А  и В  — некоторые константы , зави сящ и е от параметров задачи , но 
не зависящ ие от п.

И з этой формулы и равенства

1п =  1  +  0 (/1~2),
I «  4- "го -1- 0 I к

вы текаю щ его из формулы (4) и определения числа т 0, следует такж е, 
что з

^  7пУп =  Т  Рол* ,  (С05 8) +  £  Р п+пн+1 (соз 8) +  О (| п  |“ Т ) .  (14)

Поэтому ф ункция

/4 (у) =  Упе"4' (— 'к <  У <  тс) (15)
является  непрерывной функцией с абсолю тно интегрируем ой производ­
ной, а ф ункция

/г (У) =  X! 1пУпе1'4' (—* (16)
— •

— абсолю тно интегрируемой. Д л я  доказательства  последних утверж дений 
нуж но воспользоваться формулами (13) и (14) и известным разлож ением

У  Р„ (c o s8) е‘п» =  ! . /  = =  \ У [ <п '  ' у  cos у  — cos о
I 0  8 <  | у  I <  тс.

Следовательно, к рядам (15) и (16) применимо равенство П арсеваля

1
2л~ j  f i  (У) /а (у) dy =  у п I2.

С другой стороны, так  как  система (9) эквивалентна системе (5), 
(5 '), то решение ( ( / „ Г ,  соответствую щ ей однородной системы (9') долж ­
но удовлетворять следую щ им равенствам:

/ 1 & ) — Д  УпР,пу=  0, 8 <  \ у  I (1 7 )

/г (У) == У  ЛаУпР пи =  0, | у  | <  8
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из которы х следует, что
к

^ j  ТАу) 1» ( y ) d y  =  0.

а, значит, и

5  7« I Уп I2 =  о.

О пределяя вещ ественную  и мнимую части в этом равенстве, имеем

X  1т  | у п \2 =  0 ,
1т у „> 0

И  Ие | у п |2 =  о.
1плцл = 0

Отсю да, учиты вая правило выбора зн ака  в формуле (4), определя­
ющей •(„, получим, что у п — 0 для  всех п, при которы х Ф 0 .

Величина 7„ мож ет обратиться в нуль максимум при двух значе­
ниях я ; обозначим эти значения через т + и т ~.  Тогда

im у
/ і  (У) =  У т + е ‘т у +  У т -е

и из равенства (17) следует, что у т+ — у т~  =  0 .
Таким образом, однородная система (9') не имеет ненулевого реше­

ния в пространстве Ї1.
Поэтому неоднородная система (9) при всех вещ ественных k  имеет 

единственное решение, принадлеж ащ ее /2, причем из оценок ( 12) и тео­
рем К оха следует, что это решение может быть получено в виде отно­
шений сходящ ихся бесконечных определителей Крамера.

Тем самым доказаны  сущ ествование реш ения, его единственность и 
законность приближ енного метода, использованного в работе [1].

3. Коротковолновая асимптотика решения

П усть — решение неоднородной системы (9), принадлеж ащ ее
/2. И з формул (10), оценок (11) и вида правых частей уравнений (9) 
следует, что для этого реш ения тож е справедливо представление (13) и 
ф орм ула (14), т. е.

е =  А '  Рп+т<: ,  +  В ' -— +т° \ \  +  О (І п  1~т ), (18)
п / 2 - | - т 0 +  1) 1 1 * '  4 7

7 А  =  4 г  Р п+ т . +  X  Р п + т <,+1 + 0 ( 1  Л \ ~ \  (1 9 )

П оложим
s in  п  (В —  Е +  —  Е ~ )  sin  n t +  s in  ni~~ ~0

a„ =    -  — -гг-  ■ — = -------- <к> (2 0 )
n  T it l  П Є +  П й  П V '

Vi +1>
где величины

e+  =  — — + = ------ ; s -  =  —    (21)
k ( V \ — aa — P) Д? (V 1 — a2 +  P)

выбраны, так , что произведение sin т + sin  пе~ обращ ается в нуль в тех
точках, в которы х обращ ается в нуль -\п.
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Коэффициенты ап являю тся коэффициентами Ф урье непрерывной 
ф ункции, равной — 1 в интервалах 8 <  | у  | <  тс и нулю  в интервале 

\у | <  8 — 2 s+ — 2 е~.
Т ак как  коэффициенты еп удовлетворяю т равенствам (5), (5 '), то

оо

?1 (у) V f'ni' =  0. в <  ! У I <  * (22)

<р2 (у) =  У  Тят1вв"«' =  — J ]  I г /! <  8, (22 ')

причем из формул (18), (19) и (20) следует, что ф ункц ия срх (г/) является  
непрерывной функцией с абсолютно интегрируемой производной, а ф унк­
ция <р2 (у) абсолю тно интегрируема на всем интервале [— тс, тс]. Поэтому 
к этим ф ункциям  применимо равенство П арсеваля:

2  Т« I ^  Р =  й  I  ?2
—  оо - —ТС

Введем функцию
т

?з (у) =  Т 1  d ne‘ny,
—  оо

где
J sin П (Ъ -)- Е+ -f- Е )sinr!E+ sin пг gO

равную нулю  в интервале \ у  \ <  о. Т ак  как  ф ункция («/) равна нулю  
вне этого ин тервала, то, учиты вая равенство (22 ') , имеем

ТС ТС

5S ]  (У) ?2 (У) d y  =  ~ [ j П  (У) i n  (У) +  П  Ш  d y  =
— тс — тс

ТС оо оо

=  ^  J ?1 (у) [<Рз (у) —  ^  Тпа„ему] dy =  ^  11„ ( т — 1лая) 

и, следовательно,
«о М

Tn I %  I2 =  X I  ■ %  ( l d n  —  Ч п а п ) -  (23)
—  оо —  оо

Так как  величины 7„ (— оо <  п <  оо) м огут быть либо н еотриц атель­
ными (их конечное число), либо чисто мнимыми с полож ительной мни­
мой частью, то

£ ы - К Р < 2 |
•—  т  —  т

И спользуя неравенство Б у н яко вско го  и ф орм улу (23), получим

 о* Щ - — оа  оа

откуда
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Д л я  оценки правой части этого неравенства (при больш их к) ра­
зобьем ее на три слагаемых:

\ п \ < М и  /V, <  | я |  < М 2; | я | >  Л̂ 2 , ^
где

=  ( У \  | Р '!); М2 =  3 к,

и воспользуемся легко проверяемыми неравенствами:

„ 1> 4 т; ! 1 - - Ь  | с - ' V  при ! я |  < Л Г„
3 |Я |

1т*1 < 4 ;

I ” 
7

у  51П п ё +  вш  гае

7л

*Т4

<  у  при N 1 <  1 Я | <  Ы2,

1 <  1_2«1 <  !_Ц
*7

при | я  | >  N 2.
I п. I

Имеем

V  I — ТпОп I2 ^  ^  | МП га (5 +  е+ 4- е~) — 51 п я (5 — е+ — е~)

I л I <  Л/,
И я п I < лг, Г +

, 4 V  _!_ I I _  2» I* 1 67 V  I 51п^(е++е )
1 г.*и» I 7 I К* ^  I П +

I Л I < м,
, 36 • 2Мг
Т  1.9...Я — 9.

I я | <  N 1
С,

к"'!3*2 к\ У 1 — а2 ’
I 'Ил — М л I2 ^ 7 2

Л^< | п | <ДГ, 17я1

+  4

^  11 , г э т  гае+ гае I 1
и  I г гае+ • гае-  | п*|„ +

ЛГ.< |л|<Л7,

V  - 1- -  Сз  г*«* ^
Л'1<ГяТ<Л'. а2) 4

V  I 'Уп ~  7яая I2 <  27 V  +  Л  V
I 7л I +  ■

С,

I Л I Л/>, | я | > Л', 1 Я.Ч > ЛГ,
(все константы  Ст  не зависят от парам етров задачи). 

Таким образом, мы получили оценку

1с2/г2га2е~̂ е к У 1 — «2

V 1Ь
I 7

П я 12 <
С,

з_ *

д 4

(24)

И 3 (1 —  а2)4

И з этого неравенства и формулы (4) следует для каж дого фиксиро-
I

ванного п  при & -*■ оо оценка =  О (& 2), откуда, учиты вая формулы 
(20) и (21), получим

. I
Б1П /2 о ^ ® . /-1 /1 п \

еп =  - ^ Г  —  8я +  0 (& 2).

Зам етим , что эти оценки неравномерны по п. Равномерны е оценки 
можно получить следую щим образом. Величина у„ как  ф ункция пере­
менной п  обращ ается в нуль в двух точках: к ( У  1 — а 2— р) и 
—* ( / 1~  а2 -(-В). Выделим целую  часть этих чисел:

& ( У  \ — а 2 — р) =  т+  +  0+ ; — & { У  1 — а 2 +  р) =
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Тогда, как  легко проверить, при всех п, отличных от т + и т  ,

>  ; ____
V b - t V  ! — “г

откуда согласно (24) получим

Св
V  k f V  1 — а2*

п =  — ОО 
(п Ф т + , п  т  )

Д л я  оценки I Т\т+ ia +  111т-  I2 введем функцию  T+ (у) =  кото-
—«■

рая равна е‘т+у в и н тервалах  5 <  | у  \ <  тс и нулю — в интервале \ у \  <  S.
Ее коэффициенты Ф урье т*+  и т* _  равны

+  те —  5 +  s in  ( т +  —  т Г )  6 п  , ,  _ 1Ч= --------; т _  =  — т zrr— =  U (к 1).т т. т те (т+  — т ) 4 '
Согласно равенству П арсеваля,

V  и + 1> =
i J I  11 1 те ’

Кроме того, из определения функции т+ (у) и формулы (22) следует
It

^  \ *+ (у) <Pi (у) dy  =  °-
 ГС

С другой стороны, по равенству П арсеваля этот интеграл равен 

X  Поэтому

~  i -  1  /  г Ъ  I >  ал r f 'V 1 „  12ч ^
4  4i =  | Е  J * 4 ,  I <  V  ( S  I i2) (XI h e  I2)

п Ф т +  f  — оо n ^ m - r
4 ,  Л /----------------------- 'У к  ■{ т/Т — яа

«тн* -----------------------------------------((^111--
1^5)

А налогично, вводя ф ункцию  т~ (у ), равную  е'т~ у в интервалах
ё < | у | < 1с и нулю  — в интервале ] у  | <  8, получим

I ~ т + Т1 т +  +  ^ т - Ч т -  I <  _________» ( 2 6 )
/ ; ■ ]  / Т — а?

где

т~+ =  О ( £ - 1), =

И з неравенств (25) и (26) следует
, _ \ ^  Ст 1 _ | Су
1 Г1 т +  ! <  4 7 =  4 -  • 1 ^ Я Г —  I ^  4 7 =  4 -------------------------- •

у  й -(;/Т  — «2 / й  1 / 1  — «2

О кончательно получим

Ё ' ^ Й Г Р У Т ^ -  (27>

5 Ради отехн ика, вып. 1
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так  что равномерно по п  имеет место неравенство

Н етрудно показать такж е, что

Таким образом, мы доказали , что при &-> со равномерно по п  имеют

4, Приближенные выражения для поля при больших к  и оценки
погрешности

В предыдущем пункте мы показали , что при больш их к  коэффици­
енты еп можно приближ енно заменить на а п, определяемые формулой (20), 
и функцию  V (у, 2) — на функцию

Построенное с помощью этой функции по формулам (2) и (7)* иоле 
Е а,Н а будет приближенным решением поставленной задачи диф ракции.

Мы не можем ож идать, что это приближенное решение будет равно­
мерно во всем пространстве приближ аться к точному решению Е т\  Н т , 
при к ->■ оо. П оэтому в качестве меры погреш ности приближ енного ре­
ш ения выберем две интегральны е энергетические величины: 1) энергию  
№ (в, С) разности точного и приближ енного полей в параллелепипеде, 
ограниченном плоскостями х  =  0, х = \ , у  =  к ,  у  =  — " , г =  е, г =  С (С >  
>  е >  0), отнесенную  к плотности энергии падающ ей волны ( 1); 
2) поток энергии 5  (С) этой разности полей через участок плоскости 
г =  С ( С > 0), ограниченный плоскостями х  — 0, х  — 1, у  — г., у  =  — - ,  
который отнесен к потоку энергии падающ ей волны через ту ж е пло­
щ адку.

В ы числяя определенные таким  образом величины, получим следую ­
щ ие вы раж ения:

место оценки

П К  +  0 ( к  *).

Vа (у г г) =  е ‘̂ у  +  XI апе,ктп 1*1,е іп» ] .

\У Г * ( в ,  С) =  2тг (С —  є )  X  К ,  |2 +
\m^n=0

* Т а т  =  Ц  | т  к г *
1ш Тл =  0

* Для простоты будем считать падающую волну Е  поляризованной, т. е. кх «■ 0. 
Тогда и Н х —  0 . Общий случай рассматривается вполне аналогично.



Обоснование коротконолновой асимптотики с *

И спользуя полученные оценки (24), (27), получим следую щ ие оценки 
погрешности приближ енного решения:

^ Га (О, С Х - ^ ^ + 2 Ц ; 5 ^  (С) < --------------—
V « тг V 1 — а -

А-,» (1 —  а 2) 4

Рассмотрим теперь в качестве {у, г) функцию

ь к (у, г) =  е**» \ е - к^  +  V  __ а; | е‘̂ п  12 \с,«и

(28)

(29;

Л егко  видеть, что ф ункция Vк (у, г) соответствует решению задачи 
по методу К ирхгофа — Зом м ерф ельда,-когда величина Е х (х, у , г) пола­
гается в щ елях  равной ^-составляю щ ей вектора Е  падающей волны (и, 
естественно, на реш етке равной нулю).

О ценивая разность между Еа, Н а и кирхгофовским приближением 
Е к , Н к , определяемым функцией ик (у, г), получим

ураК (г О <  Сп — — ^  4- С;411п ЕI •

5 « *  (С) < -------- ^ т  ,

^ 3  (1 _  а 2)4

откуда, используя оценки (28), получим оценку погрешности кирхгофоя- 
ского приближ ения:

П 7 Т К  ( р  м  < - •   С 1 6  ( С  4 -  1 )  ,  С ? 4  |  ! п  е [  .

5 ™ ( С ) <  £ 1 •
^3(1 _ а2)1

(30)

Сделаем, наконец, еще один огрубляю щ ий ш аг: разлож им в вы ра­
жении (29) у„ по степеням у  и ограничимся двумя первыми членами
разлож ения. Тогда получим в качестве приближ ения для ие (у, г) 
функцию

иг (у, г) — е1к$у 'с-ш *  +  1*1 V  _  г;] ( Ч ' ' ’>].

Эта ф ункция определяет приближ ение геометрической оптики. О на 
имеет разрывы вдоль определенных лучей, исходящ их из ребер решетки 
(параллельны х направлению  распространения падающ ей волны в нижней 
полуплоскости и параллельны х направлению  распространения отраж ен­
ной от всей оси оу  волны в верхней полуплоскости).

Если с помощью ф ункции ог (у, г) вычислить по формулам (2), (7)
соответствую щ ее электромагнитное поле Е Г,Н Г во всех точках, не ле­

5*
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ж ащ их на плоскостях разрывов, то аналогично предыдущ ему можно 
показать, что для погрешностей № т г(0, (,) и 8 ГГ (С) справедливы оценки

( і
г 2

№тг ( 0 ,  С) <  +  0
У ^'ч2 / 1  — о2’

Я"-(С) < с,.с2
(31)

(1 — о2)4

Таким образом, формулы (30) и (31) даю т строгое обоснование при­
ближений К ирхгофа — Зоммерфельда и геометрической оптики с оценкой 
погрешности при & с» в выбранных нами энергетических метриках.

Автор статьи вы раж ает глубокую  благодарность проф. В. А. М ар­
ченко за постановку задачи и руководство работой.
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