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ÓÄÊ 517.9+532.5

Î ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ ÑÒÐÓÊÒÓÐ

ÐÅØÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÑÒÎÊÑÀ

ÑÈÄÎÐÎÂ Ì.Â.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñòàíîâêè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ ôóíêöèè òîêà â ñëó÷àå ìåäëåííîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ñòðîÿòñÿ ñòðóêòóðû ðåøå-
íèÿ óêàçàííûõ çàäà÷.

Ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè îïèñûâàåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûìè óðàâíåíè-
ÿìè Íàâüå-Ñòîêñà [1]:

bvvv p1
             (1)

è óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè

0divv .                      (2)

Çäåñü v  – ïîëå ñêîðîñòåé; p  – äàâëåíèå; b  – ïîëå
îáúåìíûõ ñèë;  – êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü;  –
ïëîòíîñòü.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (1), (2) ñîïðÿæåíî ñî çíà÷èòåëü-
íûìè òðóäíîñòÿìè, ñâÿçàííûìè, â îñíîâíîì, ñ
ïðèñóòñòâèåì â (1) íåëèíåéíîãî ÷ëåíà vv .

Äëÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ îòíîøåíèå
ïîðÿäêà êîíâåêòèâíûõ ñèë èíåðöèè ê ïîðÿäêó ñèë

âÿçêîñòè ìàëî (ò.å. ìàëî ÷èñëî Ðåéíîëüäñà), è
íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè â (1) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ëèíåàðèçîâàííûå ïî Ñòîêñó
óðàâíåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Çàäà÷à
îïðåäåëåíèÿ v  è p  â îáëàñòè  (çàäà÷à Ñòîêñà)
èìååò âèä

bv p1
,               (3)

0divv ,                   (4)

0v .                   (5)

Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (3) – (5) èçó÷àëèñü â ìîíîãðàôèè Î.À.
Ëàäûæåíñêîé [2]. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è
(3)-(5) 1

2

0
Wv  è 2Lp .

Äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ òå÷åíèé ìîæåò áûòü
ñâåäåí ê äâóìåðíûì òå÷åíèÿì. Èòàê, ðàññìîòðèì
äâóìåðíîå òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
â êîíå÷íîé îáëàñòè  ïëîñêîñòè 21Oxx . Â ðàçâåð-
íóòîì âèäå óðàâíåíèÿ (3), (4) èìåþò âèä
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kt
~ . Îáîçíà÷èì ki  ìîìåíòû, â êîòîðûå ïðî-
èñõîäÿò ôîêóñèðîâêè íà ki . Â êàæäîì ki
âûäåëèì ýëåìåíòû min,ki , max,ki , íà êîòîðûõ
ðàçíîñòè kikiki IMfIMf 0,  ïðèíèìàþò
íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ. Î÷åâèäíî,

.0,
,0,

max,0max,max,

min,0min,min,

kikiki
kikiki

IMfIMf
IMfIMf

 (4)

Èç À, Á è (1) ñëåäóåò, ÷òî ïðè k  ðàçíîñòè

min,min,max,max, ,, kikikiki IMfIMf  ìîíî-

òîííî óáûâàþò è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Çíà÷èò îáå
ðàçíîñòè èç (4) ïðè t  òàêæå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (3) èìååò ìåñòî.

Äëÿ 0t  ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî: íà 00,ts  ñîñðåäî-
òî÷åíû âñå âîçìóùåíèÿ èç i ...,2,1i ; íà
ëþáîì 000 ,, tsts  ÷èñëî âîçìóùåíèé ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ êîíå÷íûì. Îñòàëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î âîç-
ìóùåíèÿõ îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî,
÷òî ïðîöåññ  ôîêóñèðóåò íà íåïîäâèæíóþ òî÷êó

iA , ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê äëÿ ñëó÷àÿ 0t .

Åñëè i  (âñå èëè èõ ÷àñòü) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè -
ôîêóñèðîâêè, òî ïðîöåññ -ôîêóñèðóåò íà
Mf0 . Òàêàÿ ôîêóñèðîâêà áóäåò èìåòü ìåñòî è â

ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèÿ Á, Â âûïîëíÿþòñÿ ïðèáëè-
æåííî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âîçìóùåíèÿ 
,...2,1  íå ïðèâîäÿò ê ôîêóñèðîâêå íà .

Ïóñòü êàæäîå  ïîäâåðãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ âîç-

ìóùåíèé i, ...,2,1i  è ëþáîå i,  ëèøü

íåçíà÷èòåëüíî èçìåíÿåò ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñ-
òåé íà . Ñ÷èòàåì, ÷òî âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå
âîçìóùåíèé i,  ðàñïðåäåëåíèÿ IMf i,

...,2,1i  îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàâíîìåð-
íî ñõîäÿùóþñÿ íà . Åñëè óñëîâèå Â èìååò ìåñòî,
ïåðå÷èñëåííûå òðåáîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ

 è ðàñïðåäåëåíèÿ íà , ê êîòîðûì ñõîäÿòñÿ

IMf i, ,...2,1 , óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
À, Á, òî èìååò ìåñòî (3). Ïðîâåðêà ýòîãî óòâåðæäå-
íèÿ ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè ïðîâîäèòñÿ

òàê æå, êàê äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âîçìóùåíèÿ 
ñðàçó ïðèâîäÿò ê ôîêóñèðîâêå.
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Àíàëèç äâóìåðíûõ òå÷åíèé óäîáíî ïðîèçâîäèòü ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèè òîêà 21, xx , ââîäèìîé ñîîò-
íîøåíèÿìè

2
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v , 
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(óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (8) ïðè ýòîì îáðàùàåòñÿ
â òîæäåñòâî). Åñëè åùå ââåñòè çàâèõðåííîñòü  ïî
ôîðìóëå
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òî èç (11), (12) ìîæíî èñêëþ÷èòü äàâëåíèå. Ïðè
ýòîì ïîëó÷èì ñèñòåìó
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Ñèñòåìà (11),(12) óæå íå ñîäåðæèò äàâëåíèå, îäíàêî
â îáùåì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ êîððåêòíî çàäàòü ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ äëÿ çàâèõðåííîñòè  íà òâåðäûõ
ñòåíêàõ è ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ýòè
óñëîâèÿ ïðèõîäèòñÿ çàäàâàòü ïðèáëèæåííî. Ýòîãî
ìîæíî èçáåæàòü, åñëè îò ñèñòåìû (11), (12) ïåðåéòè
ê îäíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè òîêà [2]:
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Åñëè ïîëå b  ïîòåíöèàëüíî, ò.å. Bb , òî 
1

2

2

1

x
b

x
b

è (13) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó 02 .

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè òîêà ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû èç óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà âåêòîð v .
Åñëè æèäêîñòü ïðèìûêàåò ê íåïîäâèæíîé ñòåíêå,
òî â ýòèõ òî÷êàõ ñêîðîñòü æèäêîñòè îáðàùàåòñÿ â
íóëü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íóëü îáðàùàåòñÿ íîðìàëü-
íàÿ è òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè (òàê
íàçûâàåìîå óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ). Åñëè æå æèä-
êîñòü ïðèìûêàåò ê ïîäâèæíîé òâåðäîé ñòåíêå, òî
â òàêèõ òî÷êàõ ñêîðîñòü æèäêîñòè äîëæíà ïî
âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ ñîâïàäàòü ñî ñêîðîñòüþ
ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè ñòåíêè. Íà æèäêèõ ãðàíè-
öàõ äîëæíû áûòü ïîñòàâëåíû óñëîâèÿ íåïðîòåêà-
íèÿ è ñêîëüæåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ãðàíèöå
îáëàñòè  ìîæíî çàäàòü çíà÷åíèå ôóíêöèè òîêà 

è åå íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ n  èëè 2
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. Êàê

âèäíî, ìû ïîëó÷àåì äëÿ ôóíêöèè òîêà çàäà÷ó, âî
ìíîãîì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷àì èçãèáà òîíêîé óïðó-
ãîé ïëàñòèíû, æåñòêî çàùåìëåííîé èëè ñâîáîäíî
îïåðòîé íà ãðàíèöå. Â [3] äëÿ çàäà÷
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ïðåäëàãàþòñÿ ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ â âèäå

2u ,                   (14)

21121
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DDu ,     (15)

ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü kD  – äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå
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ôóíêöèÿ 21, xx  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: 0
â , 0  íà , 1  íà ; , 1 , 2  –
íåîïðåäåëåííûå êîìïîíåíòû ñòðóêòóðû.

Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ ôóíêöèè òîêà â ñëó÷àå ìåäëåííîãî òå÷åíèÿ
âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è ïîñòðîèì èõ
ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ.

1. Ïóñòü ó÷àñòîê 1  ãðàíèöû  îáëàñòè 
ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíîé ñòåíêå, à ó÷àñòîê

12 \  – òâåðäîé ñòåíêå, äâèæóùåéñÿ ñî

ñêîðîñòüþ xxxv 21 , vv . Òîãäà ôóíêöèþ
òîêà íåîáõîäèìî ïîä÷èíèòü òàêèì ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì:

x0f , 0
1

n , x
n 0

2

g ,  (17)

ãäå τxvx0g , à x0f  ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà

èíòåãðèðîâàíèåì ïî  ñîîòíîøåíèé 0
1

τ ,

nxv
τ

2

. Åñëè 0nxv , òî const  è

ìîæíî ïîëîæèòü 0 . Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

x0f  äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ñîõðàíåíèÿ

ïîëíîãî ïîòîêà: 0, dsf τ .

Ïóñòü 0 , 0  â , 1,

0
1

1 , 01  â 2 , 1
1

1 ,

0
2

2 , 02  â 1 , 1
2

2 .

Ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ çàäà÷è (13), (17) áóäåì èñêàòü
â âèäå

10 ,                 (18)

ãäå 0  ó÷èòûâàåò íåîäíîðîäíûå óñëîâèÿ â (17), à
1  îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (14). Ôóíêöèþ 0

ìîæíî âûáðàòü â âèäå

fDgf 10 ,            (19)

ãäå 0ECff  – ïðîäîëæåíèå â îáëàñòü   ôóíêöèè
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2. Ïóñòü, ïî-ïðåæíåìó, 1  ñîîòâåòñòâóåò íåïîä-
âèæíîé òâåðäîé ñòåíêå, íî ÷åðåç ó÷àñòîê 2  â
îáëàñòü  âòåêàåò (èëè âûòåêàåò) æèäêîñòü, ïðè÷åì
çàäàíà ñêîðîñòü òå÷åíèÿ xv . Â ëþáîé òî÷êå

2x  ìîæíî âû÷èñëèòü èçìåíåíèå ôóíêöèè òîêà

x

xxnxvx
s

dsA
0

,          (20)

ãäå A  – çíà÷åíèå ôóíêöèè òîêà â òî÷êå 2A ,
îò êîòîðîé âåäåòñÿ îòñ÷åò äëèíû xs  äóãè ê òåêóùåé
òî÷êå 2x ; xn  – åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé
íîðìàëè. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü
òàêèå êðàåâûå óñëîâèÿ:

0
1

, x0
2

f , 0
n ,    (21)

çäåñü x0f  îïðåäåëÿåòñÿ èç (20). Ñòðóêòóðó ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (13), (21) òàêæå áóäåì èñêàòü â âèäå (18),
òîëüêî ôóíêöèþ 0  òåïåðü âîçüìåì â âèäå

fDf ~~
10 ,

ãäå 
21

1~ ff . Òîãäà ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ çàäà÷è

(13), (21) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

2
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21
1 fDf
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3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü  îãðàíè÷åíà äðóãîé
æèäêîñòüþ èëè ãàçîì (ïîêîÿùèìèñÿ). Â ýòîì
ñëó÷àå íà ãðàíèöå  ñëåäóåò çàäàòü òàêèå óñëîâèÿ:

const , 02

2

n
.         (22)

Ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ çàäà÷è (13),(22) ìîæíî ïîëó-
÷èòü, ó÷èòûâàÿ (15), â âèäå

21121

2

1 2
2

DD .

4. Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè âÿçêîé æèäêîñòè
êðàåâûå óñëîâèè äëÿ ôóíêöèè òîêà  â äîñòàòî÷íî
îáùåì âèäå ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

x0
1

f , x
n 0

1

g ,        (23)

const
2

, 0
2

2

2

n
,      (24)

ãäå 0f , 0g  – çàäàííûå íà  ôóíêöèè.

Ïîñòðîèì ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ çàäà÷è (13), (23), (24).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (14), (15) îáùèå ñòðóêòóðû,
ó÷èòûâàþùèå íà i  êðàåâûå óñëîâèÿ (23), (24),
èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä:
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Òîãäà îáùóþ ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ çàäà÷è (13), (23),
(24), èñïîëüçóÿ îáîáùåííóþ ôîðìóëó Ýðìèòà,
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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Êàê âèäíî, ñòðóêòóðà (25) ñîäåðæèò òðè íåîïðåäåëåí-
íûå êîìïîíåíòû 1 , 2 , 3 . Ïîïðîáóåì óïðîñòèòü
åå. Ðàññìîòðèì ÷èñëèòåëü âûðàæåíèÿ (25):
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Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, î÷åâèäíî, ìîæíî âêëþ÷èòü â
ñëàãàåìîå 1
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1 . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì
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ãäå 31 2
1

. Â îòëè÷èå îò (25) ñòðóêòóðà (26)
ñîäåðæèò óæå íå òðè, à äâå íåîïðåäåëåííûå êîìïî-
íåíòû.

Íåäîñòàòêîì ñòðóêòóð (25) è (26) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â
òî÷êàõ ñòûêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ò.å. êîãäà îäíîâðå-
ìåííî 1  è 2  îáðàùàþòñÿ â íóëü) çíàìåíàòåëü
îáðàùàåòñÿ â íóëü. Â ýòèõ îñîáûõ òî÷êàõ ñòðóêòóðó
íåîáõîäèìî äîîïðåäåëèòü ðàñêðûâàÿ íåîïðåäåëåí-

íîñòü 
0
0

. Äàëåå ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü íåîïðåäå-

ëåííûå êîìïîíåíòû ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî ïðèáëè-
æåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà (íàïðèìåð, ìåòîäà
Ãàëåðêèíà) è ïîëó÷èòü îïÿòü æå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå
äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè âÿçêîãî ïîòîêà: ïîëå ñêîðîñòåé
ïî ôîðìóëàì (9) è äàâëåíèå, ðåøèâ ñîîòâåòñòâóþùóþ
çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.
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