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Анотація — Робота присвячена розробці конструктивних 
методів знаходження додатних розв’язків одного класу 
крайових задач для нелінійних еліптичних рівнянь та 
знаходженню умов, яким мають задовольняти параметри 
задачі, щоб гарантувалися існування та єдиність розв’язку, а 
також збіжність відповідного ітераційного процесу.

—

Ключові слова — функція Гріна квазіфункція Гріна
двобічні наближення інваріантний конусний відрізок
угнутість; псевдоугнутість монотонний оператор
антитонний оператор; гетеротонний оператор

— Green’s function Green’s quasifunction

 ВСТУП

У сучасній науці спостерігається велика зацікавленість 
у процесах, що відбуваються в нелінійних середовищах. 
Математичними моделями таких процесів зазвичай є 

нелінійні крайові задачі математичної фізики, найчастіше 
з параметрами.

У більшості випадків знайти точний розв’язок таких 
задач практично неможливо, а тому важливу роль 
відіграють наближені методи розв’язання. Серед них 
особливе місце займають двобічні обчислювальні методи, 
які дають зручну апостеріорну оцінку обчислюваної 
похибки. Обґрунтування та розвиток двобічні методи 
розв’язання операторних рівнянь у напівупорядкованих 
просторах із конусом набули в роботах відомого 
радянського математика М.О. Красносельського та 
його учнів

Для розв’язання таких задач у областях складної 
геометрії, для яких точний вигляд функції Гріна 
невідомий, академіком НАН України В.Л. Рвачовим 
розроблено метод квазіфункцій Гріна , який разом із 
застосуванням апарату теорії R функцій дозволяє звести 
вихідну задачу до еквівалентного лінійного інтегрального 
рівняння.

Метою досліджень є розробка конструктивних методів 
знаходження додатних розв’язків одного класу крайових 
задач для нелінійних еліптичних рівнянь та знаходження 
умов, яким мають задовольняти параметри задачі, щоб 
гарантувалася двобічна збіжність відповідного 
ітераційного процесу.
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 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ ТА ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ

У роботі досліджено можливість побудови двобічних 

наближень до розв’язків дев’яти крайових задач для 

нелінійних еліптичних рівнянь вигляду

( )( )l=D- МWО"

> =
W¶

де ( )( )іl WО ( )ll=l K – числові 

параметри.

Нехай ( ) є функцією Гріна оператора Лапласа для 

першої крайової задачі в області W . У класі неперервних 

функцій задача ( ) еквівалентна інтегральному 

рівнянню

( ) ( ) ( )( )т
W

l=

де ( )K= ( )K=

Вважаємо, що простір ( )W напівупорядкований 

конусом невід’ємних функцій. Тоді інтегральне 

рівняння ( ) розглядаємо як операторне рівняння =

де оператор визначається наступним чином

( ) ( )( )т
W

l= ( )=

Розглянемо задачу Ліувілля Гельфанда

l=D- МWО"

> WО" =
W¶

>l =l

Еквівалентним інтегральним рівнянням з монотонним 

оператором є

( ) ( ) ( )
т
W

l=

Будуємо ітераційний процес для задачі ( ) за 

схемою

( ) ( ) ( )
т
W

-l= K=

( ) ( ) ( )
т
W

-l= K=

де = b= і=b

Тоді збіжність ітераційного процесу гарантується 

наступною теоремою.

Теорема Ітераційний процес ( двобічно 

збігається за нормою простору ( )W до єдиного 

невід’ємного розв’язку О* рівняння ( ), якщо 

параметри l та b задовольняють умови 

( )
b

W
WО l

b
Јт <b . При цьому маємо

b=ЈЈЈЈЈЈЈЈЈЈ= * KKKK

Стосовно задачі, яка зводиться до операторного 

рівняння ( )l= доводиться наступна теорема, 

висновки якої можуть бути застосовані й до інших задач 

вигляду 

Теорема Нехай оператор ( )l для кожного >l

є монотонним та угнутим, для кожного О монотонно 

зростає за l та задовольняє умову

( ) ( )lЈl ( ]О

Нехай та – додатні розв’язки рівняння ( )l=

що відповідають двом різним значенням l та l

l<l . Тоді <

Розглянемо крайову задачу для рівняння Лане Емдена

=D- МWО"

> WО" =
W¶

>

Еквівалентним інтегральним рівнянням з монотонним 

оператором є

( ) ( ) ( )т
W

=

Якщо для побудови конусного відрізку 

покласти == , то лівий кінець відрізку при 

використанні схеми послідовних наближень =+

K= , залишається нерухомим, тому що для ( )=

маємо ( )= , тобто замість двобічних наближень 

отримуємо лише наближення зверху. Ми пропонуємо 

покласти ( ) ( )we= >=e , а функція ( )w

визначається наступним чином: ( )>w в W ( )=w на 

W¶ . При цьому функція ( )w із вказаними властивостями 

може бути побудована з використанням конструктивного 

апарату теорії функцій для області W досить довільної 

геометрії. Ітераційний процес для задачі ( ) будуємо 

за схемою
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( ) ( ) ( )т
W

-= K=

( ) ( ) ( )т
W

-= K=

де we= b= >=b

Тоді збіжність ітераційного процесу гарантується 

наступною теоремою.

Теорема Ітераційний процес ( ) двобічно 

збігається за нормою простору ( )W до єдиного 

невід’ємного розв’язку О* рівняння ( ), якщо 

параметри e b задовольняють умови

( ) ( ) ( ) ( )тт
W

WО
W

-

WО
weЈw

( ) -

W
WО

bЈт <<

При цьому маємо

b=ЈЈЈЈЈЈЈЈЈЈ=we * KKKK

Розглянемо крайову задачу зі степеневою нелінійністю 

та двома параметрами

+l=D- МWО"

> WО" =
W¶

> >l -l

Еквівалентним інтегральним рівнянням з монотонним 

оператором є

( ) ( ) ( )( )т
W

+l=

Будуємо ітераційний процес для задачі ( ) за 

схемою

( ) ( ) ( )( )т
W

-+l= K=

( ) ( ) ( )( )т
W

-+l= K=

де = b= >=b

Тоді збіжність ітераційного процесу гарантується 

наступною теоремою.

Теорема Ітераційний процес ( ) двобічно 

збігається за нормою простору ( )W до єдиного 

невід’ємного розв’язку О* рівняння ( ), якщо 

параметри l b задовольняють умови 

( )
b+l

b
Јт

W
WО

( ) ( )
ю
э
ь

о
н
м

-

-b
-b>l

*

** , де 

( )О* – корінь рівняння ( ) -=-+ . При цьому 

маємо

b=ЈЈЈЈЈЈЈЈЈЈ= * KKKK

Розглянемо крайову задачу зі степеневою нелінійністю 

та трьома параметрами

+l=D- МWО"

> WО" =
W¶

<<< >l

Еквівалентним інтегральним рівнянням з монотонним 

оператором є

( ) ( ) ( ) ( )( )т
W

+l=

Будуємо ітераційний процес для задачі ( ) за 

схемою

( ) ( ) ( ) ( )( )т
W

-- +l= K=

( ) ( ) ( ) ( )( )т
W

-- +l= K=

де we= b= >=e ( )>w в W ( )=w

на W¶ >=b

Тоді збіжність ітераційного процесу гарантується 

наступною теоремою.

Теорема Ітераційний процес ( ) двобічно 

збігається за нормою простору ( )W до єдиного 

невід’ємного розв’язку О* рівняння ( ), якщо 

параметри l e b задовольняють умови

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )тт
W

WО
W

--

WО
we+wleЈw

( )
b+bl

b
Јт

W
WО

ю
э
ь

о
н
м

-

-
b

-

-
bl

**

**--

де ( )О* – корені рівняння

( )( ) ( )( )----- --

При цьому маємо
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b=ЈЈЈЈЈЈЈЈЈЈ=we * KKKK

Розглянемо крайову задачу з експоненціальною 

нелінійністю та двома параметрами

( )g+l=D- МWО"

> WО" =
W¶

>l >g -gl

Еквівалентним інтегральним рівнянням з монотонним 

оператором є

( ) ( ) ( ) ( )( )т
W

g+l=

Будуємо ітераційний процес для задачі ( ) за 

схемою

( ) ( ) ( ) ( )( )т
W

g -- +l= K=

( ) ( ) ( ) ( )( )т
W

g -- +l= K=

де = b= і=b

Тоді збіжність ітераційного процесу гарантується 

наступною теоремою.

Теорема Ітераційний процес ( ) двобічно 

збігається за нормою простору ( )W до єдиного 

невід’ємного розв’язку О* рівняння ( ), якщо 

параметри l g b задовольняють умови

>t-t-+ bgbbtgbt ( )Оt"

( ) ( )bgb

W
WО +l

b
Јт

При цьому маємо

b=ЈЈЈЈЈЈЈЈЈЈ= * KKKK

Розглянемо крайову задачу з експоненціальною 

нелінійністю та трьома параметрами

( )ga
+l=D- МWО"

> WО" =
W¶

>l >g -gal

Еквівалентним інтегральним рівнянням з монотонним 

оператором є

( ) ( ) ( ) ( )( )т
W

ga
+l=

Задача ( ) є більш загальним випадком задачі 

) у просторі 

Будуємо ітераційний процес для задачі ( ) за 

схемою

( ) ( ) ( ) ( )( )т
W

ga
-- +l= K=

( ) ( ) ( ) ( )( )т
W

ga
-- +l= K=

де = b= і=b

Тоді збіжність ітераційного процесу гарантується 

наступною теоремою.

Теорема Ітераційний процес ( ) двобічно 

збігається за нормою простору ( )W до єдиного 

невід’ємного розв’язку О* рівняння ( ), якщо 

параметри l g a b задовольняють умови 

( ) ( )bgb

W
WО

a

WО +l

b
Јт Јb Јg . При 

цьому маємо

b=ЈЈЈЈЈЈЈЈЈЈ= * KKKK

Розглянемо лінійну крайову задачу з двома 

параметрами

+=D- МWО"

> WО" =
W¶

і =

Еквівалентним інтегральним рівнянням з монотонним 

оператором є

( ) ( ) ( )( )т
W

+=

Будуємо ітераційний процес для задачі ( за 

схемою

( ) ( ) ( )( )т
W

- += K=

( ) ( ) ( )( )т
W

- += K=

де = b= і=b

Тоді збіжність ітераційного процесу гарантується 

наступною теоремою.

Теорема Ітераційний процес ( ) двобічно 

збігається за нормою простору ( )W до єдиного 
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невід’ємного розв’язку О* рівняння ( ), якщо 

параметри b задовольняють умови >

( )
+b

b
Јт

W
WО

. При цьому маємо

b=ЈЈЈЈЈЈЈЈЈЈ= * KKKK

Розглянемо крайову задачу зі степеневою нелінійністю 

та одним параметром

=D- МWО"

> WО" =
W¶

>

еквівалентним інтегральним рівнянням з антитонним 

оператором є

( ) ( )
( )т

W

=

Будуємо ітераційний процес для задачі ( ) за 

схемою

( ) ( )
( )т

W -

= K=

де b= >=b

Тоді збіжність ітераційного процесу гарантується 

виконанням наступної теореми.

Теорема Ітераційний процес ( ) двобічно 

збігається за нормою простору ( )W до єдиного 

невід’ємного розв’язку О* рівняння ( ), якщо 

параметри та b задовольняють умови 

( ) +

W
WО

bЈт << . При цьому маємо

ЈЈЈЈЈЈ= *
- KK

b=ЈЈЈЈЈ KK

Розглянемо крайову задачу зі степеневою нелінійністю 

та чотирма параметрами

+=D- - МWО"

> WО" =
W¶

> > >

еквівалентним інтегральним рівнянням з гетеротонним 

оператором є

( ) ( ) ( ) ( )( )т
W

- +=

Будуємо ітераційний процес для задачі ( ) за 

схемою

( ) ( ) ( ) ( )( )т
W

-
-
- += K=

( ) ( ) ( ) ( )( )т
W

-
-
- += K=

де e= b= >=e >=b

Тоді збіжність ітераційного процесу гарантується 

наступною теоремою.

Теорема Ітераційний процес ( ) двобічно 

збігається за нормою простору ( )W до єдиного 

невід’ємного розв’язку О* рівняння ( ), якщо 

параметри e та b задовольняють умови 

<< <<

( )

( )
п
п
п

о

пп
п

н

м

ч
ч

ш

ц

з
з

и

ж
bЈb+e

ч
ч

ш

ц

з
з

и

ж
eіe+b

-

W
WО

-

-

W
WО

-

т

т

При цьому маємо

b=ЈЈЈЈЈЈЈЈЈ * KKKK

Також у роботі розглянуто метод квазіфункцій Гріна, 

розроблений академіком Рвачовим В.Л. для розв’язання 

крайових задач для лінійних еліптичних рівнянь. Метод 

квазіфункцій Гріна з деякою модифікацією застосовано до 

розв’язання крайових задач для нелінійних еліптичних 

рівнянь вигляду ). Це дозволяє замінити задачу (

) еквівалентним їй нелінійним операторним рівнянням

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )тт
WW

+lкв

при цьому вигляд ( )кв та ( ) залежить від 

вимірності простору, якому належить область W

Нехай w є рівняння межі W¶ , тобто ( )w

W¶О ( )w WО . Позначимо -

е
= ¶

¶
=D МWО . Тоді, якщо МW , то

( ) ( )ч
ш

ц
з
и

ж
z-

p
кв

( ) ( ) ( )( )ww+-z ( ) ( )zD
p

-
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якщо МW , то

( ) ( )ч
ш

ц
з
и

ж
z-

p
кв

( ) ( ) ( )( )-ww+z ( ) ( )zD
p

-

Для побудови наближеного розв’язку рівняння (

використовуємо метод послідовних наближень, що 

приводить до послідовності лінійних інтегральних рівнянь

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )l- -

WW
тт кв

де покладено ( ) K

Кожне з рівнянь ( ) може бути розв’язане за 

допомогою методу Бубнова Гальоркіна. В цьому випадку 

ми отримаємо послідовність наближених розв’язків

( ) ( )fе

при цьому ( ) ( ) ( ){ }
=

f – координатна 

послідовність, K – розв’язок 

системи лінійних алгебраїчних рівнянь

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =
ъ
ъ
ы

щ

к
к
л

й
ff-ff ттте

WWW

( ) ( )( ) ( )fl= -

WW
тт кв K

 ВИСНОВКИ

В роботі розроблено конструктивні методи 
знаходження додатних розв’язків одного класу крайових 
задач для нелінійних еліптичних рівнянь та знайдено 
умови, яким мають задовольняти параметри задачі, щоб 
гарантувалася двобічна збіжність відповідного 
ітераційного процесу.

Розглянуті методи можуть бути використані для 
відшукання розв’язків прикладних задач, математичними 
моделями яких є крайові задачі для нелінійних еліптичних 
рівнянь.
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