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Свойства искусственных диэлектриков за последнее время изучены 
достаточно ш ироко. В [1] — [7], а такж е в ряде других работ рассм атри­
ваются искусственные диэлектрики различных типов, различными спосо­
бами вычисляю тся их параметры. П оказано, что они м огут обладать 
показателем  преломления к ак  больш им, так  и меньшим 1. И сследованы  
анизотропные свойства искусственны х диэлектриков [4], [5], [7].

П ри анализе таки х  диэлектриков  использовалось несколько  методов. 
В методе Л оренца поле в среде находится как  сумма прилож енного поля 
и усредненного по объему ячейки поля, индуцированного всеми части­
цами. Э та идея леж ит в основе работ Л . Л . Л евина [5] и Н . А. Хиж- 
няка [6], [7], хотя у Х иж няка она реализуется иначе. В электростати ­
ческом методе вводится ф иктивная передающ ая линия, совпадаю щ ая 
с границами ячейки, и вычисляю тся емкость и индуктивность ячейки 
без рассеивающей частицы и при наличии ее. О тнош ения соответствую ­
щ их емкостей и индуктивностей даю т эффективные диэлектрические про­
ницаемости среды. Д овольно ш ироко использовался метод, в котором  
искусственная среда сводится к периодически нагруж енной линии или 
цепочке четырехполю сников, для расчета которых сущ ествую т достаточно 
эффективные методы ан али за  [2; 3; 4].

В настоящ ей работе вычисляю тся характеристики  искусственной 
среды, состоящ ей из идеально проводящ их бесконечно тонки х  м етал­
лических лент при произвольны х поляризациях и углах  падения. И сход­
ным пунктом является  точное решение электродинамической задачи  
о' дифракции плоской волны на ленточной структуре достаточно прои з­
вольной конфигурации с помощью метода, разработанного в работе [8 ]. 
Эффективные характеристики ленточной среды находятся  из сопостав­
ления отраж енны х и прош едш их подей для обычных диэлектриков и для 
рассматриваемой ленточной структуры .

1. Исследуемый искусственный диэлектрик п редставляет собой слой, 
состоящ ий из плоских периодических ленточных реш еток. В каж дой из 
них ленты  бесконечны вдоль оси ох, периодичны с периодом I вдоль 
оси оу  и предполагаю тся бесконечно тонкими и идеально проводящ ими. 
Н а рис. 1 ленточная система изображ ена в поперечном разрезе. В к а ж ­
дой из плоскостей 2 =  0 , г =  23 . . .  2 =  25 . . .  г =  гр реш етка хар актер и ­
зуется  шириной лент с1в и промеж утком  между лентам и (щ елью ), я — номер 
некоторой произвольной внутрилеж ащ ей реш етки. П оследние располож ены 
на произвольных расстояниях друг от друга (о,'2, . . . ш5, . . .  ш„) и могут 
быть произвольно сдвинуты по отношению друг к другу на расстояние С 5. 
О сь 2 проходит через середину щ ели первой реш етки, что не наруш ает  
общ ности рассуж дений. Сдвиг Св центров щ елей остальны х реш еток 
отсчиты вается от оси 2; при сдвиге в сторону полож ительны х у  Св >  0 , 
при сдвиге в сторону отрицательны х у  С <  0. П од сдвигом понимается
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наименьш ее из возм ож ны х расстояний меж ду осью г  и центром щ ели 
реш етки.

Н омера реш еток отсчиты ваю тся от верхней реш етки: 1, 2, . . .  я, ... р; 
номера областей, на которы е они разбиваю т пространство, обозначим 
1, 2, . . .  5, . . .  , р, р + 1 .  О бласть, л еж ащ ая  над отдельной реш еткой, 
имеет номер этой реш етки; номер самой нижней области р + 1.

Рис. 1.

Н а этот слой под углом ^  падает электром агнитная йолна единич­
ной амплитуды  с вектором  Н  =  {Н х, 0, 0 ), где

j-f ̂  __ g—‘k2 cos sin Vig—Ш  J

(м нож итель е ~ ш  в дальнейш ем будем опускать).
Реш ение для случая ^ -п оляри зац и и  проводится аналогично решению 

для Я -п оляри зац и и ; последнее п редставляет несколько больш ий интерес, 
т а к  как  в этом случае среда долж на вести себя как  ди электри к  с маг­
нитной проницаемостью  ц =  1; кроме того, этот случай рассм атривался во 
многих работах  и полученные результаты  можно сравнивать с другими 
работам и.

П оля, возникаю щ ие при наличии такой системы, долж ны  быть перио­
дичными по у  и удовлетворять волновому уравнению , поэтому их следует 
искать в виде

Н \  =  е-ц.г-4 +  V  a ,he‘inze lhny,
П — —»

Н х =  У  +  a„s<+«(z-zs)) (2)
t l=  — “

H p+ l =  f ]  Ьп, р+ 1в-'Тя<*-**> e ihnB,
n =  03

где hn =  h 0 +  ^ , h0 =  k  sin  »!, k  =  ^  , 4n =  Y j f .  _  h i , 

n  — номер гармоники Ф урье, *
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ап$ — коэффициент отраж ен и я  от я-й реш етки для п-й  гарм оники (в об­
ласти  5);

Ьп5 — коэффициент прохож дения через (й — )-ю реш етку  для п-й  гармо­
ники (в области §).

И з равенства нулю  на лен тах  тангенциальной составляю щ ей эл ек ­
трического поля и непрерывности полей на щ елях реш етки вы текаю т 
следую щ ие граничны е условия:

dH1 dH2 а ;
~  ~Й7 =  ’ т < \ У  +  Ш \ < тdz dz

r2
d H \  dH

dz ~  di

H \  =  H 2
dz ~dz 1 0  <  \ y +  n l \  < 4 ‘

2 = 0 ,

d H \  d H s+ l 
dz  — dz

d H s. d H s+l

— 2 “r  Cs ^  y  ni  <  — — +  Ct , 

ту +  s <  y  +  ni  <; -g -j- Cs;

— ~2—Ь Cs -С y H- ni -f- Cs
(3)

dz dz

H l  =  H \+x I s =  2, 3, . . .  p

Если ввести у в =  у  — С5 И  <р3 =  , то м еталлу  5-й реш етки будет

соответствовать 65 <  | 1 < а щ ели той ж е реш етки |<р51 < 05, где

т  •
Граничные условия (3) приводят к уравнениям

fi _ T-d-s
г

To8o A i +  £  ъ  (gsibnse'^Ws — ans) e"'»c>e,nvs =
П= — оо

=  £  7п (Ь п , s+ l  —  g sp ü n , s + i e 6 ^ s+ I) е ‘*пС щ т ъ  =  ( ° ;  °* <  1?« I <
П -- -  1 4  0 , I 9 s | <  9S;

8o A l +  £  (gslbnse!̂ Ws +  a ns) e,anCseings =  (4)
Я  —  —  00

=  £  (bn. s+l +  gn>an, s + i e * ^ ^ ) e'*"c*e'nvs, | ®S| < 0S.
n =  -— 0O

гле Ьп — l n ^ 8   Г 0, s 4 1 ; _ f  1, s 4 1;
где *»o„ — |  j f n =  0; l 1, s =  1 ; ^ ‘ “ 1 0 , s -  1;

„  _  /  ! .  s  4  P ;  2г.л . 0
gsp \  0, s =  p; a« =  —  ; 2* — =  — ov, S =  1, 2, . . .  p.

Н а основании равенства разлож ений Ф урье согласно первым двум 
уравнени ям  (4), которое вы полняется на всем периоде, получаем  соотно­
ш ение между коэффициентами

I
8o A i  +  g s i b n s e ' t ^ s  —  a ns =  bn ,  s+ l —  gspün , s + i e 'W ^ + S

или ,

8c A i  4  —  bn . s+l =  a ns —  g s Pa n , (5 )
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?s I <  0S. (6)

Тогда третье уравнение (4) эквивалентно двум  уравнениям:
ш

OoAl +  Ц  (gspbn. s+1e '№ + .  _  ЬПш s+i) еіа̂ с^еіп^  =  О
П — — о»

ео

Ц  (o-ns —  gspün, s+ie''W»»+») Є*‘пС‘Єіп** =  о
( I —  oo

Запиш ем  первые два уравнени я системы (4) следую щ им образом:

Ё 7л (gspCtn, s+іЄОл^+і _  bnt s+1) e^nCse^Vs =  О
П  — —  со

Ё 7л (ans —  b nse ‘^ g s i )  e^nC seinvs  _  ■y080„8sl =  О
П  —  —  ce

Д обавив к обеим частям  первого уравнени я (6) по 

7о8ол85і +  Ё  7о£,.&тй'™ в»+“ «с'+ ' ' ,’>‘.
П  —  —  со

а во втором уравнении (6) — по

Ё g sp ü n ,  J+xe^nWs+i+«nCî+»n(ps
П  —  —  со

и введя
D n s - { g s \ b n ^ nWs —  g sp ü n , sjr i e ‘ln w*+*) Є«лС$) 

в r,s =  (g s i b nse nnWs —  bn, s+1  ) e'a,sCs +  S q A i , ( 8 )
Ans =  (ans — g span, s+ie'W%+.) e 'a«c s,

получим две одинаковы е системы уравнений. Система, в которой неиз­
вестными считаю тся коэффициенты A ns при фиксированном s, имеет вид

Ё  A nse‘̂ s  =  0 , і <ps I <  0s

" Т ” .  (9 )
Ё A ns~(nem^  =  Чо8< Л  +  Ё D ns7лЄ'ЛЇ5, 0s <  1 ?s I <

П — ----  OG f i ---- -----  “

Д л я  неизвестны х B ns при фиксированном s п о л у ч ается  точно т ак ая  ж е 
по виду систем а, в которой A ns заменены на B ns. Поэтому достаточно 
рассм отреть только  систему (9). Зам етим , что в работе [9], где рассмо­
трена м ногослойная структура более частного вида, вторая  система вида (9) 
не реш алась; вместо нее использовалась система уравнений вида (5). 
Мы поступим так  потому, что реш ение системы для неизвестны х B„s 
получается без всяких затруднений формальной заменой левы х частей 
в вы раж ени ях  для  A ns на В п$, а окон чательная система для коэффициен­
тов отраж ен и я  и прохож дения гарм оник будет более симметричной, 
чем в [9].

Систему [9] будем реш ать, основы ваясь на результатах  работы [10]. 
Введем h'n =  у- sin f 1 +  п, Тл =  V  — (* sin срj + n ) 2; * sin  w1 =  q +  8, где q—
целая часть x s in ^ j ,  x s i n ^ x > 0 ;  | S | <  1 ;

n + q -  /; X/ = Л(/_9), s/i(/-4>; H = 1 +  i \  1 . / & °> (10)

-[] — V %2 — 0  +  8)2; ■*.= — , \  — длина волны.
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Д л я  коэффициентов х)  получим систему

Xq —  itqàqjbsi V ( ф   I \  Dij—q)' s^ j  V [3|s +  ÎX0 •— -(-
— »

-I- ■*/ e;V[<j]s +  2xf_i/?
(11)

X,n — 1  t jg  ms —  £" ^  D ( / _ 9), SV ms +  £'*o  "Ь
fin, -

+ V  */ !-/-* £,y;ms -i- 2 x s- iR m $ , m  =  0 , - f t ,  ± 2 , ± 3  ,
1*0

где V[a]S) Vins, R w s ,  R m s  И М в Ю Т  Т О Т  Ж 6 В И Д ,  Ч Т О  И  В  [1 0 ] , Н О  И Х  ЭрГу- 

ментами являю тся us — cos ( -  — 6S) =  — cos0S =  — cos . В правой ча­

сти ( 1) стоят две суммы с убывающими коэффициентами:

1 . 1/1 ~т (^s)minе/ — при ] -> о о , D (/_ 9)j , ~  е 1

с  t o s)mmb e  л и отнош ение — -J—  достаточно велико, т ак  что коэффициенты
D ^ —q)_s убываю т быстрее, чем щ, то при решении системы ( 11) методом 
редукции в обеих суммах следует брать одинаковое число членов. 

Реш ение системы (11) имеет вид
N

Хщ —  £Т Roms 1 2=i ^ ( / —о), s " / R jm st (1 2 )
/ = - Af

где Fjms — , A s—  определитель системы (11); A/ms — определитель,

получаю щ ийся из определителя системы (11), если в нем на место т -го 
столбца поставить столбец

f V { *
V 'o s

V ’* т

И з (12) следует

' ^Ore^slJ 0, я+|?, s £ D (j— q), F j_ _  «+?. s
i = - N

Т ак ж е записы ваю тся коэффициенты  B ns. В длинноволновом приближ ении 
9 =  0; D, =  0, j  ф  0;

( ^ 0 s  —  77 [—  S s lT 00s iD os^o  F 00s] =  T*, (§sl +  -Dûs) ^ 00s,

V  * (13>Bos =  — ^ ( b sl +  Dos).
' ‘0

Очевидно, что в этом приближ ении поле системы не зависит от 
сдвига реш еток.
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П одставив в (13) значения Л 05, В 05, О 0$ согласно (8 ) и вводя обо­
значения

приходим к простой системе уравнений для коэффициентов отраж ения 
и прохож дения:

В определителе этой системы все элементы, за исклю чением расп о­
лож енны х на центральной диагонали и на двух ди агон алях , прим ы каю ­
щих к ней справа, равны нулю; в матрице свободных членов только 
верхние два элемента отличны от нуля, поэтому решение такой системы 
не составляет больш ого труда.

Вычисление поля в этой системе при падении на нее под тем ж е
углом волны с вектором Е  =  {Е г, 0, 0} принципиально не отличается от 
приведенного выше реш ения, поэтому в дальнейш ем мы будем считать 
обе задачи решенными.

2. В оспользуемся указанны м  решением электродинамической задачи 
для вычисления эффективных характеристик ленточной структуры . Если 
на такую  стр у кту р у  падает //-п оляри зован н ая  волна, то в лентах могут 
в озн и кн уть  только дипольные индуцированные моменты, и на падающ ее 
по ле эта стр у кту р а  долж на воздействовать как  диэлектрик с некоторой 
эффективной диэлектрической проницаемостью. П оскольку мы предпола­
гаем ленты идеально проводящ ими, потери в такой структуре отсут­
ствую т, поэтому можно считать, что 1 т е &ф =  0. Ленточный слой конечной 
толщ ины можно рассм атривать как  слой диэлектрика с эффективной 
диэлектрической проницаемостью , для которого известны отраж енное 
и прош едш ее поля. Последние представлены в виде суперпозиции гармо­
ник. П отребуем, чтобы мощ ность отраж енного электрического поля рас­
пространяю щ ихся гармоник ленточной структуры  была равна мощности, 
отраж енной от диэлектрического слоя той ж е толщ ины с диэлектриче­
ской 'проницаемостью  в, на который падает волна единичной амплитуды 
под тем ж е углом , что и на ленточную  структуру . У довлетворив гра­
ничным условиям  на обеих границах диэлектрического слоя, получим 
следую щ ие вы раж ения для коэффициентов отраж ения и прохож дения:

в =  1, 2 , . . .  р.

(15)

(14)

где У! =  к соэ срх; 7г =  & У 5 соэ о 2.
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Тогда требование равенства мощ ностей электрического поля диэлек­
трического и ленточного слоев сводится к следую щ ему:

И Р -  ^  ! М 2. (16)П ——N 
V

Н Р =  И \ Ь п , в+ ! | а. (17)

И з (14) и (15) следует
п =—N

1 Sin "Jj \ Zp

или

2t i eT2’
! ( T i £ ) 2  -  Г о  I

| sin  K 2n  I =  ^ —
‘ I ( n  C O S  —  C O S 2 cp8 I

(18)

здесь n  =  V z  , K 2 =  k  C O S  <p2 ! zp |.
Д л я  упрощ ения вы кладок рассмотрим случай нормального падения. 

Тогда cos =  cos f 2 =  1 и (18) переходит в уравнения относительно п.

в  ■ (19)
I * г /  I 2/2sin К 2п  I = ( я * -  1(

|Л |  и |Г>| определяю тся из уравнений (16) и (17).
У равнение (19) имеет бесконечное множ ество решений.
В длинноволновом приближ ении, когда учиты вается только  н у л евая  

гармоника, поле ленточной структуры  имеет такой ж е вид, как  и поле 
обычного диэлектрика. И менно в этом случае наиболее целесообразно 
и удобно пользоваться эффективной проницаемостью. П риравняв коэф­
фициент отраж ения нулевой гармоники коэффициенту отраж ения от 
диэлектрического слоя, можно однозначно найти е.

Д ействительно, в (14) А =  /?е А +  П т  А.  Л егко получить из (14)

с 1б ь 1гР 1 =  - ^ .  (20)

На основании (19) и (20)
| Ие Л | 2п  | А |

| Л | | я* -  1 | |£> Г

Считая п  >  1, отсюда нетрудно получить

„ _  | Л [ * +  / | Л Р  +  | Р е Д | | £ > [
г*  п е т ш -------------- • (2 ’

При вычислении показателя преломления по формуле (21) следует 
счи тать

Ие А  4 - П т  А =  Не а0, 1 1ш а 01,
Ие О  +  Пт И  = Не V р+1 + 1 1т Ь0, р+1.

П о закону сохранения энергии для диэлектрического слоя | А \2 4 - 1 О  |2 =  1; 
таким  образом, если с хорошей степенью  точности вы полняется соотно­
ш ение •

\а 01\* +  \Ь0, р+1\2 =  1, (22)
то для вычисления показателя преломления по формуле (21) достаточно
пользоваться только коэффициентом отраж ения (или коэффициентом про­
хож дения) для ленточного слоя. Заметим , что соотношение (22) хорошо 
вы полняется для многих типов ленточны х структур при ТС <  1 вплоть 
до тс ~  0,90 -т- 0,95.



Вычисление эффективных проницаемостей искусственных диэлектриков. 123

3. Рассмотрим случай, когда на ленточный слой конечной толщ ины  
падает произвольно поляризован ная волна, причем плоскостью  падения 
по-преж нему считаем плоскость гоу. Такую  волну всегда мож но пред­
ставить как  суперпозицию  двух волн — £-поляризованной и Я -поляри- 
зованной. В £ -поляризован ной  волне при наклонном падении имеется 
компонента магнитного поля, норм альная к плоскостям  лент, поэтому 
в лентах будут индуцироваться магнитные моменты.* В результате лен­
точная структура  долж на проявлять вместе с диэлектрическим и и диа­
магнитные свойства и характеризоваться  как  диэлектрической, так  и 
магнитной проницаемостями. Н аряду с таким  подходом ленточную  стр у к ­
туру можно рассм атривать форм ально, как  некоторую  среду, которая  
чувствительна к поляризации падающ ей волны, не интересуясь м еханиз­
мом, вызывающ им эту чувствительность. С другой стороны , чувствитель­
ностью к поляризации падающей волны обладаю т кристаллы , диэлек­
трическая проницаемость которы х имеет вид тензора. П оэтому ленточную  
структуру  м ож но рассм атривать не только  как  среду с эффективными 
диэлектрической и магнитной проницаемостями, но и к ак  анизотропны й 
кристалл с магнитной проницаемостью , равной единице.

Будем счи тать аналогом  искусственного диэлектрика одноосный 
кристалл , компоненты тензора которого  необходимо вычислить. П усть 
оси тензора эквивалентного  кри сталла совпадаю т с осями координат 
х, у , г\ тогда тензор долж ен быть диагональны м . В общем случае паде­
ния волны на анизотропны й кри сталл  в нем возникаю т две волны: 
обыкновенная и необы кновенная, отличаю щ иеся друг от друга п о к аза ­
телем преломления и поляризацией. П оказатель прелом ления обы кновен­
ной волны не зависит от направления падения и равен п = \  е„, где е0 — дву­
кратное собственное значение тензора е одноосного кри сталла . П о каза ­
тель преломления необыкновенной волны зависит от взаимной ориен­
тации волновой нормали п  и оси кри сталла с и имеет вид [9]

-  -  -  — < 
е„|л , е Л - е . ( « ,  с)

где £е — однократное собственное значение тензора в.

Ось кри сталла следует вы бирать так , чтобы чувствительность к по­
ляризации падающ ей волны сохранилась и для норм ального падения. 
Это условие вы полняется, если ось направлена параллельно к плоскости 
раздела и леж ит в плоскости падения. П ри этом, согласно [9], обы кно­
венная волна поляризован а норм ально к плоскости падения, необыкно­
венная волна — в плоскости падения.

П усть на ленточный слой, как  и на кри сталл , падает произвольно 
поляризованная волна. Д л я  простоты будем считать, что обе ее компо­
ненты — ^ -п о л яр и зо ван н ая  и //-п о л яр и зо ван н ая  волны — имеют единич­
ную ам плитуду. В п. 1 приведено решение задачи о падении -//-поляри­
зованной волны на ленточный слой; аналогично реш ается задача о 
£-поляризованной волне. .

При падении на кри сталл  /^-поляризованной волны в нем возникает 
только обы кновенная волна. П ри падении //-п оляри зован н ой  волны — 
только необыкновенная волна. Выбрав оси координат, как показано на 
рис. 2, мы долж ны считать, что ось кри сталла совпадает с направле-
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НИЄМ оу. У гол  м е ж д у  П И С (п, с) = ~ — [ И,  C] =  C O S<fl r  ( п , с)
=  sin <рх; при этом

п,  =  Л І — j - v Z Z I I ,  п =  у т 0 .
Г  «„ cos*  ? ,  s m ‘  т ,  ’

Тензор диэлектрической проницаемости кри сталла имеет вид
і є0 О О

Е й  0 £е О 
10 0 е0 )

Задача о падении произвольно поляризованной волны на кри сталл  рас­
падается, таким  образом, на две: '

а) Граничная задача для Я-пЪ ляризованной волны, преломляющ ейся 
в кри сталле с показателем  преломления пе, которы й имеет вид (23);

б) Зад ача  для ^-п оляри зованной  волны, показатель преломления 
которой п 0 =  ] / е0 .

Реш ив эти две граничны е задачи, получим соответствую щ ие коэф ­
фициенты отраж ения и прохож дения:

(7̂  — То) (1 — е2Г|*17р '). 4 , =
ІТ»-Ь Tfi>*— (Ти— її)* *

D 0 -
(То +  Ті)2 — (То — Ті)2 « 2 

где индекс 0 означает: для обыкновенной волны.

[(ті^)2- т ' і ( і - ^ ' грІ)

<7te .  +  Те)1 —  (Т ,е е —  Те)2 * П* 1 ^  * 

2qe І гр !
(ТіЕе +  Тб)2 — (ТіЕо — То)2 е

(индекс е означает: для необыкновенной волны).

T i  =  fe COS f 1, у е =  k n e COS <ре , у а —  k  "Jr Єо COS cp0 .

Н айдя ne и «„ таким  ж е образом, как  и в п. 2, получим два уравнения, 
из которы х легко  найти е0 и ее.
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4. Изложенный способ вычисления диэлектрических проницаемостей 
был применен к ленточной системе в частном случае: число решеток — 
две, падение нормальное, сдвиг решеток друг относительно д руга  равен 
нулю. Использовались зависимости коэффициентов отраж ения и про­
хождения от х для двойной решетки, полученные с помощью ЭВМ. 
В диапазоне для х =  О,1-к-0,95 влияние гармоник пренебрежимо мало; 
это следует из того, что в этом диапазоне с большой степенью точности 
выполняется соотношение

I ап |2 +  | &м|* =  1.
Поэтому расчеты производились по формуле (21). Так как  диэлектри­
ческие свойства искусственного диэлектрика можно характеризовать

Рис. 3.

показателем преломления, то во всех случаях  вычислялась именно эта 
величина; для нее ж е строились кривые дисперсии. Кривые дисперсии, 
построенные для Е- и / /-поляризованны х волн, показаны на рис. 3.

W WЗдесь для / /-поляризации: а) у  =  0,5; б) у  =  1,0; для Е-поляризации:
w* wв) у  — 0,125; г) у  =  0,5. Из кривых следует:

1. Эффективный показатель преломления при Е -поляризаци и  гораздо 
больше, чем при / / -поляризац ии ,

2. С уменьшением щелей в ленточной структуре эффективные п о к а ­
затели преломления увеличиваются (уменьшение щелей соответствует из-

T .dменению и — — cos у  от отрицательных к полож ительным значениям

при Е-поляризации и обратному изменению при / /-поляризации).
3. С ростом расстояния между решетками показатели  преломления 

такж е увеличиваются в этом диапазоне. И з рис. 3 видно, что для / / -
W,поляризации при х =  0 ,2 5 - ^ 0 ,6  и у  =  1,0 имеется участок нарастания

показателя преломления, качественно совпадающий с результатами 
[21 и [3].
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