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ВОПРОСЫ ЭВОЛЮЦИОННОСТИ  В МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКЕ

Рассмотрим низкочастотные колебания, которые могут возбуждаться и распространяться в плазме. При этом ограничимся достаточно медленным протеканием макроскопических процессов. Это предположение необходимо для возможности применения их гидродинамического описания, которое в совокупности с электромагнитным описанием поля находит свое выражение в уравнениях магнитной гидродинамики [1], относительно скорости среды 
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В линейной магнитной гидродинамике пакет волн состоит из семи типов характеристик: две ускоренные магнитозвуковые, две замедленные магнитозвуковые, две альфвеновские и энтропийная. В альфвеновских волнах равны нулю возмущения плотности среды, энтропии и тех компонент скорости среды и магнитного поля, которые лежат  в плоскости, проходящей через невозмущенное магнитное поле 
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 и направление распространения волны. В магнитозвуковых волнах равны нулю возмущения энтропии, а также возмущения компонент скорости и магнитного поля перпендикулярные к направлению распространения волны и к
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, отсюда магнитозвуковые волны являются изэнтропическими и плоско поляризованными. Наконец, в энтропийной волне возмущены лишь плотность и энтропия. Вектор состояния 

, описывающий рассматриваемый пакет волн, в каждой точке пространства  
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 в любой момент времени 
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 определяется из областей начальных и граничных условий перечисленных волн. 

При определенных физических ситуациях, например, при встрече солнечного ветра с магнитным полем Земли, или при внезапном включении электромагнитного поля, или при столкновении двух газовых масс и т.д. возникают сильные разрывы, при которых разрывные не только производные МГД-величин по пространственным и временным координатам, но и сами эти величины. Скачки МГД-величин на поверхности разрыва определяются из интегральных законов сохранения или интегральных уравнений баланса. Что же касается дифференциальных уравнений магнитной гидродинамики, которые теряют силу вследствие недифференцируемости разрывных величин на поверхности разрыва, то их можно представить в интегральной форме [2], полностью эквивалентной соответствующим дифференциальным уравнениям (индукции, Навье-Стокса), а также начальным и граничным условиям, о которых шла речь выше.

Здесь следует отметить два момента, связанных с возникновением проблемы эволюционности в магнитной гидродинамике. Первый — уже можно отнести к классическим, он достаточно хорошо разобран в литературе [3] и назовем его условно эволюционностью разрывов в пространстве. Как оказалось, задание граничных условий на разрыве недостаточно, чтобы единственным образом определить разрывное течение МГД-среды, необходим еще учет возрастания энтропии, а также устойчивость волны относительно расщепления на несколько разрывных или автомодельных волн. Такие волны в магнитной гидродинамике называют эволюционными. В них бесконечно малое возмущение МГД-величин эволюционирует с течением времени, оставаясь малым. Неэволюционная волна мгновенно (в модели идеальной среды) расщепляется. 

В [3] подытожено исследование областей эволюционности  МГД волн, в свое время проведенное Сыроватским С.И., Конторовичем В.М., Половиным Р.В. и т.д. При этом задача об эволюции начального возмущения имеет единственное решение, если число расходящихся волн  (число неизвестных возмущений) равно числу независимых граничных условий. В этом случае исходный разрыв эволюционный. В противном случае задача либо имеет бесчисленное множество решений, либо не имеет решения вовсе, т.е. разрыв неэволюционен и расщепляется.

Условия эволюционности  ударной волны легко найти, анализируя линеаризованные граничные условия, записанные в лабораторной системе координат, а именно, непрерывность потока энергии 
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 и нормальной составляющей магнитного поля 
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Коротко эти эволюционные условия можно сформулировать следующим образом: относительно альфвеновских возмущений существует две области эволюционности: 
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 (сверхальфвеновские) и 
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 (доальфвеновские). Здесь индекс 1 означает область впереди ударной волны, а 2 позади ее, 

 — фазовые скорости альфвеновской волны соответственно в среде 1,2.

 Аналогично записываются две области эволюционности ударных волн относительно магнитозвуковых и энтропийных возмущений: 

 (быстрая ударная волна) и 
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 (медленная ударная волна). Здесь 
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— фазовые скорости ускоренной и замедленной магнитозвуковых волн. Так как 
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, то быстрые ударные волны — сверхальфвеновские, а медленные — доальфвеновские. Следует отметить, что альфвеновские, тангенциальные и контактные типы разрывов всегда эволюционны.

Второй момент, приводящий к вопросам эволюционности волн в магнитной гидродинамике, связан с учетом начальных условий. Следует отметить, что взаимодействие МГД волн с движущейся границей двух сред существенно зависит от способа образования движущейся границы (в другой терминологии — поверхности разрыва МГД-величин). Она может быть границей раздела неподвижной и движущейся сред. В этом случае движение создается внешними источниками. Скорость границы может быть в произвольном отношении к фазовым скоростям волн в неподвижной среде. Однако, в силу движения границы и среды по одну сторону от границы неоднородности в определении количества расходящихся волн проблем не возникает, здесь помогает разобранный выше принцип эволюционности МГД волн. 

Поверхность разрыва может быть и границей, образующейся в результате распространения некоторой волны «накачки», изменяющей свойства среды, но не приводящей ее в движение. В этом случае образования движущейся границы движение среды по обе стороны отсутствует, фазовые скорости волн не зависят от скорости движения границы и характеристики прошедшей волны определяются только параметрами среды.

Рассмотренные два варианта формирования движения границы приводят к многообразным нестационарным краевым задачам, которые дают существенно различные по характеру картины рассеяния волн. Здесь встает очень важный для любой нестационарности вопрос учета ее эволюционности, которую можно по аналогии с изложенным выше назвать эволюционностью МГД волн во времени. В связи с этим важное значение приобретает начальный момент нестационарности, то есть постановка самих начальных условий. Обычно при исследовании взаимодействия пакета МГД волн с движущейся неоднородностью предполагают, что процесс «включения» движения происходит адиабатически на бесконечности. Это для некоторых процессов может явиться очень сильной идеализацией, которая приведет к потере качественно новых явлений, связанных непосредственно с возникновением самого движения. Так как всякое реальное явление начинается в конечный момент времени, то начальные условия имеет смысл рассматривать в нулевой момент времени.

В этом случае при использовании дифференциальной постановки решения краевой задачи могут возникать сложности, с одной стороны, связанные с неопределенностью несоответствия вторичных волн числу граничных условий, что по счастливому стечению обстоятельств совпало при рассмотрении эволюционности в пространстве. С другой стороны, из-за чисто математических трудностей решения смешанных  краевых задач. 

Поэтому имеет смысл применить  интегральную постановку задачи, автоматически включающую в себя краевые (граничные и начальные) условия. Эту мысль подтверждает успешное применение нестационарных интегральных уравнений при рассмотрении аналогичных краевых задач в макроскопической электродинамике, где описание взаимодействия электромагнитных волн с нестационарной средой производится с помощью эволюционной цепочки   интегральных уравнений  Вольтерра [4]. 

Для анализа нестационарных краевых задач в линейной магнитной гидродинамики воспользуемся интегральными уравнениями нестационарной магнитной гидродинамики [5,6,7] относительно отклонения скорости 
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где 
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 невозмущенное падающее поле, 
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— операторы распространения скорости, магнитного поля и плотности. Каждый из этих операторов может быть представлен в виде суммы подоператоров, условно характеризующих различные свойства МГД среды, а именно 
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операторы 
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оператор 
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отражает наличие магнитной вязкости среды; операторы 
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связаны с макроскопическим движением неоднородности
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Здесь введены МГД потенциалы скорости, магнитного поля и плотности по аналогии с потенциалами Герца в электродинамике 
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И наконец, оператор 
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 обусловлен наличием поверхностных токов. Ядро интегрального уравнения (1) представляет собой функцию Грина 

 свободного пространства, заданного параметрами 
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. Такое представление является характерным для интегральных уравнений задач рассеяния. Функция Грина МГД линейных сред записана в базисе, связанным с невозмущенным магнитным полем таким образом: 
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. Полное ее описание дано в [2].

С формальной точки зрения уравнения (1) можно рассматривать как линеаризованные уравнения магнитной гидродинамики с нелокальными граничными условиями, записанными в лабораторной системе координат. При решении краевой задачи в дифференциальной постановке локальные граничные условия могут удовлетворяться либо волнами одной и той же моды, либо для их удовлетворения требуется привлечение нескольких мод. При интегральной постановке этот непростой вопрос решается автоматически, что обусловлено физикой явлений.

Механизм появления в среде рассеянных волн сводится к возникновению в ней под действием основной волны индуцированных источников, приводящих к излучению вторичных волн, интерференция которых и дает требуемые моды колебания. Математически вторичные волны описываются интегральными слагаемыми справа в (1). Определенные преимущества такого подхода заключаются в том, что он связывает макроскопические явления с молекулярными при условии, что молекулы, составляющие МГД неоднородность объема V(t), ведут себя в поле падающей волны подобно диполям.
Как отмечалось выше, в МГД среде обычно имеют место четыре моды волнового движения, вызванные различными восстановительными силами. Магнитное натяжение приводит к появлению альфвеновских волн. Магнитное давление и давление проводящей жидкости могут действовать отдельно друг от друга и вызывать соответственно альфвеновские волны сжатия и звуковые волны. Однако при совместном действии эти две силы образуют две магнитозвуковые волны (ускоренную и замедленную). Свойства МГД волн отличаются от обычных звуковых и электромагнитных. Иная природа волн, существующая возможность  трансформации  их друг в друга приводит к определенным сложностям при изучении их рассеяния на различных препятствиях особенно с учетом нестационарности процесса. 

Интегральные уравнения  (1) содержат всю информацию о рассеянных волнах при следующей постановке задачи. Предположим, что некоторая неоднородность (геометрически однородная область),  характеризуемая параметрами: 

 невозмущенное магнитное поле, 
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 с границей в общем случае зависящей от времени. Предположим, что рассматриваемая неоднородность помещена и движется равномерно со скоростью 
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 в неограниченной МГД среде, характеризуемой  соответственно параметрами 
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 до возмущения ее падающим полем 
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Проведем анализ соотношения (1) в рамках нестационарной задачи дифракции на неоднородности объема 
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, придерживаясь обозначений и терминологии, введенной в [4]. Итак, общая идеология следующая.

Предположим, что объект дифракции до момента 
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 описывается параметрами 
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. В момент времени 
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 состояние объекта меняется на 
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. Изменение состояния приводит к тому, что (1) распадается на цепочку эволюционно связанных выражений.

Для внутреннего поля выделяется три временных интервала. При 
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 четырехмерная область интегрирования уравнения (1) по временной и пространственным координатам является неограниченной, так как интегрирование производится по пересечению области прошедшего светового конуса, имеющего вершину в точке 
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 и области, задаваемой характеристической функцией 
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После нулевого момента времени возникает часть области интегрирования, ограниченная гиперплоскостью 
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. Здесь объект находится в новом состоянии. Возникает две области интегрирования. Одна из них целиком остается внутри четырехмерной области пространства событий, соответствующей объекту дифракции. В этой области нет влияния границ объекта дифракции, а учитывается только изменение свойств среды в чистом виде. Если продолжить уравнение (1) на все четырехмерное пространство, то оно будет описывать поле в безграничной среде с такими же свойствами, как и среда внутри объекта.

Начиная с момента 

, где 
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наименьшее расстояние от точки 

до границы объема

прошедший световой конус уже будет пересекать границу четырехмерной области 
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 и на формирование внутреннего поля будет оказывать влияние границы области 
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В результате получается следующая эволюция процесса взаимодействия поля с объектом дифракции. 

Точка наблюдения лежит внутри области 

. 1) До нулевого момента времени падающее поле 

 порождает внутреннее поля 
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. 2) После изменения состояния объекта в нулевой момент времени в области отсутствует влияние границы объекта и падающее поле явно не участвует в создании внутреннего поля, то есть поле 

 порождается непосредственно полем 

, образовавшемся внутри объекта до изменения состояния, и опосредовано полем 

, которое содержится в «памяти» среды. 3) В образовании поля 

 наряду с полем 

участвует падающее поле 

, проходящее через границу,  и поле 

. 

Точка наблюдения лежит вне области 

. Тогда из соотношения (1) получаем квадратурную формулу. В этом случае выделяется два временных интервала. 1) При 

 где 

 расстояние от точки наблюдения 

 в момент 

 до ближайшей точки области  

 внешнее поле определяется невозмущенным состоянием объекта дифракции по найденному полю 

. 
2) При 

 внешнее поле, на которое влияет уже и новое состояние будет определяться с учетом поля 

.

В связи с этим рассматривается следующий алгоритм решения задачи. На первом этапе ищется решение невозмущенной задачи, которую можно считать стационарной с соответствующим выбором параметров. На втором этапе ищется решение возмущенной задачи, но без влияния границ объекта дифракции, то есть присутствует только возмущение самой среды. На третьем этапе строится решение с учетом краевых эффектов.

Если задачу нестационарного рассеяния МГД волн на простейшей плоской границе раздела можно считать теоретически поэтапно разобранной, то в смысле математического воплощения возникает множество трудностей. Прежде всего характерная именно для магнитной гидродинамики трансформация  волн друг в друга на границе раздела значительно усложняет задачу. Это проявляется уже при рассмотрении трехмерной стационарной задачи дифракции даже на простейшей неоднородности (полупространство). В этом случае соотношение (1) не разделяется на отдельные уравнения, описывающие только альфвеновские и только магнитозвуковые волны, то есть волны как бы «переплетаются». Для данной краевой задачи полная дифракционная картина, в том числе и  условия трансформации изучены в [7]. Более простая двумерная дифракционная задача  позволяет рассматривать отдельно краевые задачи для альфвеновской и в совокупности для ускоренной и замедленной магнитозвуковых волн, здесь можно проследить трансформацию магнитозвуковых волн. И чтобы, наконец, полностью исключить трансформацию волн, имеет смысл рассматривать пространственно одномерную задачу отдельно для каждого типа волн.  

К этому же выводу приходим и при анализе для каждого типа волн прошедшего светового конуса, который задается фундаментальным решением уравнений линейной магнитной гидродинамики. Общий вид его достаточно сложный, зависит от ориентации относительно невозмущенного магнитного поля 
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, вершина как и в соответствующей электродинамической задаче находится в точке 
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.  Для его анализа удобно пользоваться следами конуса на соответствующих координатных плоскостях.

Для краткости рассмотрим постановку задачи рассеяния альфвеновских волн плазменным полупространством (МГД неоднородность)  после начала его движения.

Пусть плоская альфвеновская волна
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                                                       (7)
нормально падает на плоскую границу 
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 двух недиссипативных сред, заданных параметрами  
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. Пусть внутренняя среда начинает равномерное движение со скоростью 
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 перпендикулярно своей границе в момент времени 
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. До начала движения неоднородность занимала область  

. Тогда закон движения границы будет задаваться формулой 
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 функция Хевисайда.

При такой постановке согласно методу интегральных уравнений (1) задача дифракции в случае рассмотрения только альфвеновской волны имеет скалярный вид. И интегральное соотношение для нахождения альфвеновского поля, как прошедшего в МГД неоднородность, так и отраженного от нее, представимо следующим образом
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где альфвеновская функция Грина 
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Трехмерный интеграл по пространственным переменным в (8) легко свести к одномерному интегралу для внутренней задачи
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          (10)
и соответственно к одномерному интегралу для внешней задачи
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                    (11)
По структуре уравнение (8) практически совпадает с соответствующим интегральным уравнением в задаче рассеяния электромагнитных волн плазменным полупространством  [8]  при условии, что 
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. Поэтому для краткости изложения, не повторяя аналогичные промежуточные математические выкладки, можно отметить существенно новые результаты в магнитной гидродинамике, возникающие при решении нестационарной краевой задачи для альфвеновских волн в случае учета начального момента времени возникновения движения границы полупространства.

При анализе  внутреннего поля после начала движения 
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 следует, что поле в области 
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  не меняет ни частоты, ни волнового числа, а изменяется только амплитуда существовавшей до начала движения  альфвеновской волны  и появляется постоянная составляющая, обусловленная скачком скорости среды. Это связано с тем, что на это поле не оказывают влияния краевые эффекты от движущейся границы. В области 
 EMBED Equation.2  
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 необходимо отдельно рассматривать случаи  «убегающего» 
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 и «встречного» движения 
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, причем для каждого из этих случаев мы получаем двумерное уравнение Вольтерра второго рода с фредгольмовским ядром, для которого достаточно хорошо разработана методика построения решения в виде равномерно сходящегося ряда Неймана. 

Отраженное поле легко восстанавливается с помощью квадратурных формул  (8,11) по известному уже внутреннему полю. При этом следует отметить существенное отличие спектра рассеянного поля  в случае конечного момента времени от спектра рассеянного поля при адиабатическом включении на бесконечности. Спектр этого поля состоит из волн с разными частотами, распространяющимися как от границы среды, так и в сторону границы, тогда как в случае включения на бесконечности  в прошедшем поле присутствует только уходящая от границы волна.
Поверхностный анализ краевой нестационарной задачи для альфвеновской волны показал принципиальную возможность применения метода эволюционных интегральных уравнений нестационарной макроскопической электродинамики в случае магнитогидродинамического описания  волн в плазме. Причем ценность  строгих математических решений, полученных для простых модельных задач, каковой является дифракция одной отдельно взятой альфвеновской волны, состоит в том, что она может служить основой для построения  приближенных решений более сложных краевых задач. 
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