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A one-dimensional Dirichlet problem for the heat equation with an expo-

nential heat conductivity coefficient and a heat sources function is considered. 
By replacing the unknown function, the problem under consideration was re-
duced to a problem for a semilinear differential equation, which was analyzed 
by methods of the operators theory in semi-ordered Banach spaces. Conditions 
for the existence of a single positive solution are obtained. The results of a com-
putational experiment are presented.

Розглядатимемо� задачу� знаходження� додатного� розв’язку� нелінійної�
крайової�задачі�вигляду:

T Td dTe e
dx dx
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, 0 x l  , (1)

. (2)
Задача� (1),� (2)� є�математичною�моделлю�процесу� теплопровідності� у�

випадку,� коли� коефіцієнт� теплопровідності� експоненціально� залежить�
від�температури�і�коли�на�(0, )l наявні�джерела�тепловиділення,�розподілені
за� експоненціальним�законом� ( ) Tf T e  (параметр� характеризує� їх�по-
тужність).

У�задачі�(1),�(2)�зробимо�заміну� lnT  ,�де� ( )x – нова�невідома�функ-
ція.�Тоді�для�функції� отримаємо�крайову�задачу:

2

2
d
dx


   , 0 x l  , (3)

. (4)
Крайові�умови�(4)�не�є�однорідними,�тому�робимо�заміну� 1 u   ,�де�

u – нова�невідома�функція,�і�отримуємо�крайову�задачу:
2

2 (1 )d u u
dx

    , 0 x l  , (5)

. (6)
Для�розв’язання�задачі�(5),�(6)�застосуємо�метод�двобічних�наближень�

на�основі�використання�функції�Гріна�[1 – 4]. 
Тоді�задача�(5),�(6)�буде�еквівалентна�інтегральному�рівнянню�Гамме-

рштейна:
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( ) ( , )(1 ( ))
l

u x G x s u s ds  ³ . (7)

Рівняння�(7)�розглядатимемо�у�банаховому�просторі� [0, ]C l неперерв-
них�на� відрізку� [0, ]l функцій.�У�просторі� [0, ]C l введемо�напівупорядко-
ваність�за�допомогою�конуса�  невід’ємних�функцій.

Узагальненим� розв’язком� задачі� (5),� (6)� називатимемо� функцію�
u � ,�яка�є�розв’язком�рівняння�(7).�Тоді�розв’язком�(узагальненим)�ви-
хідної�задачі�(1),�(2)�вважатимемо�функцію� ln(1 )T u   .

У�конусі�  невід’ємних�функцій�з� [0, ]C l виділимо�інваріантний�кону-
сний�відрізок� 0 0,v w  умовами:

0 0
0

( , )(1 ( )) ( )
l

G x s v s ds v x  t³ для�всіх� [0, ]x l� ,

0 0
0

( , )(1 ( )) ( )
l

G x s w s ds w x  d³ для�всіх� [0, ]x l� .

Оскільки� (0) 1 0F     ,� то� конусний� відрізок,� сильно� інваріантний�

для� оператора�
0

( )( ) ( , )(1 ( ))
l

T u x G x s u s ds  ³ ,� можна� шукати� у� вигляді�

0 0, 0,v w   .
Сформуємо�далі�ітераційний�процес�за�схемою:

( 1) ( )

0

( ) ( , )(1 ( ))
l

k kv x G x s v s ds   ³ , , (8)

( 1) ( )

0

( ) ( , )(1 ( ))
l

k kw x G x s w s ds   ³ , , (9)
(0)

0( ) ( )v x v x , (0)
0( ) ( )w x w x . (10)

Можна�довести,�що�за�умови�0 1   ітераційний�процес�(8)–(10)�збі-
гається�у�нормі�простору� [0, ]C l до�єдиного�на� 0 0,v w  неперервного�дода-
тного� розв’язку� u крайової� задачі� (5),� (6),� причому� має� місце� ланцюг�
нерівностей:

(0) (1) ( ) ( ) (1) (0)
0 0... ... ... ...k kv v v v u w w w w d d d d d d d d d d  . (11)

Нерівності�(11)�характеризують�ітераційний�процес�(8)�– (10)�як�метод�
двобічних�наближень.�Перевагою�цього�методу�є�те,�що�на�кожній� -й�іте-

рації�для�наближеного�розв’язку� ( ) ( ) ( )1( ) ( ( ) ( ))
2

k k ku x w x v x  матимемо�зру-

чну�апостеріорну�оцінку�похибки:� ( ) ( ) ( )1
2

k k ku u w v  d  . 

Отже,�якщо�задана�точність� 0  ,�то�ітерації�слід�проводити�до�вико-
нання�нерівності� ( ) ( )

[0, ]
max( ( ) ( )) 2k k

x l
w x v x

�
  .�Тоді�з�точністю� можна�вважа-

ти,�що� ( )( ) ( )ku x u x | ,�а�отже,� ( )( ) ln(1 ( ))kT x u x |  .
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Проведено�обчислювальний�експеримент�для�задачі� (5),� (6)�у� якій�пок-

ладемо� 2  і� 2
3

  .� Умовою� збіжності метода� знаходження� додатного�

розв’язку�є�нерівність�0 1   .�Тепер�можемо�знайти�параметр� [1, 4],�та�по-
будувати�інваріантний�конусний�відрізок� 0,  .�Отримаємо,�що� 0,2974  . 
Запустимо�ітераційний�процес�вигляду�(8)�– (10)�і�задамо�точність� .

Ітераційний�процес�зійшовся�із�заданою�точністю�до�розв’язку�вихід-
ної�задачі�за�4�ітерації.�Результати�ітерацій�наведено�на�рис. 1.

Рисунок�1�– Графіки� ( )( )kv x і� ( )( )kw x , 
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