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Феноменологические математические модели динамики уровня глюкозы в крови человека…

УДК 519.95:612.018

С. И. ЛАПТА

ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ДИНАМИКИ УРОВНЯ 
ГЛЮКОЗЫ В КРОВИ ЧЕЛОВЕКА И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ В ДИАБЕТОЛОГИИ 

Феноменологические законы, записанные в аналитической форме, т.е. в виде математической формулы, которые в последнее время принято называть математическими моделями, занимают особое, исключительное место в естественных науках. При всей своей  непритязательности по сравнению с глубокими, изощренными теоретическими построениями, базирующимися на них же, они в наиболее простой и ясной форме описывают соответствующие явления. Поэтому в приложениях предпочитают использовать именно феноменологические законы. Вывод и формулировка таких законов предполагает достаточно высокий уровень математизации науки. 

Привлечение математических методов к решению проблем любой естественной науки хронологически обычно проходит в три этапа, которые качественно различаются по методам феноменологического аналитического описания законов, лежащих в ее основе. Сначала в науке применяют исключительно вероятностно-статистические методы. Это этап становления естественной науки, когда еще совершенно не ясны законы, ее определяющие, когда их "нащупывают", статистически обрабатывая результаты наблюдений. Он является естественным завершением всего предшествующего доматематического периода простых наблюдений в этой науке.

Следующий этап более глубокой математизации естественной науки характеризуется уже эмпирически установленными ее общими закономерностями в виде многочисленных экспериментальных кривых функциональной зависимости между исследуемыми характеристиками объекта и попытками их аналитической аппроксимации теми или иными элементарными функциями. Такими методами до сих пор удавалось эффективно описать лишь самые простые статические, неизменные во времени закономерности.

Подавляющее большинство законов природы носит не статический, а динамический характер, когда описывающие эти законы аналитические формулы связывают не только сами исследуемые величины, но и их интенсивности (скорости изменения). Установление и исследование феноменологических динамических закономерностей естественной науки следует отнести к третьему – высшему этапу ее математизации. В рамках этого этапа проходит уже все дальнейшее развитие аналитических методов описания закономерностей естественной науки, характеризующееся выяснением содержательной интерпретации найденных феноменологических законов и переходом от них к интегрально-синтетическим  законам. При этом законы, описывающие наблюдаемые явления, являются уже следствиями множества других элементарных – феноменологических закономерностей.

Медицина, как естественная наука, не является исключением в общих закономерностях процесса математизации естественных наук. В медицине этот процесс начался во второй половине 20 столетия. Это было обусловлено как внутренними потребностями самой медицины в новых методах исследований, так и высокими техническими достижениями в освоении космоса и ядерной энергетики. Проблемы появившихся новых разделов медицины – космической и радиационной, во всех странах рассматривались, как государственные, приоритетные, и решались комплексно в сотрудничестве медиков, инженеров, физиков и математиков, что с необходимостью ускорило начало математизации медицины.

Диабетология – одна из немногих областей медицины, где математические методы удалось применить достаточно полно. Это связано с уже достигнутым глубоким уровнем исследования ее проблем на физиологическом и биохимическом уровнях, большим объемом накопленных клинических наблюдений и большим практическим опытом по терапии диабета, т.е. подготовленными возможностями для эффективного использования математики.

Известно, что все разновидности сахарного диабета обусловлены теми или иными гипергликемическими нарушениями в механизме регуляции углеводного обмена в организме пациента, важнейшей характеристикой состояния которого является уровень глюкозы в крови [1]. При этом уровень гликемии в течение суток даже в норме не является постоянным, а изменяется в определенных пределах по вполне прослеживающимся закономерностям (рис. 1) [2]:
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Рис. 1. 

Известно, что в каждый момент времени он устанавливается в результате динамического равновесия противоположно направленных процессов экзогенного и эндогенного поступления глюкозы в кровь и ее утилизации. Интенсивность этих процессов регулируется нейрогормональными средствами, важнейшим из которых является инсулин. Недостаточная секреция инсулина поджелудочной железой приводит к сахарному диабету 1 типа, инсулинорезистентность тканей – к сахарному диабету 2 типа. Секреция инсулина и противоположно действующих, так называемых контррегуляторных гормонов, в свою очередь определяются уровнем глюкозы в крови и динамикой ее изменения. Поэтому можно говорить, что нейрогормональный механизм регуляции уровня гликемии является механизмом его ауторегуляции. Это позволяет при построении самой примитивной, так называемой минимальной, математической модели данного механизма ограничится описанием только глюкозы в крови, сводя к ней влияние всех остальных факторов. Для диагностики различных нарушений в механизме регуляции уровня гликемии у пациента применяют ПТТГ (пероральный тест толерантности к глюкозе), а при сопутствующих осложнениях всасывания глюкозы в кишечном тракте – ВТТГ (внутривенный тест толерантности к глюкозе) [1]. Характерная слабоосцилляционная  динамика изменения уровня гликемии при проведении этих тестов в норме со специфической гипогликемической фазой представлена на рис. 2 и 3.
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Рис. 2. Гликемическая кривая внутривенного теста толерантности к глюкозе в норме. 
Сплошная линия – расчетная по модели (6); 
*  – клинические данные из работы [4].
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Рис. 3. Гликемическая кривая перорального теста толерантности к глюкозе в норме. Расчетная 
кривая по модели (6) совпадает со справочными клиническими данными [5].


Хорошо осознанные и сформулированные физиологами и медиками закономерности процессов, составляющих углеводный обмен, позволили достаточно быстро перевести эти представления на математический язык и провести их аналитическое описание сразу на уровне динамических моделей. Первые математические модели динамики углеводного обмена обсуждались в литературе еще в середине пятидесятых годов 20 столетия [3]. С тех пор интенсивность публикаций на эту тему, как в технических, так и в медицинских журналах неуклонно растет, их число достигло уже нескольких сотен. Показательно, что в ведущем журнале "Диабетология" европейской ассоциации по изучению диабета в последнее время ежегодно публикуется по несколько статей по математическому моделированию. Это обусловлено тем, что в диабетологии все отчетливее осознается насущная потребность в применении математики. Клиническая практика последних десятилетий показала, что старые классические подходы и методы диабетологии уже исчерпали свои возможности по повышению качества ранней диагностики сахарного диабета и его компенсации с помощью инсулинотерапии. Стало очевидно, что для существенного продвижения в этих направлениях необходимо создание новых компьютерных медицинских технологий, основанных на математических моделях процессов углеводного обмена
Чем может быть полезна, что может дать для диабетологии, в настоящий момент пока еще гипотетическая, физиологически адекватная и эффективная в работе математическая  модель углеводного обмена? Прежде всего, такая модель с необходимостью подразумевает систематизацию и обобщение большого числа разрозненных, а подчас и противоречивых, физиологических представлений об отдельных деталях механизма регуляции углеводного обмена. Она также обобщит и включит в себя весь огромный опыт, знания и интуицию лучших практиков-клиницистов в области диабетологии, упростит и ускорит распространение этого опыта.

По значениям параметров модели, индивидуализированной для конкретного пациента, можно будет проводить дифференциальную диагностику латентных форм сахарного диабета.

В практической инсулинотерапии математическая модель углеводного обмена данного пациента может хотя бы частично заменить его при подборе эффективного режима компенсации сахарного диабета у него. Это, с одной стороны, сократит до минимума обременительные клинические испытания на самом больном, резко ускорит с помощью моделирования на ПЭВМ многосуточный (в реальном времени) подбор режима инсулинотерапии, повысит производительность труда врача и снизит время пребывания пациента в клинике. С другой стороны, эффективный подбор режима инсулинотерапии с помощью компьютерного моделирования может позволить достигнуть более высокой степени компенсации сахарного диабета, чем это удается сейчас, и, следовательно, предотвратить его поздние сосудистые осложнения, а также повысить социальную адаптацию больного. Физиологически адекватная математическая модель углеводного обмена пациента может быть использована для управления и контроля за работой применяемых в терапии сахарного диабета носимых и имплантируемых автоматизированных дозаторов инсулина без частого контроля уровня гликемии, что представляет актуальную, пока не поддающуюся решению, медико-техническую проблему.

Первые феноменологические динамические модели изменения уровня глюкозы в крови обсуждались в статьях немецкого инженера Дришеля еще в пятидесятые  годы [3]. Они представляют собой минимальные математические модели ауторегуляции гликемии, т.е. описывают лишь динамику глюкозы в крови.

Одна из них – экспоненциальная динамическая модель первого порядка типа "радиоактивного распада" (описываемая дифференциальным уравнением 1-го порядка). Это единственная модель динамики гликемии, применяемая в практической диабетологии (при возможности проведения ВТТГ), для диагностики сахарного диабета и других состояний с нарушенной толерантностью к глюкозе [1]:
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 – концентрация глюкозы в момент времени 
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 – скорость исчезновения глюкозы из крови, выраженная в процентах в минуту, 
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Считают, что у пациентов в норме должно быть 
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 предположительно указывает на сахарный диабет. При практическом использовании этой формулы значение гликемии обычно откладывают на графике в логарифмическом масштабе и получают зависимость величины 
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 от времени в виде прямой линии с угловым коэффициентом наклона равным 
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Физиологический смысл модели (1) состоит в том, что интенсивность утилизации глюкозы в крови 
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 прямо пропорциональна ее значению. Знак минус, стоящий перед положительным коэффициентом пропорциональности 
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, соответствует процессу утилизации. Модель (1) является заимствованием из теории радиоактивного распада, где переходный процесс на бесконечности приводит к исчезновению распадающегося вещества. При ВТТГ переходный процесс завершается установлением базального уровня гликемии 
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 понимать не концентрацию глюкозы в крови в соответствующие моменты времени, а ее отклонение от базального уровня 
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В этом уравнении скорость изменения уровня глюкозы в крови 
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 прямо пропорциональна отклонению ее концентрации в крови от ее базального значения. Исправленную модель (2) можно к тому же трактовать значительно шире: ее можно применять не только при положительных (гипергликемических) отклонениях уровня гликемии от базального значения, но также и при отрицательных (гипогликемических) отклонениях. Решением уравнения (2), описывающим динамику гликемии, является функция:
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где 
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– отклонение концентрации глюкозы в крови от ее базального значения в "нулевой момент времени".

Экспоненциальная модель хорошо воспроизводит круто спадающий участок гликемической кривой ВТТГ (рис. 2), что и используется в диабетологии для диагностики. Для применения модели динамики гликемии в инсулинотерапии необходимо, чтобы она описывала всю гликемическую кривую. Экспоненциальная модель для этого непригодна: описываемый ею переходный процесс имеет принципиально апериодический характер, что противоречит известному слабоосцилляционному возвращению уровня гликемии к базальному значению в норме. Хотя эта модель была несколько модифицирована около двадцати лет назад медиком из Москвы профессором Древалем [6], до последнего времени  принципиального развития она не получила. В современной литературе по моделированию процессов углеводного обмена она даже не упоминается.

Вторая модель, рассмотренная Дришелем и позже примененная в работе [7] для описания гликемической кривой ПТТГ – модель 2-го порядка типа "затухающих колебаний гармонического осциллятора"
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которая дает осцилляции, подобные гликемическим на рис.1-3, но не может воспроизвести экспоненциально спадающий участок гликемической кривой ВТТГ. Кроме того, динамическую модель ауторегуляции уровня гликемии 2-го порядка не удается обосновать физиологически. Поэтому такая простая гармоническая модель динамики гликемии непригодна в диабетологии ни для целей инсулинотерапии, ни для диагностики. Она заслуживает внимания только потому, что все современные достаточно сложные модели углеводного обмена [4, 8] при описании динамики гликемии, в конечном счете, сводятся к ней. В основе построения этих моделей лежат две догмы: 1 – осцилляции может воспроизводить лишь динамическая модель с порядком не ниже второго, 2 – динамика изменения гликемии определяется уровнем инсулинемии. Можно показать, что обе они противоречат действительности. Поэтому, хотя за счет подбора значений большого числа параметров эти модели и позволяют формально воспроизвести всю гликемическую кривую глюкозотолерантного теста, они физиологически неадекватны и не могут быть положены в основу эффективной диагностики и инсулинотерапии сахарного диабета. 

Таким образом, уже давно существует простая, используемая в медицинской практике, но узко ограниченная, феноменологическая математическая модель ауторегуляции уровня гликемии 1-го порядка. Естественной представляется работа по ее усовершенствованию, обобщению, повышению степени физиологической адекватности, достижению универсальности. Только на основе такой универсальной феноменологической модели и осознания физиологического смысла всех ее элементов возможно построение полноценной адекватной интегрально-синтетической модели. 

В последнее время в наших работах [9,10] была разработана принципиально новая однокомпартментная математическая модель динамики уровня глюкозы в капиллярной крови. Она является естественным усовершенствованием и обобщением простой экспоненциальной модели, применяемой в диабетологии. Новая модель аналогично экспоненциальной является минимальной математической моделью ауторегуляции уровня  гликемии. Участие в процессе регуляции уровня глю​козы в крови многочисленных эндогенных факторов, включая также и инсулин, учитывается, но описывается опосредованно, в соответствии с физиологическими представлениями, в конечном счете, через саму глюкозу. Одно из главных оригинальных усовершенствований состоит в учете известной инерционности механизма ауторегуляции уровня гликемии и нахождении адекватного ей математического аппарата в виде дифференциально-разностного уравнения 1-го порядка с запаздывающим аргументом относительно отклонения 
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Здесь 
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 – так называемая, начальная функция. В этой модели (4) также, как в экспоненциальной, интенсивность утилизации глюкозы в крови прямо пропорциональна отклонению ее концентрации от ее базального значения, но не в данный момент времени, а в предшествующий, на 
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 минут раньше. Время запаздывания в системе механизма регуляции 
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 зависит, вообще говоря, от величины 
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: оно изменяется от физиологически минимального в 1 минуту при больших отклонениях до максимального около 20 минут при базальном значении гликемии. Поэтому при больших отклонениях уровня гликемии от его базального значения решение уравнения (4) имеет практически экспоненциально спадающий характер, а при малых отклонениях и значительном значении времени запаздывания – осцилляционно затухающий вид. Таким образом, данное усовершенствование экспоненциальной модели уже позволяет качественно воспроизвести всю гликемическую кривую ВТТГ после инъекции (рис. 2).

Для количественного согласования гликемических кривых с величиной глюкозной нагрузки модель (4) была дополнительно усовершенствована. Простой расчет показывает, что во время инъекции происходит еще более интенсивная утилизация глюкозы, чем после ее завершения, практически мгновенная, определяемая величиной скорости ее поступления в кровь. Эта дополнительная, мощная утилизация глюкозы физиологически, несомненно, обусловлена первой острой фазой известной двухфазной  секреции инсулина поджелудочной железой при ВТТГ. Вторая фаза секреции инсулина, по-видимому, определяет ранее учтенную утилизацию глюкозы согласно  формуле: 
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. При учете поступления в кровь экзогенной глюкозы и ее дополнительной утилизации модель (4) принимает вид:
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Оба усовершенствования экспоненциальной модели вместе позволяют воспроизвести всю гликемическую кривую ВТТГ, включая участок процесса инъекции и максимальный подъем кривой (рис. 2), не только качественно, но и количественно, в первом приближении. Для уточнения модели (5) следует учесть также инсулиннезависимую утилизацию глюкозы и прохождение глюкозы в мочу при превышении почечного порога реабсорбции. Оба эти процесса носят пороговый характер и им также присуща некоторая инерционность, обусловленная конечным временем распространения возмущения концентрации глюкозы по кровеносной системе. Учитывая, что за одну минуту сердце человека перекачивает практически весь наличный объем крови и, полагая, что за один такой пассаж происходит ее полное перемешивание, можно принять время запаздывания в этих процессах равным одной минуте. Окончательно, с учетом возможного различия времени запаздывания 
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 в процессах регуляции и контррегуляции, модель динамики гликемии принимает такой вид:
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Индекс "–" везде берется при положительных значениях функции 
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, а "+" – при ее отрицательных значениях, в соответствии с направлением изменения уровня гликемии при этом. 
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 – почечный порог глюкозурии и порог инсулиннезависимой утилизации глюкозы соответственно, 
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EMBED Equation.3[image: image46.wmf] – числовые коэффициенты. Модель (6) учитывает все основные физиологические процессы, составляющие углеводный обмен, характеристиками которых являются параметры: 
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 – коэффициент интенсивности утилизации глюкозы, контролируемой инсулином, при ее экзогенном поступлении, 
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 – параметры интенсивности обратной отрицательной гормональной связи в системе регуляции уровня глюкозы в крови, 
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– время запаздывания в этой системе регуляции, обладающей инерционностью, которое хорошо описывается эмпирической формулой 
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 – числовые постоянные. Более конкретный физиологический смысл параметров модели (6): 
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 и 
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t

 – коэффициент интенсивности и время запаздывания в гипогликемической регуляции, осуществляемой инсулином при гипергликемических отклонениях уровня глюкозы в крови от базального значения, 
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 и 
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t

 – коэффициент интенсивности и время запаздывания в гипергликемической регуляции при гипогликемических отклонениях, осуществляемой контррегуляторными гормонами в процессах гликогенолиза и глюконеогенеза, 
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 – параметр, характеризующий интенсивность глюкозурии при превышении концентрации глюкозы в крови почечного порога реабсорбции 
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, 
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 – коэффициент интенсивности инсулиннезависимой утилизации глюкозы при уровне гликемии выше порогового значения 
[image: image59.wmf]u
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В случае перорального введения глюкозы модель (6) сохраняет свой вид, однако при этом изменяются функция введения глюкозы (теперь функция всасывания глюкозы в кишечном тракте) и коэффициент интенсивности утилизации глюкозы 
[image: image60.wmf]a

.

В каждый момент времени 
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 уравнение с начальной функцией (6) сводится к элементарной задаче нахождения неизвестного значения функции 
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Интеграл в правой части формулы (7) вычисляется с помощью квадратурной формулы трапеций. Согласно данному алгоритму была составлена программа вычислений на ПЭВМ, по которой проводится численный анализ. В процессе численных экспериментов находятся числовые значения параметров задачи, соответствующие клиническим гликемическим данным. Эти параметры имеют конкретный физиологический смысл, численные значения каждого из них определяют вид гликемической кривой на соответствующем ее участке. Они легко и практически однозначно находятся по клиническим данным проведенного теста. В частности, величина параметра 
[image: image64.wmf]a

, второго по значимости после базальной величины уровня гликемии в диагностике состояния механизма регуляции углеводного обмена, определяет максимум посталиментарного подъема уровня глюкозы в крови. 

Новая модель хорошо воспроизводит гликемические кривые ВТТГ и ПТТГ конкретного пациента при соответствующем подборе значений ее параметров согласно его клиническим данным (рис. 2, 3).

При этом для данного пациента все параметры, за исключением 
[image: image65.wmf]a

, инвариантны относительно типа, проведенного теста. Параметр 
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 имеет разные значения при пероральном и при внутривенном введении глюкозы. При пероральном тесте его значение значительно больше, чем при внутривенном, что физиологически обусловлено более мощной секрецией инсулина при этом [1].

В заключение отметим, что наша модель является лучшей, не имеющей аналогов  моделью динамики гликемии. Кроме того, благодаря физиологическому осмыслению всех ее составляющих и адекватности клиническим данным, она превосходит также и известные модели углеводного обмена, номинально относящиеся к более высокому классу математического описания. Наша модель, по-видимому, впервые может полностью воспроизводить всю гликемическую кривую глюкозотолерантного теста (как ПТТГ, так и ВТТГ), не только качественно, но и количественно согласованную с величиной глюкозной нагрузки (рис. 2, 3). Она впервые описывает полностью весь суточный гликемический профиль (рис. 1). Поскольку все элементы этой модели, выраженные через уровень гликемии, имеют вполне определенный физиологический смысл, возможна их запись в явном виде через инсулин и конт3ррегуляторные гормоны. Т.е. эта модель динамики гликемии может стать основой интегрально-синтетической модели углеводного обмена столь необходимой для диабетологии.
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