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1. Введение
Задача планирования выполнения работ на за­

данный период времени является актуальной для 
многих предприятий. Специфика технологических 
процессов и критериев их оценки порождает боль­
шое разнообразие постановок задач эффективного 
планирования работ [ 1]. В ряде случаев известные 
модели, пепользующиеся в календарном планиро­
вании, пе являются адекватными реальным прак­
тическим задачам. Следовательно. возникает про­
блема разработки новых математических моделей 
указанного класса н использования их в системах 
поддержки принятия решении, ориентированных 
на различные предметные области. Одним из путей 
построения математических моделей задач плани­
рования работ в различных постановках является 
использование результатов геометрического проек­
тирования |2].

Целью настоящей работы является разработка 
класса м атемат и чесних моделей о пт и м 11 за цио иных 
задач планирования работ на основе конструктив­
ных средств геометрического проектирования и 
лрпменеипе указанных моделей в интеллектуаль­
ных системах поддержки принятия решении.

Как следует из [2]. задачи геометрического про­
ектирования связаны с преобразованием геометри­
ческой информации. При этом модели геометричес­
кого проектирования могут использоваться и в более 
широком классе случаев, т. е. в задачах, не использу­
ющих непосредственно преобразование геометри­
ческой информации. К задачам указанного тппа 
можно отнести задачи эффективного планирования 
работ, суть которых состоит в следующем.

2. Постановка задачи
Пусть имеется множество работ Pl . і е«/л. связан­

ных определенной технологической последователь­
ностью, которые необходимо выполнить в течение 
периода врелгени Т. Для каждой работы Р, заданы 
продолжительность Д/( и потребности в ресурсах 
различных впдов ,i zJn, j & Jк. На ресурсы G} на­
кладываются ограничения вида Gj <G™*, jeJk. 
Необходимо определить моменты времени начала 
всех работ t j. і є J п. с учетом технологической после­
довательности и ограничений иа ресурсы таким об­
разом, чтобы все работы были выполнены к Концу 
планового периода и чтобы выбранный критерий 
достиг своего экстремального значения.

3. Математическая модель
Для решения данной задачи построим следую­

щую математическую модель. Каждой работе Р( по­
ставим в соответствие параллелепипед П( вида

П£ = (ж є Rk+i: 0 < < g’J, j&Jk, О }. (1)

Будем считать точку с координатами 
(0. О,..., 0) полюсом параллелепипеда Л,. Рас­
смотрим параллелепипед ГЦ следующего вида:

По = UzRM-.0<Xj <G““S, jeJt,0S^+1 ST).(2)

Длины ребер параллелепипеда ГЦ соответствуют 
объемам имеющихся ресурсов Gи ддпіне периода 
времени Т. Транслируем параллелепипед вида. {!) 
на вектор U' е /?А+1. тогда его описание примет вид.

П,(1/,) = {ггЯ4+І:0<хі -u{<.g{.jeJk.

0sIul-(, SAt,}. (3)

Полюс параллелепипеда ГЦ (U*) находится в точ­
ке Г1 еРк+і.

Разместим параллелепипеды П, в параллелепи­
педе ГЦ. учитывая условия непересечен ля п после­
довательность размещения. определяемую техноло­
гический последовательностью выполнения рябит 
Рг, Для этого укажем координаты полюса каждого 
параллелепипеда П{ (£/'), транслированного на век­
тор U1. і є Ja. Вектор U~..... Un) є/?л . где 
/V ~(k- + 1)-л. однозначно определяет размещение па­
раллелепипедов и. следовательно, последователь­
ность выполнения 'работ.

Среди всевозможных размещении параллелепи­
педов Ilt, удовлетворяющих условиям пелєресече- 
нпя. допустимой последовательности выполнения 
работ л. возможно, еще каким-либо ограничениям, 
необходимо выбрать такое размещение. которое до­
ставит экстремум выбранному критерию. Ес.ш в ка­
честве критерия эффективности выбран минимум 
времени выполнения всего комплекса работ, то ма­
тематическая модель задачи сводится к модели зада­
чи размещения параллелепипедов вида [З-б]:

P\Lr,t)=t min (4)

(J є /? v, t - max t-. + ДГ, (5)
‘4, 1

где D — область допустимых решений, которая опи­
сывается соотношениями Ф(.(Ul t IP) >0, іє/^, 

;є/,„ К/. ФО((По.Ы)йО, іє/„; t, +Д/, ST. 

ІО



МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЗАДАЧИ ПЛАНИРОВАНИЯ РАБОТ В СИСТЕМЕ ПОДДЕРЖКИ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ

t{ >ma-x.{bik{th + ДЦ)}, і, к Є J п. Здесь UJ) — 

Ф-функция параллелепипедов П;(СГ£),

Ф0! (С7°, С/*) — Ф-фуцкцня параллелепипеда Пі JJl) 

и объекта TIq ={Rk+i \cl По) о/гП0 [6]. Отметим, 

что указанная математическая модель может рас­
сматриваться как в идеализированной, так и в ин­
тервальной постановке [5, 6].

В качестве критерия оптимизации в задаче пла­
нирования работ можно выбрать также максимум 
эффекта от выполнения работ. В этом случае для 
каждого параллелепипеда П((СГ‘) задается функ­
ция характеризующая размещение паралле­
лепипеда П( в точке (U1}. Тогда критерий оптимиза­
ции представляет собой некоторую функцию от

Таким образом, построенная математическая 
модель позволяет моделировать п решать различ­
ные задачи эффективного планирования работ 
в отім санном классе задач методами геометрическо­
го проектирования. К данному классу задач можно 
отнести следующую задачу планирования работ, 
описанную в [7]. которая возникает при долгосроч­
ном планировании развития действующего пред- 
лрнятля электросвязи.

і
4. Применение математической модели 

в системе поддержки принятия решений 
при планировании развития сети электросвязи

На предварительных этапах проектирования 
развития сети электросвязи сформировано множес­
тво работ, которые необходимо выполнить в течевие 
заданного периода. Сформированные работы пред­
ставляют собой агрегаты, внутри которых возможна 
дальнейшая декомпозиция на составные частп и пх 
распараллеливание. Предполагается, что в каждый 
момент времени может выполняться не более одной 
работы - агрегата.

После декомпозиции глобальной цели на отдель­
ные работы (группы работ) необходимо произвести 
планирование пх реализации в течение заданного 
периода, разделенного на несколько отдельных 
этапов. В начале каждого этапа производится вы­
деление материальных средств для выполнения не­
которого набора работ в течение этого этапа и после­
дующих, если часть работ являются переходящими. 
В конце этапа определяется доход, получаемый от 
выполнения работ на этом этапе и предыдущих эта­
пах. Затем этот доход распределяется (возможно, 
с привлечением внещццх инвестиций пли не пол­
ностью) между, работами следующего этапа. Целью 
планирования является распределение работ по эта­
пам периода развития таким, образом, чтобы макси­
мизировать доход на последнем этапе.

Необходимо построить математическую модель, 
позволяющую учитывать технологическую ПОСЛЄДО- 
вательность работ, разное число и продолжитель­
ность этапов реализации проекта, возможность на­
копления предприятием собственных средств для 
финансирования работ, привлечение на любом из 
этапов внешних инвестиций с различными способа­
ми возврата кредитов и процентов по ним. Особен­
ностью постановки задачи является заведомо 
большая продолжительность планового периода по 
сравнению с длиной критического пути, определяе­
мого для аналогичного списка работ методами тео­
рии управления проектами, что дает возможность 
гибкого построения плана в зависимости от внеш­
них условий (схем кредитования, постоянных дохо­
дов и расходов).

Формально оппсанная задача представляется сле­
дующим образом. Исходными данными являются: 
и — количество работ; Т — длительность периода 
развития. 7’>0: — продолжительности
выполнения работ, Д/, >0, і є Jn; С ={cf} — стоимос­
ти выполнения работ. cf >0, і eJm — количество 
этапов в периоде планирования, длительность этапа 
Д/ -Т /пг; В ~(blk ) — порядок выполнения работ, 
причемbik = L если работа А- предшествует работе і 
ublk =0 в противном случае, кА е/,(: s0 — фикси­
рованные доходы в начале каждого этапа; — 
фиксированные расходы в конце каждого этапа; 
И’ ={щ( } — единовременный доход от выполнения 
і-li работы, w{ > 0, г є Jn; V - {uf} — средний постоян­
ный доход на каждом этапе от выполнения і-й рабо­
ты. ьу >0. і eJ„; Е } — средние дополнительные 
затраты на каждом этапе при выполнения г-н рабо­
ты, І п; /?0 >0 — стартовый капитал в начале 
периода.

Переменными модели янтяютея: Т ={/г} — мо­
менты начала работ, >0, і <=Jл: = } — дополни­
тельные средства, привлекаемые в начале этапов, 
«S*j ^0, j є J m.

Ограничениями модели являются: + Д/^ <Т, 
і є Jn — все работы должны завершиться к концу пе­
риода; (( > шах{&гД.(^ +Д^), iJi &J„ — все работы 
должны выполняться в технологической последова­
тельности; Rj >0. j є. J m — сумма средств на каждом 
этапе должна быть неотрицательной, с учетом креди­
тов; проценты по кредитам должны быть возвраще­
ны к концу периода пли, неврзвращецньш остаток 
вычитается из суммы последнего этапа.

Конкретизируем модель (4)-(5) для приведен­
ной выше задачи планирования. Поскольку в задаче 
все ресурсы выражены в денежном эквиваленте, т. е. 
к - L то каждой работеPL можно поставить в соответ­
ствие прямоугольник П; сЛ\ соответствующий 
параллелепипеду (1) вида
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П, -{^ є/?2:0<;г.j ^сг>0<^2 (6)

Его длина равна продолжительности работы AZ,, а вы­
сота — стоимости выполнения работы с1. Параллеле­
пипеду По вида (2) соответствует прямоугольник

По ={ї Є/?2:О<Х1 sC^.OSxj ST). (7)

Период планирования Тразбит иа m одинаковых 
этапов,, которые влияют на опенку эффекта от вы­
полнения работ и не ограничивают установление 
сроков, начала, и окончания работ. Возможность 
привлечения дополнительных ресурсов Sj иау-м эта­
пе позволяет нарушить ограничение и. увеличить 
высоту прямоугольника По (пли уменьшить высоту 
прямоугольника U; j в пределах j-ro этапа. В связп 
с тем. что на предварительном этапе работы агреги­
рованы и в каждый момент времени может выпол­
няться только одна работа-агрегат, прямоугольники 
П, размещаются в прямоугольнике Пг) в одну ли­
нию. Трансляции прямолтольнцков вида (6) 
выполняются только в одном направлении, вектор 
трансляций Ue в этом случае определяется значени­
ем . С‘ =(0. і,) е/?2. В результате трансляция полу­
чим прямоугольник Вида:

Пг(Г,)={хє772:О.<х1 <сг.()<^1~([ <ДСе). (8)

Для каждого прямоугольника П( (£/') определим 
функцию /;(tr. At(, зЦ — эффект от размещения по­
люса прямоугольника П; в точке /() иа j-м этапе. 
В соответствии с условием задачи, под эффектом у-го 
этапа понимается сумма средств, полученных на 
этом этапе, которая может быть истрачена, или на­
коплена иа последующих этапах. Целевая функция 
представляет собой максимизацию эффекта послед­
него этапа.

Таким образом, рассматриваемый вариант зада­
чи планирования работ в терминах геометрического 
проектирования может быть представлен следую­
щим образом. Разместить. прямоугольники П;. 
і eJ п. вида (15) в прямоугольнике По вида (7) с уче­
том задан ной гн ><• ледова гельностп при условии непс- 
рессчепия таким образом. чп>бы функция

ДЦ. srH} приняла максимальное значение.
Математическая мидель задачи примет следую­

щий вид:

f'{U.l]^fmUn^trl.s„,)=Rrn -> шах (9) 
Ю.

U . t. =max/j + Д/р (10)
п

где Л* = 2п, S = (S], s2 sCT) є/?"7. D — область до­
пустимых решений, которая описывается соотноше­
ниями

0y(£Z\^)>aieJn_v уе/п,/:</ (11)

Ф^(О-\СГ}>0,1^г (12)

^+.Aff. <Т, (13)

1. >max[b(A.(^ + At*)}. і,к eJa, (14)

т?7го. (15)

Здесь Фу(6г1.77-') — Ф-функция прямоугольников

ПДСД). П,(1У)вида (8). Ф0ДО'°, Г) - Ф-функция 

параллелепипеда П,(СГ) п объекта 
Пд = (Я2 \clПо) и/гП0. Функция (Гг, At.,.. ) 

с учетом условия .задачи примет вид:

+(s0 -в0) +

“і V 2 2 J V 2 2 J

+2>І3)^ -ez) + XaJ45(-c() + ^ (16>
7=1 1=1 jr=J :

ГДЄ

я.р
0,

1
ecniif. < At •()-!)

0 Д/-(j -1) <tt+ Д/. < Д/ • j;
В противном случае;

— работа начата на этапе до), закончена па)-м этапе:
(2) fl если/,- >Д/-(./-1)пt} + At,- <At-/.
1 (0. в пропгвном случае:

— работа начата и закончена на J-м этапе;
=fl, если/,+AZ, <Д.Г()-1):

i ) 0. в противном случае: /

— работа начата и закон ясна на этапе до j; 
п.ґ"=І1’ Е‘СЛпД/-(7-1)</і <AZ-jutt +Atj >A/-j;

i 10, в противном случае;

— работа начата иа j-м этапе и будет закончена на 
этапе после j;
Ку2 — функция, определяющая дляу-го этапа поря­
док выплаты 5-го кредита, полученного на г/-м этапе. 
Характеризует возврат внешних инвестиций за 
предыдущие (j-Ь этапов.

Функция (1(5) эффекта ,/-го этапа не является 
гладкой, вид функции Л,/2 зависит от конкретной 
ситуации на рынке банковских услуг.

Для решения задачи (9) (10) выберем методы 
комплексов я штрафных функций, поскольку они 
хороше» проявляют себя иа функциях сложного вида 
[8J. Метод штрафных фушший удачно справляется 
с «овражным» эффектом, а метод комплексов пока­
зывает быструю сходимость. Выбрашзые методы 
предусматривают генерацию стартовой точки, удов­
летворяющей системе ограничений.

Традиционно задачи планирования решаются 
с использованием аппарата теория управления про­
ектами [9]. Однако в данной постановке задача имеет 
особенности, позволяющие применить для ее решения 
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цнрл подход: максимизируется .эффект последнего 
этапа; период развития заведомо длиннее критичес­
кого пути реализуемого проекта; производится пе­
рераспределение средств после каждого этапа; учи­
тываются доходы и расходы от выполнения работ; 
возможность привлечения внешних средств иа лю­
бом из этапов; на этапах происходит накопление де­
нег для последующего вложения в производство.

Тем не менее, прп расчетах используются эле­
менты традиционных методов календарного плани­
рования. Это необходимо для определения ранннх и 
поздних сроков начала работ с целью корректного 
задания диапазонов изменения переменных lt.

Математическая модель (9) -(15) и метод решения 
задачп планирования работ реализованы програм­
мно и включены в комплекс программ «Феодосий­
ский вариант-32», предназначенный для решения 
задач проектирования, эксплуатация и развития 
проводных сетей электросвязи. Данный комплекс 
программ в настоящее время используется в под­
разделениях ОАО «Укртелеком».

5. Заключение
Отлпчпе рассмотренной в статье задачи планиро­

вания работ от традиционных задач календарного 
планирования привело к необходимости построения 
новой математической модели и привлечения аппа­
рата теории геолгетрическоіо проектирования.

Построенная в работе математическая модель за­
дачи эффективного планирования работ и приве­

денные методы ее анадцза могут быть использованы 
при разработке интеллектуальных систем поддер­
жки принятия решений, ориентированных на раз­
личные предметные области, в которых применяют­
ся указанные подходы.
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