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НА ВЫ СШ ИХ Г А РМ О Н И К АХ

Нелинейные системы с переменными во времени параметра­
ми встречаются во многих устройствах современной радио­
электроники и вычислительной техники. В работах [1—5] про­

водилось исследование нели­
нейных колебательных систем, 
работающих в первой и в выс­
ших зонах параметрического 
возбуждения. При рассмотре- 

 ̂ нии высших гармоник возни- 
г кают трудности математиче­

ского характера, поскольку 
анализ колебаний в высших 
зонах неустойчивости связан 
с необходимостью произво­
дить громоздкие математиче­
ские выкладки.

В настоящей статье исследованы переходные процессы и ус­
тойчивость нелинейной параметрической системы, работающей 
на первой и высших гармониках.

Рассмотрим нелинейное параметрическое устройство, пред­
ставленное на рис. 1, работа которого описывается системой 
дифференциальных уравнений:

SW, ^  (В, +  Вп)  +  f',/A =-- Um S i n  (ш* +  ? ) ;

5  Г 2 ™  (В, -  Вп ) 4- i ,R ,  - Ь -£■ J h d t  =  0 ; i, Wj +  U iV2 =  I Hr,

Здесь Bi, В ц, H\, Яц — индукция и напряженность магнитного 
поля для первого и второго сердечников; S  — сечение, I — j 
длина средней магнитной линии сердечника. Остальные обо­
значения ясны из рис. 1.

Аппроксимируя нелинейность гиперболическим синусом Н = 
= ashpB и вводя обозначения

x  =  P ( S I +  f in ), y  =  $(Bi  — B u ), т =  и>*

¥
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'Рис. 1
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преобразуем систему (1) к  виду :

=  ^ OTSin  (* +  ? ) ;

(2)

а  +  Ti sh y ch ~  =  Um sin (-с +  s ) ;

ÿ + T2c h 4 - s h | - - - H ^ ( c h f s h f ) ^ 0)

где
r  =  « 1  ■ ГГ • Г!== « 2  . r  «р/ .
Tl SM^fo) ’ m S W >  ’ T S # 2«> ’ 72 C S W > 2’

л:, у  — первая и вторая производные по безразмерному време­
ни т — (at. Введение переменных х и у  позволило учесть направ­
ление включения обмоток: х определяет напряжение на обмот­
ках накачки, у  — на обмотках резонансного контура [4]. 

Предполагаемое решение системы (2) имеет вид
л- =  2В н sin х; у  2а п (х) s in t i t  +  2 b n (х) cos n - ,  (3 )

где 2B„ — безразмерная амплитуда сигнала накачки; а„ (т) ,  
Ь п  (т) —  медленно меняющиеся функции Т.

Подставив (3) во второе уравнение системы (2), разложим 
левую часть этого уравнения в ряд Фурье. Формулы для ги­
перболических функций следующие:

ch 4  =  Л> (Ян) 2 V )*/,, (Дн) cos 2/ех;
• ^ к - 1 -•

sh \  =  2 1<ik~x (а Л sln (2^ — ! )  т  Uo  (ЬП) - fk -1

+ 2 У] /2* (&„) соз2£/гх] +  2 ^  / 2*_1 (Ь„) соэ(2£ — 1)/гх [/0 (а„) +
А'—1 *=1 . . . . . .  -

+  2 II ( — 1)*/г* (ая)соз2^ х ] ,  (4)
А=1

где /2ь  /2я_1 — модифицированные функции Бесселя . В ыделив 
п - ю  гармонику, имеем

с !1 ~  \  =  (2/0(В и) {/*(<!„) /0 (*„) +  Д  ( - 1 ) /  [/2/—1 (а„)  +

+ l 2i+i( ctn)\I2J(bn)} +  2 2  (-1)'»<'»+,>/2/bb( 5 . ) U ^ * - i K )  +

+  h m +1 (fl« ) l  h ( b n) +  £  (Ьп) [ Ы - Ч Чт - 1)+\ ( a n) +
/  1

'И-
+  ( й „ )  +  / г ( т + ; ) - 1  ( « „ )  “Г ^ (m + /)  + 1 ( « n) l  ~
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— 2  ( —1 ) l + m I 2l - \  ( a n ) [ l 2 { l + m - 1) ( b n )  —  h {l +m )  (**)]>) Sin ПЧ
Z -1

+  (2/ 0 (BH){ /0 (a„) 11 (bn) f  Z ( - V V [ l2 i - 4 b „ H h j+ i ( b n) } I v (an))
i -1

+  2 2  ( -  1 ) - / 2гай (B H){[/2ra_ i (*„) +  /2*+1 (*„)] /о (ae) Ь
m=l

+  £  ( ~  j  (a ti)Wmlh(m-j)+1 (Ьп) +  (&„) 4~

+  /j(m+/)-l (£„) -f h(m + j) + l (bn)\ —  Ц ( — 1), + OT /ц~1 (£„) X

X [/*(/n+f-l) (# „ )  — (в „ ) ]} )  COS Их, (5 )

*. f 1, m  >  /; 
г д е  o ' ,  —  {n

m |0, m  $  /.

Поскольку мы предполагаем, что а„ (т ) ,  bn ( i )  — медленно
d  I jc и \

меняющиеся функции Т, при нахождении у  И ^ г ( С̂  ~7Г “I - / 
можно пренебречь ап (%) и Ьп (х). Отсюда

у  =  (4п а п — 2n-bn) cos гат 4- (—4nbn — 2п?ап) sin nt .
С учетом (4), (5), из второго уравнения системы (2) после 

преобразований получим укороченные уравнения, в которых 
удержаны члены с коэффициентами 10(В „), 1гп( В а) , 1Ап(В*) :

H D - E Q  ; P E - G H
P D - G Q '  п P D - G Q  ‘ W

Обозначения в уравнениях (6) следующие:
Р  =  уЛл; Q = — 4/г -f- ?В Н  =  2п2ап — т2<? 4- /г^С;

G — Ап +- уЛг-; D = -)-Вс; Е — 2n-bn — С — n jS .
Здесь

5  =  2/0 (В„) S 0 +  2 ( - 1  )«+>/*„ (В„) 4- 2/4й (В н) 5 , ;

С -  2/0 (В„) С0 4- 2 ( -  1)" /2я (В„) С, +  2/4я (В в) С ,;

Л , =  /0 (В в) 4 0 + ( -  1 )«+У2я (В н) Asl  +  /4В (В„) Л ,,;

-  /0 (В н) Лс0 4- (— 1)"/2л (Вн) .4с1 4- 1Кп (В„) Л ,2;

В , =  /0 (В н) В *  -  ( -  1)" И/2,  (В н) В „ +  l tn  (Вн) В ,г;

Вс. =  /0 (Вн) Ве0 4- ( — l ) '1 h n  Ш  В е1 4- Лп (Вн) Вй ;
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=  [Л, (ап) -f / 3 (а„)] / 0 (bn) -f 2  (—1) ; [ h j - 2 (ап) +
/-і

f  2/оу (я„)  "Г І 2 і+ 2 (û /г)] I'ij (^л)>

Âgm t^m—2 (ôn) “h 2,1 о,n (Яп) “1“ ^2(ffl +1) (û„) ] /e (Ьп)

— ( 1) г+т [/г(/—i) (û„) f  /л (a,,)] • [f ‘2(i+m—i) (bn) —

— fî(t+m) (#„)] ~r 1  ( —l) lf 2j(b n){/2(m~f)(ait) ! 2̂(m-/+l) (û„)] +
/ - 1

«•
+  (ал) +  h(m—n (л„)] 4- /2(,nf/-l) (0„) + 2І2(т+і) (ö„) +

+ /2(m + /+i) (a,,));

Л с0 ■= 2/, ( a n) I x ( bn) +  S  ( - 1 ) /  (a„) +
/ - 1

+  І2І+1 (л„)| * [/a/—1 (6„) +  /2,4-і (&„)];

і4ет =  2Л (a„)[/2„ _ i (bn) /2т+І ( ô „ ) l -  S  (— 1 )'+m [/2(/+m)-3 (an) -/,„1

~  h(i+m)+i ( a ^ l l u - i  (£„) +  S  ( — 1)/ [/2/-1 (a„) -f
/«І

4- /2/ + 1 (ая)] ' (£„) 4- 8̂ /2(ot-/)-1  (^n) +

T  h(m + i)-l (Pn) +  h(m+D +1 (М І!

^0  =  2/ 1 («„) /! (# J + ( —1)/ [/2/-1 (а„) +  /2/+1 (û«)] X 

X [/2/-1 (bn) +  I21+1 

^ *  =  2 [/2и_, (а„) f W i  (а„)] Л  (ft„) -  S  ( - l ) ' +m/2/-i (ая) X

X [/г(/+т)-2 (Ьп) — /2(/+т)+1 (Ьп)\ +  2  ( — I )7' [Ъ’п 11чт-П+1 (û„) +
)  =  \

V;

+  Ъ1т1-2(т-1) - 1 (ßrt) +  /s(/+m)-l (а„) +  /2(/+т)+1 (û„) X 

X {/2/-1 {bn) +  hi+\ (bn)Y,

I<){an) [ I0 (bn) +  h ( b n)\ + 2  (— 1 ) /̂ ’г/ (ap ) [hu - i )  (bn) +/ - 1
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+  2/ у (Ьп) +  /2{/+п (*„)];

В с т  — / о ( й я ) [ / 2 ( т  —1) ( ^ л )  +  2/-2«; ( ^ « )  ( '  /з (т+ 1)  ( ^ л ) ]  

—  2  ( — 1 ) , 'г т  [ / 2(/+ т—1; (# л) —  /‘2(/+ш) ( Я л ) Ы Л » - 1  ( ^ л )  +
/ 1

+  / 2г ( ^ л ) ]  +  - 2  ( — 1 ) ^ 2 ;  ( в л ) ! ^ 1 [ ^2(т—1) ( Ь „ )  +  1 ц т - ! + 1) ( ^ л ) ]  +  

+  Г/2(т—/—1) ( ^ л )  +  /2 ( т —/) ( ^ л ) ]  "Ь 1 ц т + 1 - 1) ( 6 л )  +  2 / 2(т +/) ( ^ л )  +

+  /2 (от+/+1)  ( 6 л ) } ;  

5 0 =  А  ( л „ )  / 0 ( 6 „ )  -+- ^  (  — I V  [ А / - 1  ( я л )  +  А / + 1  ( а л ) 1  А у  ( 6 Л) ;  

5 т  =  [/2т - 1  (ал) +  Аш-Ы («„)] /0 (6„) +  2  ( —1)/-̂ 2/ (Ь п )  X 

Х 18^Г1А (т-/) + 1 (л „ )-+  ^ „ ^ (т -л - х  ( а л) +  /г(т + /)-Х (а л) +

+  / г (т+ / )+ 1  ( а „ ) ]  —  2  (  —  1 ) , + т /2/ - 1 (О и ) [/ 2 (/ + т -Х )  ( Ь п )  —  12(1+т)  ( Ь  п )}\ 
/-Х

Со =  /»(««)Л (*„) + 2  (—1№у(а„)[/а/-1 (»„) + /2/+1 (*„)];
/=1

Ся =  /0(ая)[/2т_1 (*„) 4- /2«+1 (А„)]+ 2  ( - 1 ) ' ‘/2У(ая) X
/ 1

X  [5^_1/2(т_/) + 1 (6„) +  Ь Ч -г^ -п -г  (Ьп) +  /2(,„ + /)+1 (й„) Н

+  А(л1+/)-1 ( * „ ) ]  —  2  ( -  1 ) , + "г/2/-1 ( 6 , г)|/2(г г ш - 1 )  ( а п )  — 1-2(1+ ! » ) ( а п ) ] -
I л

Обозначив &= ~  из (6) имеем 
Ь п

НО — /-<3 — к (РЕ — б//) =  0. (7)

Уравнение (7) решено численными методами с применением 
ЭВМ. Придавая & различные числовые значения, получаем со­
вокупность изоклин. С их помощью были построены на плоско­
сти (Ьп, а п)  фазовые портреты для первых четырех гармоник 
в случае мягкого режима возбуждения и для первых двух — 
в случае жесткого с учетом и без учета затухания в резонанс­
ном контуре нелинейной параметрической системы.

Жесткий режим возбуждения колебаний соответствует та­
кому значению Вн на амплитудной характеристике [6] ,  при 
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котором данная параметрическая система может находиться 
в одном из трех состояний, два из которых устойчивые. Мягкий 
режим соответствует двум состоянии системы, одно из которых 
устойчивое. Для жесткого режима возбуждения колебаний /?2 
полагались равными 100, 15 ом, значения Вн = 2,5, 3,6 для я =  
= 1,2 соответственно. Для мягкого режима Я2 полагались рав­
ными 100, 15, 5, 1 ом, значения Ви = 3,6; 5, 5,9; 6,52 для я=1,2, 
3,4 соответственно. , - .

Рис. 3

На рис. 2, 3 приведены фазовые портреты нелинейной пара­
метрической системы для первой гармоники в случаях жесткого 
и мягкого режимов возбуждения колебаний соответственно.

В жестком режиме возбуждения параметрическая система 
имеет пять особых точек. При отсутствии активного сопротив­
ления в резонансном контуре система имеет три особые точки 
типа центра (одна из которых в начале координат) и два типа 
седла. Две пары однотипных особых точек располагаются в вер­
шинах ромба. Введение затухания деформирует фазовый порт­
рет, ромб переходит в параллелограмм, все точки типа центра 
становятся устойчивыми фокусами.

В мягком режиме возбуждения нелинейная параметрическая 
система имеет три особые точки; в начале координат находится 
особая точка типа седла, а две другие особые точки либо типа 
центра при Я2 = 0 (в отсутствии затухания), либо типа устой­
чивого фокуса при наличии затухания.

Следует отметить, что и для мягкого, и для жесткого ре­
жимов возбуждения колебаний фазовые портреты для нечет­
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ных и четных гармоник имеют сходный характер, но повернуты, 
приблизительно, на прямой угол при наличии активного сопро­
тивления в резонансном контуре и в точности на 90° при /?2 = 0. 
Ввиду того, что колебания в резонансном контуре параметри­
ческой системы имеют сложный спектральный состав, поиск 
решения у  в монохроматическом виде (3) приводит к погреш­
ностям, которые возрастают с увеличением номера гармоники 
генерируемого сигнала. Это обстоятельство приводит к затруд­
нениям при построении фазовых портретов для п > 2 в случае 
жесткого режима возбуждения колебаний и для п > 4 в случае 
мягкого.
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ЭК СПЕРИМ ЕНТАЛЬНАЯ О Ц ЕН К А  И Н Ф О Р М А Ц И О Н Н Ы Х  
ХАРАКТЕРИ С ТИ К А В ТО ГЕ Н ЕР А ТО РН Ы Х П Р ЕО БР АЗ О В А Т ЕЛ Е Й  

СИ ГН АЛ О В И Н Ф О РМ АЦ И И

Автогенераторные преобразователи (АГП) являются рас­
пространенными средствами формирования измерительной 
информации в измерительных (или управляющих) информацион­
ных системах [3]. Рассмотрим АГП с частотным информаци­
онным параметром в случае, когда изменение выходной часто­
ты происходит в результате подключения (отключения) частич­
но или полностью добавочной емкости Сд в контур 1С-авто- 
генератора с помощью чувствительного элемента /?-типа, 
например, терморезистора, фоторезистора, тензорезистора и т. д. 
В радиотехнике этот способ широко используется при манипу­
ляции частоты автогенератора и в синтезаторах частот при 
формировании дискретного множества выходных рабочих час­
тот [И- Для исключения влияния параметров ключа (эквива­
лента элемента Я-типа) в качестве рабочих используются толь- 
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