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В СЛО Ж НО Й  С Т РУКТ УРЕ

Рассмотрим задачу рассеяния монохроматического электро­
магнитного поля тонким идеально проводящим рассеивателем, 
который входит составным элементом в электродинамическую 
структуру достаточно общего вида. Частными примерами, укла­
дывающимися в рамки нашего исследования, являются штырь 
в прямоугольном или круглом волноводе, микрополосковый ди­
поль в интегральной схеме, вибраторная антенна над поверх­
ностью Земли или под ней. Наша цель — построение аналити­
ческого выражения для распределения тока вдоль проводника. 
С помощью приближения нитевидного тока эта задача сведе­
на к системе двух уравнений типа Халлена относительно сим­
метричной и антисимметричной компонент тока, которые реше­
ны методом итераций. Достоинство полученных результатов со­
стоит в том, что они охватывают случаи резонансного и нерезо­
нансного возбуждений и пригодны для любого возбуждающего 
поля.

В качестве общей модели регулярных электродинамических 
структур, в отсутствие рассеивателя, рассмотрим произвольную 
линейную стационарную среду, заполняющую все трехмерное 
пространство, которая в определенной области V является од­
нородной и изотропной. Чтобы не загромождать изложение упо­
минанием об идеально проводящих участках, среду полагаем 
всюду проницаемой для поля. Пусть сторонние источники созда­
ют в такой среде монохроматическое (~ е  электромагнит­
ное поле Д  Н ,(Я ), /?= (х, у, г), которое считается извест­
ным. Ось г прямоугольной декартовой системы координат х, у, 
з направим вертикально вверх.

Внесем в упомянутую область V' регулярной среды идеально 
проводящий рассеиватель (вибратор) в виде отрезка кругового 
цилиндра длиной 21 и диаметром 2а и введем следующие обо­
значения: /?2 и Я с — радиус-векторы соответственно цент­
ральных точек на нижнем, верхнем торцах вибратора и его се- 
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редины z'^Zi, s0 — орт вдоль оси вибратора, направленный от 
его нижнего торца к верхнему; и, v, s — связанная с рассеива­
телем прямоугольная декартова система координат, начало ко­
торой помещено в точку Rc. Координаты и, v определяют поло­
жение проекции заданной точки в плоскости, перпендикулярной 
вибратору, a s равно расстоянию (со знаком) проекции данной
точки на ось вибратора от его средней точки: R c = (R i + R\)/А
Sq=(R2 ~ R\)/\R .2 — R\\', S = s0-(R — Rc). Точки области Vs, 
занятой рассеивателем, определены, очевидно, условиями и2+ 
+ п2< а2, —K s < l .

Положим, что вибратор не пересекает область локализации 
сторонних источников. Тогда создаваемое ими поле при наличии
вибратора можно представить как сумму первичного поля Et,
lh  и рассеянного поля E s, Н,. Последнее удовлетворяет одно­
родным уравнениям Максвелла

4 X E s { R ) - i b o ? ( R ) - H s { R ) =  о -

v X H s ( R )  +  ik0U h - k ( R ) - = o  (1)
во всей области, внешней по отношению к вытекающим из 
них граничным условиям на поверхностях раздела среды, над­
лежащим условиям в бесконечности и условию обращения 
в нуль на поверхности рассеивателя компоненты суммарного
электрического поля Ei + E s касательной к этой поверхности.А -*■ Л —►
Здесь k0 = a /с; с — скорость света в вакууме; e(R) и ц(7?) — 
диадные материальные параметры среды, которые в области V 
сводятся к числовым постоянным е и р.

В согласии с приближением нитевидного тока, предполагае­
мый вид рассеянного поля таков [1]:

R a (s'))-s0/(s ')ds ',

H s(R ) =  \Gme(R, k a (s'))-2aI(s ')d s \  (2)

Здесь Ra(s') ■— переменная точка интегрирования на оси про­— _ А
водника, Ra(s') =Rc + Sos'; Gee — «электрическая» функция Гри­
на уравнений Максвелла для регулярной среды, определяемая 
как решением уравнения

V X r ‘ W ) ' V x i №  k ' ) - k f ( R ) - G eA R , R ')  =

=  (4 r.ik0! c ) I b ( R - R ' ) ,  (3)
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Которая изображает при R-^+oo уходящую Волну; «Магнито-А - -*■ Л
электрическая» функция Грина Gme(R, R ') сводится к Gee соот-

А -* —*■ Л -*■ Л -* -* а
ношением Gme(R,R') =V-~l(R ) ■ V  X  Gee(R, R ')/ ik0; I  — единич­
ная диада; 6 — дельта-функция Дирака.

Представление (2) характеризуется тем, что рассеянное по­
ле считается тождественным полю, созданному в регулярной 
среде нитью тока, который течет вдоль оси вибратора. Приме­
нительно к тонким рассеивателям (а<СГ % — длина волны 
возбуждающего поля в области, занятой вибратором), которы­
ми мы далее ограничимся, формулы (2), по-видимому, можно 
рассматривать как асимптотическое разложение точного реше­
ния соответствующей задачи. Для скалярного волнового поля 
доказательство этого факта содержится, к примеру, в работе 
[2]. Детальный анализ нитевидного приближения на основе ин­
тегральных уравнений макроскопической электродинамики про­
веден в работе [3].

Выражения (2) при произвольной функции I(s ) удовлетво­
ряют уравнениям Максвелла и всем условиям сформулирован­
ной выше краевой задачи для E s, Hs кроме последнего. Приняв 
во внимание только условие для компоненты суммарного элект­
рического поля вдоль So на боковой поверхности рассеивателя, 
получаем уравнение относительно I(s ) :
Г -* л — ~ ~ \I  V G« e № (s ), R a (s'))-S0l  (s ')d s ' — E i(s ), —/<s</. (4)
—i

Здесь R*s — точка наблюдения на боковой поверхности 
проводника, отвечающая переменному s и произвольным фик-

" .  9 2сированным u = «s, v = v̂ , таким, что -- а~; E i(s ) — зна­
чение продольной компоненты первичного поля в этой точке,
E i(s ) =s0E i(R ) | R=,pi(S). Дополнив (4) условием исчезновения 
тока на концах вибратора 1(1) = /(—/) = 0(5), приходим к зада­
че для неизвестной величины I(s ).

Используя уравнение (3) при Л е17, R '^ V  нетрудно получить 
представление для «электрической» функции Грина

Gee(R, $ ’) =  - ( * Ф ) Щ + { *9 > ) - 1у ? П Л Я , R')\ 

fe (Я , R') =  U  exp [ik IR - R '  |/4- I R - R ' I  + (R, R ’);

( R , R ' * V ) ,  (6)
Л -* -*■

где fe(R, R ') — диадная функция Грина для электрического век­А — —
торного потенциала; ne(R ,R ')  — некоторое решение уравнения 
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V 24- k2)ne(R, R ') =0, регулярное в области V по обеим nepé- 
менным. Подстановка выражений (6) в (4) преобразует по­
следнее к стандартному уравнению типа Поклингтона:

+ I к  (s’ s>) 1 (s' } ds' + w l L { s ’ s' ) n  s'] ds' ^
~ iw sE i(s ), — l < s < /, (7)

в котором
К  {s, s ' ) = K f (s — s') +  K r (s, s')-, K f (s — s') =

=  exp \ik i (s — s ')2 + a2]// (s — s ')2 + a2; K r (s, s') =

=  s0-Ke {Rs_(s), R a {s ') )- s0;
Г

L  (s, • ( £ ,  * . ( * ' » - У :  r , rt. ( 8>[Л lïsO),
V i  — компонента оператора V , действующая в координатах

«, п, s по «, », V j .  =  V  — so (à/ds).
Определив функции K e(s, s') =  [К  (s, s ' ) К  (~ s , —s']/2;

Ko (s, s') =  [K {s , s') — К  {—s, — s')]/2; L e (s, s ')= (L (s ,  s') +
4- / .(—«, —s')]/2; s,) =  [7-(s, s') — L (- s ,  —s')]/2; E ^ (s )=
=  [£,-($) + £« (— s)]/2; £<0) (s) =  \Ei (s) — Е г(— s)]/2, рассмот­
рим задачу относительно вспомогательных величин I le) (s) 
и /(0) (s), смысл которых выяснится позднее:

+  S ' )M ( S ' )  К  As, S ' )№ (s ' ) ]d s ’ +

т I
+ —  i  [L0 (s, s’) /<'> (s') -f Le (s, х ')/(0)( ^ ) ] ^ '  =  ^ £ 'И ( 5),ZZS _/

-  / < S < /; (9)

( ~  +  *2)  _f [Ko {S, s') /<*> (s1) + K e (S, s') M  (s')] ds' +

-f ,f y \Le(s’ s') Ee) (s’) +  Lq (s , s') Roi (s')]ds' =  iueEW (s),ÜS - [
- l < s < l ; (10)

I(‘) (D =  /(«) (—0 =  0; /(«)(/) =  /«’) (- / )  =0. (11)
Сложив уравнения (9) и (10), нетрудно проверить, что сумма 
I {e'>(s)+I{0)(s) удовлетворяет уравнению (7) для J(s ). Она же, 
6* -83



как следует из (11), подчиняется граничным условиям (5). Да­
лее, записав на основе (9) — (11) задачу для I {s)(—s), l (0)(—s) 
из единственности решений соответствующих задач, убеждаем­
ся, что 1{е)(—s )= F e)(s), F 0)(—s) = —F 0)(s). Таким образом, 
искомая функция I (s )  совпадает с F e)(s) + F 0)(s) :

I (s )  = M (s )+ M (s ) ,  (12)
причем F e)(s) имеет смысл симметричной, a I lo)(s) — антисим­
метричной компонент тока.

Пусть G (s, s') — любое из решений уравнения

| ^ 7- k-̂ jG (s, s') — 5 (s — s'), — l < s, s' < /, (13)

которое обладает свойством G(s, s') = G (—s, —5'). Обратив с его 
помощью оператор (d2/ds2+A2) в левой части (9) — (10), при­
ходим к системе уравнений типа Халлена для /(е), /(0):I
j K f  (s — s') I ie) (s') ds' =C[ cos ks\-Q(f) (s) — cp (s | /<''))—-Ф(5[/<°>);
-i

(14)
1
f К  f is  — s') F 0) (s') rfs7 = C-> sin ks -f Q{0) (s) — <f (s [ /(">)—-i

- Ф (д |/ (') ) ,  - l < s < l .
i

Здесь Q(' 0) (s) =  /u)E ) G (s, s') F ('-0) (s') ds'- Ct, C2 — произ-
-i

вольные постоянные; cp, Ф — функционалы, зависящие от s, 
и определенные тождествами

1 1 d
ср (s (ü )  EH S ds'U (s ') [K re(s, s') [d s "G (s , s " )- £ ÿ U s " ,  s')j;

■' (15)
'■ dФ (sI U)3E \^ds'U (s ' ) [K ro (s ,  s ' ) 4- \^ds"G(s, s " ) - j^ , L e(s", s']); 

K re{s, s ') =  \Kr (s, s') -f K r ( - s ,  s ' ) ] 2;
(16)

K ro(s, s') =  lA'r (s, s ' ) - K r (- s , —s')}'2.
Воспользовавишсь стандартным приближением, основанным 

на выделении статической части g(s—s') = \ / V (s — s ')2 + a2 
ядра K j(s—s'), перейдем от (14) к системе уравнений с малым 
параметром в правой части:

/(') (s) =  а (С, cos ks + Q<p) (s) -  F  (si /<'>) -  Ф (s j /<«>)];
‘ (17)

/<»> (S) =  а [C, sin ks + Q(0) ( S )  -  /• (s I /(0)) -  ф (S 1 /<*>)!;
- 1 < S < 1 ,
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где F — зависящий от s функционал, а а — малый параметр 
теории вибраторов:

F  (S К/) =  ? (s | (/) + \к , ( s -  s') и (s1) - g ( s -  s ' ) U ( s ) W ;

«=  1/12 ln (2/а-1)]. (18)
Условия (11) приводят к соотношениям

С, cos kl + Q(e) (l) - F  ( I I  /<*>) — ф (/1 /<°> -  0;
C2sin*/ t  Q(°> (I) -  F  (II/<°>) - O ( / | / W )  =  0. (19)

Для построения аналитического решения уравнений (17), 
(19) воспользуемся модифицированным методом итераций [4]. 
Вычтем из правой части (17) ее значение при s = l, которое 
равно нулю согласно (19). В результате имеем

/(«) (s) -  * \ C J e (s) -f Q(/> (s) - F a (sl /«■>) -  Ф л (s j /«»)];
(20)

№  (s) == a [C ,/0 (s) + Qjf» (s) -  F d (s M )  -  Ф а (s | /<*>)];

f  е (s) =  cos ks — cos kl, f  0 (5) =  sin Æs — sin Æ/;
Q f(s )= = Q ^ (s )- Q M (l) ,  p =  e, 0;

F d (s | U) ^  F  (s | U ) - F  [l | U), Ф й (s | U) ~  Ф(з\и)-Ф(1\и). (21)
Подставим в (20) формальные асимптотические разложения, 

отвечающие методу итераций:

/<*> (S) -  S  [Qp;,") (s) + (s) + qw (s )];
rt=0

(22)

F 0) (s) == S  аП+1 IC .P ^ ' (s) +  C2P<-> (s) + Q<a°) (s)].
n - 0

Это приводит к цепочке прямых формул для р№>, Q('?)(p, y =  
-с, 0):

Р {Г ] (s) == fe (s), Р<-> (S) =  / 0 (S), р;д) (s) =  Р<-> (s) =  0;

р т  (s) =  - F d(s\ Р'п-\) -  Ф Л  « I Р {п°1\ ) : (23)
Р (о?) (5) =  - F d (s I Р ^ , )  -  Ф,г (s I P ^ j ) ;  a =  1, 2..., р =  е, о; 

Q<,)(s) = Q M (s), Q(f)(s) =  Qÿ)(s);

(s) =  -  F d (s | Q<fi,) -  Фа (S | Q<,°> j); (24)

Q H  (s ) «  - •  I Q<ï . )  -  Фа (s  \ a =  l,  2...
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Постоянные Ci, % оставшиеся произвольными, находим под­
становкой (22) в уравнения (19):

г  ^  ДрQe С, =  — е̂Оо_ _̂РеЯей (25)1 — /"Ч/
Р е?о Р е Р о

Здесь
_  + “
Ае =  COS kl -  2 a "+I f/7 (/1 Р\ГУ) +  ф (l I P(eoe))];ЛаО

(26)
Л/ + “
Ag =  Sin kl - £  an + 1 [С (/1 P ^ )  -j- Ф (I I Pjf»))];

n = 0 ‘ '

Qe =  Qw (0 -  2  <*"+ 1 (/1Q<f>) + Ф (Ц Q<n))];n =■- 0
+ .  (27)

pe =  2  а "+ ч^ (/ |Л (Г )) +  ф (^7,Г ’))];«---0

Qe~*Qo’ Pe p0 при замене индексов «,e>-w.<ro>. Как следует из 
формулы (18), для любой функции С/(У), равной нулю при s=l, 
величина F (l/U ) определена выражением

F  (I | U) ш  J  ds’U (s ')[K f (I -  s') + K re (I, s') +

r d+ I  ds"G (I, s") ~ L 0{s\ s')]-. (28)

Удержав в каждой из бесконечных сумм в (22) первые два 
слагаемых, получим следующие приближенные выражения для 
£ц 2-

Ci -  -1 [аФ (I I Qlf)) -  Q«0 (/) ] -  “  QW (/) ф (/ ( /о);
—'-О

(29)

С2 =  ±  [аФ (I I QW -  Q<°> (/)] -  a V  (0 ф (* I Л ) !

Аг =  cos kl — а/-' (1 |fe), Д0 =  sin kl — аС (/1 / 0). (30)
Отсюда очевидным образом вытекают формулы для 
согласующиеся по точности с принятым приближением:
/ W ( s ) = a [ C 1/ e(s)+Q<f)(a)], /<°>(s)-a[C2/ 0(s) + (?<?>(*)]. (31) 
Они приводят к виду

i b i / I O  }1 0 (0 ' И\ сЬ 11! f  Л-



/(о) {s) =  « [v0 (S) + a.f0 (s) Ф (/|Q<f>)] -  Q<‘>(/)0 (life)-,
o L*oLXe

ve is) =  cos klQM is) — cos ksQM Ц), v0 (s) =  sin klQ^0) (s) —
- s i  nksQ<°>il). (33)

Взяв в качестве требуемого решения уравнения (13) функ-
(ию G(s, s') =  (112k) sin k | s — s' j, для vfj0 (s) получаем

S

ve (5) =  (ic/2w)[s]n k(s — I) § E {e) (s') cos ks'ds' —
—i

i
— sin k (s + /) J E^e) (s') cos ks'ds' + 2 cos kl cos ks X

5 ’ ’
I

x j  £"(f) (s') sin ks'ds']; (34)

v0 (5) — (ic/2w)[sin k (s — /) ( E {a) (s') sin ks'ds' +
—1

/ ■
+ sin k (s + /) J E (0) (s') sin ks'ds' — 2sin kl X

S'
I

У sin/esf £<0) (s') cos ks'ds']-,
S

w = V  p/e. Выражения для F (l\ fe,o), которые входят в состав 
\е , о, следуют из формулы (28) и здесь не приводятся.

Подчеркнем, что выражения (32) пригодны равным образом 
для резонансного и нерезонансного возбуждения. Резонансные 
режимы симметричной и антисимметричной компонент тока 
определяются соответственно уравнениями

cos kl — zF (I \ f e) — 0, sin kl — aF (ZI / 0) =  0. (35)

Отметим, что при К  г,, (s, s') — L e(s, s') = 0  четность возбужде­
ния и порождаемого им тока одинакова. В этом случае Ф(я| 
! / ) * 0,

/М (s) =  av, (s)/be, /<») (s) = av0 (5)/Д0. (36)
В общем случае, когда КгоФЗ или Ь еф0, при симметричном 

или антисимметричном возбуждении возникают обе составляю­
щих тока — /(е) и /(0). Оценим величину последних в каждом 
из следующих режимов: (а) вдали от резонансов, вблизи резо­
нанса симметричной (б) и антисимметричной (в) составляю­
щих. При симметричном возбуждении (Q(o) = 0) имеем: а) /(е>= 
= 0(а), /(0) = 0(а2); б) /<«) = 0(1), /<°> =0(a); в) /<е> = 0(а),
/(°) = 0(а). Видно, что в первых двух режимах симметричная
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компонента тока в а-1 раз превосходит по модулю антисим­
метричную компоненту (a” 1;» ! ) ,  a в последнем режиме они по 
порядку величины совпадают. Для возбуждения общего вида 
(0.{е)фЬ, ()(0)ф 0) получаем: а) /̂ > = 0(а), /(о) = 0(а); б) 1(с) = 
= 0(1), /(°> = 0(а); в) /(«>=0(а), /<°) = 0(1).

Если область V совпадает со всем трехмерным пространст­
вом, в приведенных выше формулах следует положить Кг = 
= Ь = 0. В частности, величины F (l\ fe,o) преобразуются к из­
вестному виду [4] :

F  (/ If'.o) =  J  К  f (I -  s') f t ,о (s') (is ’. (37)
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