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ùîäî ïîçèö³é íà âõîä³ òà âèõîä³ ïåðåõîäó ³ á³ëüø
ïîâíî âðàõîâóâàòè îñîáëèâîñò³ ïðåäìåòíèõ îáëàñ-
òåé.

Äëÿ ìîäèô³êîâàíèõ Å-ìåðåæ, ç ìåòîþ ñòâîðåííÿ
ìîäåëåé, çàïðîïîíîâàíî òà îáãðóíòîâàíî óìîâè
äîçâîëåíîñò³ çâ’ÿçê³â, ïðàâèëà ³íòåðïðåòàö³¿ êîì-
ïîíåíò ìåðåæ³ òà ïðîñòîðó ¿¿ ñòàí³â.

Ïðàêòè÷íà çíà÷óù³ñòü îäåðæàíèõ ðåçóëüòàò³â ïî-
ëÿãàº â òîìó, ùî:

– ñôîðìóëüîâàíî ðåêîìåíäàö³¿ ïî ïðàêòè÷íîìó
âèêîðèñòàííþ ìîäåëåé íà îñíîâ³ ìåðåæ ç êåðîâà-
íîþ ñòðóêòóðîþ;

– ìîäåëü âèêîðèñòàíî â çàñîáàõ ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü
â çàäà÷àõ ïîøóêó àëüòåðíàòèâ òà ðàö³îíàëüíîãî
âèçíà÷åííÿ ïîòåíö³éíèõ ïîñòà÷àëüíèê³â âèñîêî-
òåõíîëîã³÷íèõ âèðîáíèöòâ;

– ðîçðîáêà äîçâîëèëà çìåíøèòè ðîçì³ð ìåðåæ³ ïî
â³äíîøåííþ äî ³ñíóþ÷èõ ð³øåíü á³ëÿ 10% â ïðàê-
òè÷íèõ ðåàë³çàö³ÿõ çà ðàõóíîê ðîçøèðåíü ìîæëè-
âîñòåé òà âèêîðèñòàííÿ ¿õ êîìïîíåíò. Öå äàëî
çìîãó ñêîðîòèòè òåðì³íè âèð³øåííÿ ïðàêòè÷íèõ
çàäà÷ òà ï³äâèùèòè â³ðîã³äí³ñòü ð³øåíü íà îñíîâ³
âèáîðó ðàö³îíàëüíèõ øëÿõ³â òà àëüòåðíàòèâ ðîç-
â’ÿçàííÿ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷, ùî âèçíà÷àºòüñÿ ¿õ
ìîäåëþâàííÿì ìåðåæàìè ç êåðîâàíîþ ñòðóêòóðîþ.
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Ðàçâèâàåòñÿ ìåòîä âîñïðîèçâîäÿùèõ ïðåîáðàçîâàíèé,
êîòîðûé ïîçâîëÿåò àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷àòü âûðàæå-
íèÿ äëÿ ðÿäîâ, èìåþùèõ ïðèìåíåíèå â ïðèêëàäíûõ
çàäà÷àõ ðàäèîýëåêòðîíèêè. Ïðèâîäèòñÿ ÷èñëåííîå
îáîñíîâàíèå ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà íà ïðèìåðå äâóõ
íàèáîëåå èñïîëüçóåìûõ â èíæåíåðíûõ è ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ ðàñ÷åòàõ ôóíêöèé – Áåññåëÿ è íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ðàáîòå ôóíêöèè îòíî-
ñÿòñÿ ê ñïåöèàëüíûì [1]. Èõ ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî
èçó÷åíû, è òàáëèöû çíà÷åíèé èçâåñòíû [1, 2].
Îäíàêî ýòî íå ìåøàåò íàõîäèòüñÿ èì âïëîòü äî
íàñòîÿùåãî âðåìåíè â ñîñòîÿíèè èíòåíñèâíîãî
ðàçâèòèÿ. Â ñâÿçè ñ ïðèìåíåíèåì ôóíêöèé Áåññåëÿ
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè, ýëåêòðîäè-
íàìèêè, ãèäðî- è àýðîìåõàíèêè, òåîðèè ïîòåíöè-
àëà, ãåîôèçèêè òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü èññëåäî-
âàíèÿ ïîñëåäíèõ íå âûçûâàåò ñîìíåíèé. Ïðè
èçó÷åíèè ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ
íàóêè è òåõíèêè – â ôèçèêå, áèîëîãèè, ïðîèçâîä-
ñòâå, ñèñòåìàõ àâòîìàòèçèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ,
ìåäèöèíå, – èñïîëüçóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ
íîðìàëüíîãî èëè ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ [3].

Ôóíäàìåíòàëüíûå òðóäû ïî ñïåöèàëüíûì ôóíêöè-
ÿì ïîçâîëÿþò êëàññèôèöèðîâàòü èõ â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñïîñîáîì îïðåäåëåíèÿ: ñ ïîìîùüþ áåñêîíå÷íûõ
ïðîèçâåäåíèé; ïîñëåäîâàòåëüíîãî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ; ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé; íåîïðåäåëåííûõ è
îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ; äèôôåðåíöèàëüíûõ, èí-
òåãðàëüíûõ, ôóíêöèîíàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâ-
íåíèé; ñòåïåííûõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, à
òàêæå ðÿäîâ ïî îðòîãîíàëüíûì ôóíêöèÿì. Òàêîâû,
íàïðèìåð, âñåìèðíî èçâåñòíûé òðàêòàò Ã. Âàòñîíà
ïî ôóíêöèÿì Áåññåëÿ [4]; ñïðàâî÷íèê Ãðàäøòåéíà
È.Ñ. è Ðûæèêà È.Ì. ïî èíòåãðàëàì, ðÿäàì è
ïðîèçâåäåíèÿì [5]; òðåõòîìíèê ïî âûñøèì òðàíñ-
öåíäåíòíûì ôóíêöèÿì [6, 7], íàïèñàííûé øòàáîì
ñïåöèàëèñòîâ âî ãëàâå ñ èçâåñòíûì àíãëèéñêèì
ìàòåìàòèêîì Àðòóðîì Ýðäåéè íà îñíîâå íàó÷íîãî
íàñëåäèÿ êðóïíåéøåãî àìåðèêàíñêîãî ó÷åíîãî,
ïðîôåññîðà Êàëèôîðíèéñêîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî
èíñòèòóòà Ãàððè Áåéòìåíà.

Ñðåäè ñïåöèàëüíûõ âñòðå÷àþòñÿ ôóíêöèè, ïðàê-
òè÷åñêîå ïðèìåíåíèå êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ áîëüøèì
íàáîðîì ôîðìóë, êîòîðûå òðóäíî èçëîæèòü â óäîá-
íîì âèäå. Ïðè ýòîì ÷èñëåííûå ìåòîäû íå âñåãäà
ïðîèçâîäèòåëüíû. ×àñòî îíè òðåáóþò âûñîêèõ
çàòðàò ïàìÿòè, ïðèâîäÿò ê ïîòåðÿì ìàøèííîãî
âðåìåíè è, êàê ñëåäñòâèå, íåðàöèîíàëüíîìó èñ-
ïîëüçîâàíèþ ôèíàíñîâûõ ðåñóðñîâ. Íàïðèìåð, äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà  ñ ïîìîùüþ ðÿäà ïðÿìûì
÷èñëåííûì ñóììèðîâàíèåì ñ òî÷íîñòüþ äî 610
òðåáóåòñÿ óäåðæèâàòü 2 ìèëëèîíà ñëàãàåìûõ [8].

Ïîòðåáíîñòü ïîëó÷èòü ïðÿìûå àíàëèòè÷åñêèå âû-
ðàæåíèÿ, óäîáíûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ è àíàëèçà òîé
èëè èíîé ôóíêöèè, àêòèâèçèðóåò ïîèñê íîâûõ
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àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ñóìì èçáðàííûõ ðÿäîâ (âêëþ÷àÿ çíàêîïåðå-
ìåííûå) óæå ïîëó÷åíû ïðÿìûå ôîðìóëû â òåðìè-
íàõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåì [9, 10]. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿëîñü ñóììèðîâà-
íèå ðÿäîâ ïî âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì, îñíîâàííîå
íà ìåòîäàõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âîñïðîèç-
âîäÿùèìè ÿäðàìè (ÃÏÂß) [9].

Èñïîëüçóåìûé â äàííîé ðàáîòå ìåòîä âîñïðîèçâî-
äÿùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàç-
âèòèåì óïîìÿíóòîãî ìåòîäà è ìîæåò áûòü ïîëåçåí
òàêæå ïðè ðåøåíèè íàçâàííûõ âûøå çàäà÷.

2. Ïîñòàíîâêà öåëè è çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ

Ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ðàáîòå ôóíêöèè ñâÿçà-
íû ñ èõ ïðåäñòàâëåíèÿìè â âèäå ðÿäîâ, âû÷èñëåíèå
êîòîðûõ äàæå ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè
îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ïðèáëèæåííîé.

Öåëü äàííîãî èññëåäîâàíèÿ – âûâîä àëüòåðíàòèâ-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ôóíêöèé íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ è Áåññåëÿ íà îñíîâå ìåòîäà âîñïðî-
èçâîäÿùèõ ïðåîáðàçîâàíèé, çàäåêëàðèðîâàííîãî â
ðàáîòàõ [11, 12]. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé
öåëè íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1) ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíê-
öèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íå ñîäåðæàùåå
ðÿäà;

2) ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíê-
öèè Áåññåëÿ ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà;

3) ïðîâåñòè ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ äëÿ
÷èñëåííîãî îáîñíîâàíèÿ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóþòñÿ èçâåñò-
íûå ñïðàâî÷íèêè è òàáëèöû çíà÷åíèé [1, 2].

3. Ñóòü èññëåäîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíê-
öèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [1, ñ.738, ôîðìóëà
26.2.10]:
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Ñîãëàñíî [11, 12] èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:
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ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ÃÏÂß [9, 13].

Ïðåäñòàâëåíèå (2) ñîîòíîñèòñÿ ñ (4), à èìåííî: ïðè
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå èçâåñòíîå âûðàæåíèå äëÿ
ôóíêöèè Áåññåëÿ, êîòîðîå ïîëó÷åíî èç [14, ñ. 174,
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4. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ è âûâîäû

Äëÿ äîñòîâåðíîñòè àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åííûõ âû-
ðàæåíèé (3) è (6) ïðîâåäåì àíàëèç èõ âû÷èñëåíèé.
Òàáë. 1 ïðåäñòàâëÿåò ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ
ôóíêöèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷åííûõ

ïî íîâîé ôîðìóëå (3) â èíòåðâàëå 1x0 , ñ
èçâåñòíûìè òàáëè÷íûìè [1, ñ. 754].

Òàáëèöà 1

Òàáë. 2 äåìîíñòðèðóåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî
ôîðìóëå (6), ïî ñðàâíåíèþ ñ òàáëè÷íûìè [2, ñ.23-
58].

Переменная 
x 

Значения 
функции 
Р(х) 

согласно 
(3) 

Значения 
функции 
Р(х)  

соласно 
[1] 

Относительная 
погрешность

0 0,5 0,5 0
0,1 0,539933 0,539827 1,963 10-4

0,2 0,579470 0,579250 3,798 10-4

0,3 0,618224 0,617911 5,065 10-4

0,4 0,655836 0,655421 6,331 10-4

0,5 0,691979 0,691462 7,476 10-4

0,6 0,726376 0,725746 8,680 10-4

0,7 0,758809 0,758036 0,001019 
0,8 0,789128 0,788144 0,001248 
0,9 0,817260 0,815939 0,001618 
1,0 0,843218 0,841344 0,002227 
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Òàáëèöà 2

Èç ïðèâåäåííûõ äàííûõ âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ,
ïîëó÷åííûå ïî íîâûì ôîðìóëàì, ïðàêòè÷åñêè íå
îòëè÷àþòñÿ îò òàáëè÷íûõ, ïîëó÷åííûõ óäåðæèâà-
íèåì äîñòàòî÷íî áîëüøîãî, íî êîíå÷íîãî ÷èñëà
÷ëåíîâ â ðÿäàõ èç (1) è (5) ñîîòâåòñòâåííî. Ìèíè-
ìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé
ñîñòàâëÿåò 1,002.10-6, ìàêñèìàëüíàÿ – 0,002227.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå äàåò
âîçìîæíîñòü ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä âîñïðîèçâîäÿùèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû ïðè:

– ñóììèðîâàíèè ðÿäîâ;

– ðåøåíèè ñóììàòîðíûõ óðàâíåíèé è èõ ñèñòåì;

– ðåøåíèè ñóììàòîðíî-èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è
èõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå ñëîæíîé ñòðóêòóðû,

÷òî óïðîùàåò èçâåñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ è äåëàåò
èõ óäîáíûìè äëÿ äàëüíåéøåãî ÷èñëåííîãî àíàëèçà.

Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà íå
îãðàíè÷èâàåòñÿ çàäà÷àìè àíòåííîé òåîðèè, òåîðèè
äèôðàêöèè, ýëåêòðîäèíàìèêè è íàçâàííûìè âûøå.
Åå ìîæíî äîïîëíèòü òåïåðü çàäà÷àìè, ñâÿçàííûìè

ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòè-
êîé, ãäå èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Ïîëó÷åííûå äàííûå òàêæå ìîãóò áûòü
ïîëåçíû äëÿ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ÷åì îïðå-
äåëÿåòñÿ èõ ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.
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Переменная 
z 

Значения 
функции 

J0(z) 
согласно 

(6) 

Значения 
функции 

J0(z) 
согласно 

[2] 

Относительная 
погрешность 

0 1 1 0 
0,1 0,997502 0,997501 1,002 10-6

0,2 0,990025 0,990025 0 
0,3 0,977627 0,977626 1,022 10-6

0,4 0,960400 0,960398 2,082 10-6

0,5 0,938477 0,938469 8,524 10-6

0,6 0,912025 0,912004 2,302 10-5

0,7 0,881251 0,881200 5,787 10-5

0,8 0,846399 0,846287 1,323 10-4

0,9 0,807749 0,807523 2,798 10-4

1,0 0,765618 0,765197 5,501 10-4


