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ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 

ОДНОГО СЕМЕЙСТВА ПРЕДИКАТОВ, ВОЗНИКАЮЩИХ 

В ЗАДАЧАХ ИДЕНТИФИКАЦИИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ


В настоящее время широко распространена задача идентификации линейных динамических систем, которые описываются линейными дифференциальными уравнениями с постоянными коэффициентами. Обычно задача формулируется следующим образом. Зная вход  (правая часть операторного равенства) и выход системы, определить коэффициенты. При этом считается известным общий вид модели данной системы. Однако в ряде случаев возникает ситуация, когда прямое измерение выхода невозможно или чрезвычайно затруднено и неизвестен общий вид оператора системы. В этом случае говорят о решении задачи структурной идентификации системы.


Типичным примером могут служить сенсорные системы, где модель неизвестна, а выходом являются субъективные ощущения, не поддающиеся объективным измерениям. Подобная ситуация возникает в радиолокации и распознавании образов. Если существует возможность установить сравнительную реакцию системы на пары подаваемых входных воздействий,  то в этом случае задача структурной идентификации может быть решена [1]. Математически такая ситуация хорошо интерпретируется в виде двузначных предикатов определенной структуры, заданных на декартовом квадрате множества  входных сигналов H (будем отождествлять его с гильбертовым пространством 

[a,b]).

Рассмотрим бинарный  предикат E(x,y),  заданный на некотором подмножестве декартового квадрата HхH и действующий в  множество {0;1}. Следуя терминологии работы [2],  будем называть такой предикат линейным, если он имеет структуру






                   (1)

Здесь 

– линейное отображение в n–мерное евклидово пространство; D – стандартный предикат равенства



.
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   (2)


Цель данной  работы состоит в нахождении таких характеристических свойств предиката E(x,y), выполнение которых гарантировало бы, что  изучаемая  система описывается линейным дифференциальным уравнением с постоянными коэффициентами. 


1. Формальная постановка задачи. Пусть дана система, математическая модель которой имеет вид





(3)

где L – оператор системы; f(t) – вход.     


Перейдем от (3) к системе дифференциальных уравнений и запишем в матричном виде:




      
          (4)

Здесь 





Решение системы (4) имеет вид







      (5)


Равенство (5) можно переписать в координатной форме:                               



.

           (6)


Последний набор равенств представляет собой эквивалентную  запись  математической модели системы (3).Подробнее это описано в работе [3]. Используя  форму  (6),  будем формулировать характеристические свойства идентифицируемой системы.


2. Получение общего вида модели. В качестве множества входных сигналов H будем полагать совокупность  функций  x(t)  таких, что при  

 верно условие 

  Рассмотрим теперь семейство предикатов вида




             
       (7)

 при любом t; здесь D – предикат равенства (2) на Rn x Rn при любом t,

    

.


Изучим некоторые свойства этого семейства.  Непосредственная проверка позволяет  установить,  что  для любого t и произвольной функции из H семейство (6) удовлетворяет следующим условиям. 

Рефлексивность: Et(x,x) = 1.




(8)

Симметричность: Et(x,y) = Et(y,x).



(9)

  Tранзитивность: Если Et(x,y) = Et(y,z) = 1, то Et(x,z) = 1.
(10)

     Aддитивность:  Если Et(x1,y1) = Et(x2,y2) = 1, то

 



Et(x1+x2,y1+y2) = 1.




(11)


По существу эти свойства выражают линейность оператора  системы. Однако  семейство  обладает  еще  некоторыми нетривиальными свойствами. Заметим,  что для любого xєH и набора линейно - независимых функций  

равенство  

  эквивалентно системе уравнений вида 




j=1,2,...,n относительно неизвестных  

. Эта система имеет единственное решение в том случае,  если ее определитель не  0.  Для этого достаточно выбрать в качестве набора  линейно-независимых функций  
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любые функции, линейная  оболочка  которых L(g1,g2,..gn) не равна ядру оператора Ftx. Отсюда вытекает формулировка следующего свойства.


N–мерность. Существует  набор  линейно-независимых  функций 
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такой, что найдется единственный набор функционалов 

 , для которого справедливо  при  любом t равенство

  

=1,                                   (12)

функционалы 

  являются линейной комбинацией непрерывных функционалов вида  

 ,  поэтому  сформулируем еще одно свойство.


Непрерывность. Для любого 

>0 существует

>0  такое, что если 



.

(13)


Последние два свойства означают,  что оператор системы  есть оператор проектирования в n–мерное евклидово пространство.  Необходимо также учесть специфику разностных ядер.  Для этого нам понадобиться следующее свойство.


Однородность. Для любых 

 и для любых x*є H,  связанных с произвольной функцией x є H равенством




имеет место импликация: если



 .


   (14) 


Оказывается, что свойства (8) – (14) являются необходимыми и достаточными условиями для представимости произвольного семейства предикатов Et(x,y)  в виде (7).


Теорема 1. Для того чтобы предикат семейства Еt(х,у) был представим в виде (7), необходимо и достаточно выполнение свойств (8) – (14).


Доказательство. Необходимость. Пусть семейство предикатов Еt(х,у) имеет вид (7). Покажем справедливость свойства n – мерности. В качестве 
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 выберем линейно –  независимую систему непрерывных функций из линейной оболочки  
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.  Для любого x є Н равенство

  

                

означает, что 



   (15)

Поскольку функции 

и 

линейно– независимы, то система (15) относительно неизвестных 

  имеет единственное решение, представляемое в виде



,

где i – определители Крамера, а  – главный определитель системы (15).


Покажем справедливость свойства однородности. Пусть для любых 

 и произвольных x,y є Н , x*, y* є Н – определены. Тогда если 

 , то 



.

        (16)

Кроме того,





  (17)

Аналогично получаем



(18)

Учитывая равенства (16)–(18), выводим




а это  означает, что 





Однородность установлена, остальные свойства доказываются несложной проверкой. 


Достаточность. Пусть семейство предикатов Еt(х,у) обладает свойствами (8)– (14). Покажем, что в этом случае оно представимо в виде (7). Допустим, что для произвольной пары х,у є Н имеет место равенство

Et(x,y)=1.
На основании свойства n–мерности 

   

.

Отсюда, используя симметричность и транзитивность, получаем

   

.

Поскольку коэффициенты 

 подбираются однозначно, то 

. Приведенные выше рассуждения можно провести в обратном порядке, т. е. из равенств 

 вытекает Et(x,y)=1. Следовательно, Et(x,y)=D (Ft(x), Ft(y)), где 

 В силу свойства непрерывности функционалы 

  непрерывны. Покажем, что они и аддитивны. Действительно, для любых х,у є Н из свойств аддитивности и n–мерности вытекает




Единственность коэффициентов 

 означает  




.

Таким образом, 

 – непрерывные аддитивные функционалы над Н, тогда по теореме Рисса [5] они представляются в виде 



,

где функция 



Заметим, что при каждом фиксированном t система функций 

 линейно - независима, так как иначе нарушалась бы единственность коэффициентов в свойстве n–мерности. Действительно, в противном случае для какого–либо номера i є {1,2,...,n} выполнялось бы (без ограничения общности можно считать i=1) равенство





Но из рефлексивности для g1 вытекает Et(g1,g2)=1, т.е. 

 Указанное противоречие означает, что функционалы 

 и функции 

 образуют линейно - независимые системы.


Итак, установлено, что семейство предикатов Et(x,y) представимо в виде (7), с той лишь разницей, что не доказана пока разность ядер 

 Для доказательства этого факта воспользуемся свойством однородности. Выберем произвольную пару х,у є H и числа 

 , для которых 

,. Тогда справедлива следующая цепочка равенств: 
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   (19)

но
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(20)

Сравнивая соотношения (19), (20), получаем, что ядра интегральных операторов совпадают, т. е., функции 

 пропорциональны с коэффициентом пропорциональности, в общем случае зависящим от t1 и t2,  другими словами

 

.

(21)

Строго говоря, справедливость последнего равенства показана для почти всех 



Возьмем произвольные 

, для которых 

  На основании (21) можно записать



. 

Из этого соотношения вытекает, что 




Отсюда следует представление






         (22)

При любых х,у є Н равенства  

 и 




            (23)

эквивалентны. Следовательно, для любого t > 0 Еt(x,y)=1 тогда и только тогда, когда верно (23), что и означает справедливость теоремы.


Обсуждению вопросов экспериментальной проверки данных свойств посвящена работа [4].


Заметим, что система свойств (8)–(14) избыточна. Действительно, покажем, что симметричность и транзитивность вытекает из остальных свойств. Прежде всего заметим, что функционалы 

,  фигурирующие в свойстве n–мерности, непрерывны и аддитивны (а значит и линейны). Это обеспечивает справедливость следующего свойства: для любого числа 

 и любых   х,у є Н,   для которых Еt(х,у)=1 , верно и  



Пусть теперь Еt (x,y)=1, кроме того, Еt(–y, –y)=1. По аддитивности имеем Еt(х–у,0)=1 или, учитывая, что Еt(–х, –х)=1, получим Еt(–у, –х)=1, а значит Еt(у,х)=1. Симметричность доказана.


Рассмотрим х, у, z є Н, для которых Еt(х, у)=1 и Еt(у,z)=1. По аддитивности Еt(х+у, у+z)=1; учитывая Еt(–у,–у)=1, выводим Еt(х,z)=1, что означает справедливость транзитивности. Остальные свойства (8), (11)–(14) образуют несократимый набор характеристических свойств предикатов семейства (7).


Теорема 2. Свойства рефлексивности, аддитивности, непрерывности, n–мерности несократимы.


Доказательство. Рассмотрим соответствующие контрпримеры. Пусть каждый предикат семейства Еt(x,y) представим в виде

Et(x,y)=D(F1t(x), F2t(y)),                                 (24)

где F1, F2 – линейные операторы проектирования из Н в Rn. Очевидно, что данное семейство предикатов не рефлексивно, однако выполняются свойства аддитивности, n–мерности, непрерывности. Следовательно, рефлексивность не следует из данных свойств.


Допустим, что семейство (7) имеет вид 

 Еt(x,y)=D(Ft(x),Ft(y)).                                 (25)

Легко заметить справедливость рефлексивности, непрерывности и аддитивности, в то же время n–мерность не выполняется, так как не существует конечного набора функций {g1,g2,...,gn} є H, для которых при любой х є Н 




Рассмотрим семейство предикатов вида

Et(x,y)= D(Ft(x), Ft (y)),            
        
  (26)

где Ft– аддитивний, но не непрерывный оператор проектирования Н в Rn. Существование данного оператора показано в работе [6]. В таком случае рефлексивность, n–мерность и аддитивность выполняется, а непрерывность – нет.


Если в семействе предикатов (26) в качестве Ft взять непрерывный нелинейный оператор проектирования Н в Rn , то свойства рефлексивности, n-мерности и непрерывности будут выполняться, а аддитивности – нет.


Свойство однородности определяет разностность ядер интегральных операторов и поэтому не зависит от остальных свойств.   


3. Выводы.   Таким  образом,  получена система в  результате экспериментальной проверки характеристических свойств (8)–(14), которая аксиоматически задает вид предикатов семейства (7). Это позволяет осуществить процедуру структурной идентификации линейной системы в случае, если она представима в виде линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами. Для идентифицируемой системы можно  гарантировать,  что она имеет структуру (6),  или, что эквивалентно,  структуру (3),  т. е. представима в виде линейного дифференциального  уравнения с постоянными коэффициентами. Зная теперь структуру модели, можно перейти к определению коэффициентов уравнения, т. е. к решению задачи параметрической идентификации.
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