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ПЛОТНОСТЬ РАСП РЕД ЕЛ ЕН И Я СУММЫ КВАДРАТОВ ОШИБОК  
ПРИ РЕГИСТРАЦИИ СИГНАЛА В УСЛОВИЯХ НОРМАЛЬНОЙ  

МАРКОВСКОЙ ПОМЕХИ

При регистрации сигнала заданного вида в дискретные мо­
менты времени плотность раскрепления вероятностей результи­
рующего процесса имеет, очевидно, дельтаобразный вид. Нали­
чие помехи, аддитивно наложенной на сигнальный процесс, при­
водит к изменению плотности — ее уширению и смещению мак­
симума. Авторами исследовано влияние помехи на распределе­
ние дискретной квадратичной суммы в случае, когда помеха 
обладает свойствами нормального марковского шума.

Рассмотрим сигнал в(7), зависимость которого от текуще­
го времени t имеет детерминированный характер, и будем под­
вергать процесс 5(7) измерению в моменты времени где 
tn — nAt, ( п = 0, 1,..., (V), на протяжении интервала (О, Т), Т =  
=  №Д/. Пусть сигнал в(7) принимается на фоне коррелирован­
ного шума х(1) ; таким образом при измерении регистрируются 
величины

и(*я) =  5(Г„) + х у н). (1)

Охарактеризуем уклонение (отнесенное ко всей измеритель­
ной процедуре за интервал Т) зарегистрированного процесса б (1) 
с помощью величины

=  2 И * „ )  + * ( * л)]2 -  Е « 2 ( и  (2)
я —о и=-0

— суммы квадратов ошибок при наблюдении в условиях аддитив­
ной помехи. Выражение (2) определено так, чтобы в отсутст­
вие помехи величина 5^+1 обращалась в ноль.
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Целью настоящей работы является изучение статистической 
структуры величины 5N4.1. Хорошо известно (см. работу [1 ]), 
что если помеха х(1)  является 6-коррелированным процессом 
белого шума, то сумму 5 ^ +1 можно охарактеризовать в терми­
нах гамма-распределения. Значительно сложней обстоит дело, 
если случайный процесс х(Т) обладает «памятью» (последейст­
вием), что приводит, во-первых, к кумулятивному эффекту на­
копления влияния предыдущих значений дискретных реализа­
ций Х 0, Х и  . . . ,  Х п - \  в текущий п-й вклад, и, во-вторых, к особой 
роли исходного состояния в момент времени t —0, стационар­
ное распределение значений лг0 =  х (0) которого также влияет 
на статистическую структуру суммы Здг-и- Поэтому для плотно­
сти распределения вероятностей р (5 Лт+1) можно записать

I N  N  \

Р ( 5 д г + 1)  =  <  3  2 ! | 5  ( М  ! А- ( / „ ) ] !  г  I ]  5 -  ( Ь . )  ! > ,  ( 3 )
I 71 =  0 п=-'- и

где уголковыми скобками < ,  >  обозначена процедура усред­
нения по реализациям случайного процесса х(1)  на полуинтер­
вале 0 < ^ < Г  и в исходный момент  ̂=  0.

Задачу усреднения в (3) можно поставить, если задана ста­
тистическая структура процесса х(1).  В рамках этой работы 
будет принято, что х(1)  — нормальный марковский процесс 
с переходной плотностью распределения вероятностей [2]

W (л-„ / 2; x v ti)  =  — - у  - ~ - ехр
V  « ( 1  — q2)

(л-, -  q x xf  
а(1 - q y -  _ (4)

где <7 =  exp (—v| t2— f11); a и v — интенсивность и декремент 
затухания процесса x( t ) .  Такой процесс можно также задать 
с помощью уравнения движения

d  г , ,
/ ( 0 .

где /  (0  — белый шум, < / ( / )  / ( / ' ) >  =  3*o(t  —  (').
Поскольку функционал S jV+1 представляет собой сумму сла­

гаемых, вместо нахождения p(Sjv-ii) удобнее искать произво­
дящую функцию

Q 0 -) =  < е х р ( — >.s^+1) >  (5)
(Я — произвольный параметр), являющуюся Лаплас-образом  
для p(Sjv+1). Здесь отметим, что задача нахождения Q(X) 
в случе, когда s ( t ) = 0 и v =  0, была рассмотрена в работе [3], 
некоторые результаты этой работы, использованы ниже.

Раскрытие операции усреднения в (5) приводит к (W + 1)-  
кратному интегралу

Q (/.) = е х р ( х 2  s*t ) ]  d x 0w ( x о) х.171.  m«l / — о

Х ехр[— X (,v„ +  s0)2] J...J d x x . . . d x N x  (6)
—  00
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X П W (х р, t n; х п_ и tn- i )  exp
4 = 1

N

2  (x i +  5/)2

где x n =  x ( t n); sn =  s (t„); w  ( x 0) — плотность распределения
вероятностей процесса в исходный момент времени t “  0;
Таким образом математическая часть задачи сводится к нахож­
дению (./V+1)-квадратуры; поскольку интеграл (6) в силу (4) 
гауссового вида, квадратура может быть вычислена точно.

Подставив в (6) явный вид переходных ау-функций (4), 
выделим интегрирование по х0:

Q (X) =  J d x 0w  ( х 0) Q (К, х 0) X
— со

X  exp [ -  X ( х 2 +  2x 0s 0) -  x l g 2/ap],  (7)

где Q (X, х 0) =  ( к о р ) - * /2 £ ...J ехр ( — {х\  — 2 g x ix 0)jap —
—  во V

N  N  ]

— 2 (-«я+1 — gXn)2l°P — X X (х2п + 2Хп Sn))dxl ... d'xN (8)
и—1 л - 1 )

и ^  =  е х р (— чА{); р = \ — £ 2. Введем новые переменные ин­
тегрирования по правилу у п =  х п (<зр)~1/2, а также величины

Ьх =  2Х51 (с/7)1/2 -  2 х ^  (ару/2; Ьп =  2Х«„ (о р )^ , я =  2, ... , М (9 )

Тогда часть производящей функции, зависящая от х0,

£  (X, х 0) =  - и / 2 /  ... № у \ ... dyN  X
—оо

Х 0 ( Х 1̂ л ) е х р ( - ^ Л Агу Ау, ), (10)

где функция 0 (г |) = е х р (—ц). Квадратичная форма в показателе 
экспоненты в (10) содержит матрицу А,  которая в силу мар­
ковского свойства рассматриваемого случайного процесса х(7) 
трехдиагональна (матрица Якоби [4]) и имеет вид

А  =

а |3

Р «  .

О Р
Р

адг

(П)

где р =  — g; а =  X (1 — g)  +  (1 + g )  (яр)~У2 ; адг =  X (1 — g ) +
+  (вР }~ 1/2 •
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Из условия положительной определенности квадратично! 
формы ЪАыу ку 1 следует, что существует вещественная ортого 
нальная матрица Q, приводящая А к диагональному виду. По 
этому можно перейти к новым переменным z m согласно соот 
ношению yk =  EQkmZm, в терминах которых

Q (X, д:#) =  (det Л )-1/3 exp ( — xZg2/op) ><

Г N  \  N

X J . . . M  V  Ь%г<2ы ) П ^ _ е х р ( - г * /2ая),
- -  \*,г < г у я—1 ’

где ол= ( 2 Х л) - 1; Х „— собственные числа матрицы А.
Переменные г п можно рассматривать как независимые нор­

мально распределенные случайные величины с равными нулю 
средними и дисперсиями ап. Поскольку сумма ЪЬиг&ы пред­
ставляет собой их линейную комбинацию, она также нормальна 
[1] со средним, равным нулю, и с дисперсией

N  /  N  \ 2 N

А -  £  «Л  2  Ьп2,пш £  ЬпЬт ( А - % т, (12)
л—1 \rn-l /  я,т—1

где А~х — матрица, обратная матрице А. Полученное вы­
ражение имеет место для матрицы А произвольного вида, в ча­
стности, оно справедливо, если помеха обладает свойствами 
винеровского процесса. Из (12) следует

0. (>•> х 0) =  (бе! Л ) - 1̂  е х р (д А  — х&*1ор  (13)

Таким образом, промежуточная производящая функция 
<2(к,х0) может быть выражена в терминах детерминанта мат­
рицы А и дисперсии А.

Введем следующие обозначения:

n j =  d e tA , . . . ;  Пд(_2 

а р
Олг-1 —

Р

л  Р О
N  р
О Р адг

Djv =  ^n ', D n + \ ~  1. (14)

В работе [3], посвященной рассмотрению винеровского 
(■V =  0) случайного процесса х(1),  установлено, что

N

А — I V  *„(8»« О п 0 ,1+1) - ьЛл Л— I

р а д + 1 .  (!5 )т—ь
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Поскольку зависимость от исходного значения помехи х0 
содержится в Ь\, выделим в (15) слагаемое с п =  1, тогда

Q (X ,x 0) =  D - I/2exp -  х ф  +  b\DJAD,

4- Ь ^ т о ,  +  г>  +  ±  № по по „ +1) - '  | , (16)
п=2 I

где, напомним, Ь1 — 2Хв1 (а/?)1/2 — 2 х ^  (а/?)—1/2 . В целях даль­
нейшего вычисления введем совокупность детерминантов Ни 
Нк,  определяемых согласно (14), но от матриц, у которых ал- 
заменено на а. В силу трехдиагональности матрицы А для про­
извольных — 1 имеет место равенство

£>*=--а лгЯ а+1- № +2, (17)
в свою очередь для детерминантов Н к справедливо рекуррент­
ное соотношение

Н к =  * Н щ л - ? Н м  - (18)
с краевыми условиями

//д г  =  а , =  а2 — р2.

Пользуясь стандартной методикой [4], найдем

_ а 2 - Р 2 - с ц 12 N_ k аг - р 2 —
П и   ' I X . ----------------------------• t f “ * -    ^ ^  (19)

1̂ — 2̂ 1 1̂ — 2̂
где [X, =  (а +  ТЛх2 — 4Р2)/2, ;х2 =  (т — У  о? — 4|32)/2.
Таким образом, промежуточная производящая функция Q(X, х0) 
выражается формулами (16), (17) и (19).

Для учета вклада в сумму погрешностей Sjv+i в исходный 
момент f0 =  0 производящую функцию Q(X, х 0)  необходимо ус­
реднить согласно (7). В стационарном случае, когда результат 
измерительной процедуры не зависит от стартового момента 
to, в качестве весовой функции w ( x о) естественно выбирать пре­
дельное значение переходной плотности w(x,  t; хс, to) при
1—уоо:

tv (л:0) =  (^a)-V2 exp (— хЦа).

Однако, имея в виду разнообразность экспериментальной ситу­
ации, конкретизируем весовую функцию в виде

W (*„) =  (яаД-'/г ехр (— хЦа0) , (20)

при этом не будем накладывать на дисперсию Оо каких-либо 
ограничений (в частности, возможен случай, когда сто—̂ 0). П ос­
ле простого интегрирования получим для искомой производя­
щей функции (5)

° p t l W  +
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Z 2 +  I s . z y o p / ^ D ,  -1- T  V Z 2 ^ n DnDn+x)-x +
-2

,  W D > J u  - i s t , В я Л  ”Z - VI (91 \+ *pDi + \w D x-gHßX S'0+  D, ' 230,1 v '  Г ( }
где Z>io и Ого — значения детерминантов О, и D 2 при A =  0.

В случае, когда действие помехи началось «в бесконечном 
прошлом», интенсивность шума, обладающего свойствами нор­
мального марковского процесса, равна < x 2( t ) >  = а ,  это при­
водит к некоторому упрощению выражения (21).

Результат (21) выражен в элементарных функциях, что 
обусловлено гауссовостью как усредняемого выражения (5), 
так и весовых функций (4) и (20); он имеет место для произ­
вольного сигнального процесса s ( t ) .  Из вида производящей 
функции Q(Ä,) следует, что на формирование статистики суммы 
квадратов S.v+i влияют квадратичное по амплитуде шума сла­
гаемое в (2) и линейное (экспонента в (2 1 )). Обозначив пред- 
экспоненциальный множитель Qx (X), найдем при ас =  о

О  O +  Г *  (22)
’  "1(1 +  т ° Р  +  Я ) * +|  —  О  + X o p - R ) " + ' l  ' у ’

где R  =  [(1 +  Х ору-  -  4g2]l/2; R ,  -= (1 -  4g2)l/2.

Это выражение отвечает случаю чисто шумовой регистрации, 
когда s (7 )= 0 .

Для помехи, не обладающей последействием (белый шум), 
когда v->-°o и поэтому g  =  0, р =  1, из (22) следует производя­
щая функция

' HrnQ, (>.) =  ( Н - X a )- (A 'V  3

отвечающая гамма-распределению [11-
Выражения (21) вместе с (9), (17) и (19) являются реше­

нием поставленной задачи. С их помощью можно найти p^Sjv+i) 
(с использованием ЭВМ ), так и произвольные моменты случай­
ной величины Sjv+1. Приведенное решение о статистической 
структуре величины S n +i можно рассматривать как прямую 
задачу; в рамках обратной к ней можно исследовать проблему 
минимизации дисперсии Sjv+i в определенных заданных услови­
ях измерительной процедуры, оптимизации измерений N  и дру­
гие задачи.

Отметим, что использованный подход может быть применен 
для описания ситуации, в рамках которой вместо суммы диск­
ретов (2) рассматривается следующая интегральная характе­
ристика уклонения:

7
5  =  lim 5дг+1 =  \ dt  [s( t )  х  (t) +  х 2 (t)]. (24)

TV-» о
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В этом случае, переходя в (21) к пределу N-*-00, получаем 
для производящей функции случайной величины 5  следующее 
выражение:

А п е чТ ' 1/2

Q ( 1) =

Х е х р

ч)2е ~г 

т т

X
(/■ + v ) V r - ( r -

Ут ^ [ Гг _:лте -гТ- \ dt \ dt's (0 «  ( О Х

(25)

(/' v )2 е гТ — (г — v)

Х К Г +  '>)ег‘ +  ( г - -  V) <?~Г'][(/--И ) е г(г_'') + ( г —ч )е -г(г- <'))|,

где г =  (у2 +  2Х^о)1/2.
Результаты вида (21) и (25) могут быть получены не только 

для квадратичных уклонений (1) и (24), рассматриваемых 
в совпадающие моменты времени. Устройства, например, с кор­
реляционным

Sn +i  s ( in) s (tp У т) -f-

IV

+  2  [s (in) +  X (/„)! [s (in +  ')  +  х  ( t n +  т)|
d= 1

(26)

(t — постоянный сдвиг) или интерференционным преобразо­
ванием процессов [5] формируют на выходе величину, квадра­
тично зависящую от амплитуды шума. Для описания статисти­
ческой структуры результирующих величин в таких устройствах 
вполне применим описанный в настоящей работе метод.
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