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I. ВСТУП 

Проектування сучасних мікроелектромеханіч-

них міжз’єднань, актюаторів та сенсорів 

базується на ієрархічному представленні їх як 

сукупності елементів загального призначення та 

оцінці їх параметрів на основі (узагальнених) 

змішаних механічних та електричних величин. 

Елементами загального призначення є мікро 

механічні балки, мембрани, електростатичні 

проміжки, з’єднання елементів (вузли), корпуси 

(в цілому – елементи маси, пружності 

(жорсткості), демпфування (втрат); електричними 

параметрами слугують напруги та струми. 

Механічні узагальнені сили визначають 

напружено-деформований стан елементів 

структури, електричні струми та напруги – 

теплову, електричну та магнітну взаємодію 

елементів. І ті й інші проявляються у вигляді 

узагальнених сил (сил, моментів сил, напружень, 

електричних напруг) та переміщень (деформацій), 

швидкостей, прискорень, струмів. 

Застосування змішаних (узагальнених) 

параметрів базується на принципах фізичних 

аналогій, для МЕМС це електромеханічні 

аналогії: «сила - напруга» та «сила-струм». 

IІ.  РОЗРАХУНОК ЕЛЕМЕНТІВ МАТРИЦІ 

ЖОРСТКОСТІ ЕЛЕМЕНТА СТРУКТУРИ ЗА 

МЕТОДОМ КІНЦЕВИХ ЕЛЕМЕНТІВ 

Аналітична механіка для опису динамічних 

процесів руху і деформацій використовує 

принципи фізичних аналогій, яка в термінах 

узагальнених координат, сил, мас і похідних 

понять одноманітно представляє залежність 

параметрів руху і деформацій від діючих сил 

різної природи, властивостей матеріалів, 

структури [1, 2]. Методами вирішення подібних 

задач є метод матричного структурного аналізу 

[3] метод скінчених елементів (МСЕ) [4]. Ці 

методи на даний час є найбільш простими 

числовими методами для вирішення завдань 

механіки деформованого твердого тіла; вони 

успішно застосовується для розрахунку 

конструкцій практично будь-якої складності, 

систем, що мають складну геометричну 

конфігурацію та нерегулярну фізичну структуру 

завдяки властивій йому універсальності й 

алгоритмічності [5, 6].  

Сутність методів полягає в розбивці структури 

на малі (кінцеві) елементи, які взаємодіють між 

собою в вузлових точках, в яких визначаються 

фіктивні сили, еквівалентні поверхневим 

напруженням, розподіленим по межах елементів. 

Для кожного елемента складається рівняння руху 

[7]. 

Рівняння руху представляється у вигляді [2, 8] 

загальної диференціальної системи другого 

порядку:  

          ,FKRm       (1) 

де    nnniii QYXQYX ,,;...,,  – розташування 

трикомпонентних вузлів вектор-стовпці; 

n – число вузлів; 

 m  – матриця мас структури елементів  eijm ; 

 R  – матриця втрат, демпфування структури 

елементів  eijr ; 

[K] – матриця жорсткості структури 

елементів; 

 ,,  – зміщення точок структури, що 

демпфується, узагальнені координати і їх похідні; 

вузлові ступені свободи; 

 F  – матриця сил структури ( qQM ,, ). 

Індивідуальні матриці елементів  eijm ,  eijr , 

 eijK  визначаються [3]: 

- матриці елементів маси 

     dyNNm j
T

y
i

e
ij  ,  

де iN  – геометричні розміри (довжина) елемента 

і по координаті X; 

jN  – розміри по координаті Y (або ж 

коефіцієнт форми елемента j );  

  – щільність матеріалу шару. 

- матриця втрат (демпфування) елемента 

      


dNNr j
T

i
э

ij  ,  

- матриця жорсткості структури  ijK  

визначається за формулою: 

      ,


dBDBK jiij  

де інтегрування здійснюється по всій області 

елемента. 
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Жорсткість розраховується, використовуючи 

теорему Кастільяно 

i
i

S
F




 , 

де iF  - узагальнена сила, (тобто сила або 

момент), а i  зміщення координат для трьох 

ступенів рухливості  ),,(;3,2,1 iQiyiхiqi  . 

Для плоского випадку деформації для 

елемента з однаковим постійним поперечним по 

координатах x  і y  та кутом повороту  . 

Жорсткість елемента є матрицею 3х3. 
















333231

232221

131211

3

KKK

KKK

KKK

K  

Коефіцієнт питомої жорсткості балки при 

деформації розтягування-стискання визначається 

як відношення жорсткості ES  до довжини l , 

тобто 









м

H

l

ES
K11 ,  

де S  – площа поперечного перерізу балки, l  – її 

довжина. 

При деформаціях згинання «еквівалентна 

жорсткість» ділянки балки довжиною l , 

пов’язана з прогином кінця ділянки, необхідного 

для забезпечення безперервності складної 

сполученої балки, обернено пропорційна кубу 

довжини та прямо пропорційна жорсткості 

перерізу при згинанні yEJ , тобто 











м

H

l

EJ
K

y

333 . 

Матриця  B  пов'язує узагальнені деформації 

по всій структурі    зі ступенями свободи у 

вузлах   : 

    . B  

Матриця  D  – узагальнені напруження    

пов'язана з узагальненими деформаціями [9]: 

    . D  

При згинанні балка переходить у складний 

напружений стан, обумовлений системою діючих 

на неї сил, конструкцією та властивостями 

матеріалу [10]. 

До особливостей розрахунку додається 

необхідність обліку масштабного фактору, що 

змінює співвідношення впливу інерційних сил і 

сил пружності у твердому тілі, інерції та сил 

поверхневого натягу в рідинному середовищі й ін. 

При розрахунку балок використовуються 

класичні підходи опору матеріалів [11]: методи 

кінцевих елементів, початкових параметрів, 

вузловий аналіз, функція Гріна задачі про згин 

балки, функції Ерміта [12]. Для розрахунку 

деформації в матеріалах балок при об’ємному 

напруженому стані необхідний облік дії 

нормальних і дотичних напружень. 

З урахуванням просторової симетрії за 

властивістю пружності матеріалів з кубічною 

кристалічною структурою, яку має кремній, число 

незалежних змінних зменшується до 36, а 

ізотропних матеріалів — до 3 [13]. Так, 

компоненти тензорів деформації можуть бути 

виражені через піддатливості, а тензорів 

напружень — через пружності (наслідок 

адитивної дії сил у зоні пружних деформацій). 

Тензор деформації можна представити 

наступною лінійною залежністю: 

xyyxyzzyxx ssssss  161514131211 

xyyxyzzyxx ssssss  262524232221 

xyyxyzzyxy ssssss  363534333231 

xyzxyzzyxy ssssss  464544434241 

xyzxyzzyxy ssssss  565554535251 

xyzxyzzyxy ssssss  666564636261 

 

Аналогічну структуру має тензор напружень. 

У векторно-матричній формі: 

)6,...,2,1,(  jis ijiji   

та 

ijijij c   , 

де ij , ij  — тензори другого рангу деформацій і 

напружень, одержувані згортанням тензорів 

четвертого порядку ijkm , ijkm  за правилами 

підсумовування Ейнштейна [13]; ijc  — 

коефіцієнти жорсткості; ijs  — коефіцієнти 

піддатливості матеріалу в напрямку дії 

відповідного напруження. 

Багатошарова структура складається з шарів 

матеріалів, з постійними для матеріалу 

механічними параметрами але різною товщиною 

шарів. Закон Гука для кожного шару має вигляд 

)(
1 2

y
k

kх
k

k

kk
х

E



 


  

)(
1 2

х
k

y
k

k

kk
y

E



 


  

хy
kk

хy
k E





)1(2 

 ; хz
k

kхz
k G   ; 

yz
k

kyz
k G   , 

де D
E

k


 21 

 – жорсткості пластин [9], 

)(zEE kk  ; )(zkk    – модулі пружності і 

коефіцієнт Пуассона в площині ізотропії, 

паралельні зовнішнім поверхням; )(zGнG   – 

модуль поперечного зсуву. 

Навантаження на пластину БПП – тиск 

повітря, направлено по осі Z перпендикулярно 

площині хOy . 
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constyхpp  ),( . 

Шари працюють спільно, без прослизання і 

відриву, підкоряються закону Гука, нормальні 

переміщення постійні по товщині пакета шарів 

),(),,( yхwzyхwk  . 

Оцінимо на початку точність моделі для 

плівкової двошарової алюміній-поліімід 

структури, використовуючи теоретичні викладки. 

Використовуючи модулі пружності Юнга iF , 

ТКЛР i  і товщини шарів ih ( 1i  для алюмінію) 

і ( 2i  для полііміду). При розгляді процесу 

охолодження двошарової структури від 

температури імідізації ізоляційного шару рівного 
3001 t C  для нормальної структури Ct 202   

для розрахунку кривизни  
k

1
 використовується 

вираз 

))(
11

(2

)()(1

2211
2211

2121

IFIF
hEhE

hht

х 







, (2) 

де 1I  та 2I  – моменти інерції площ 

поперечного перерізу опуклої і увігнутої частин 

балки щодо 













х

1
 нейтральної поверхні. 

Видна пропорційна залежність кривизни 

вигину від різниці температур і різниці ТКЛР 

шарів структури, що вимагає високої точності 

вимірювання зазначених величин. На жаль, 

відомості про ТКЛР полііміду досить приблизні 
610)50...20(  град 

1
. 

Тому значення 2  необхідно встановлювати 

експериментально по рекомендованим 

методикам, або шляхом експериментального 

вимірювання радіуса кривизни групи зразків, 

підставивши його в (1) і обчисливши )( 21    з 

цієї формули. 

Використовуючи розрахункове значення 2 , 

при конкретних значеннях 1h  и 2h  можна 

прогнозувати радіус кривизни для інших значень 

1h  та 2h  шарів структури. 

Розрахунок кривизни для алюмінію  
6

1 105050  мкмh м; полііміду  

6
2 105050  мкмh м; модулів пружності Юнга 

2

9
1 10,96 900,6

м

Н
МПаE  ; 

2

9
2 104

м

Н
E   

температурного коефіцієнта лінійного 

розширення. Середнє значення [14] радіуса 

кривизни x  для восьми зразків матеріалу 

дорівнювало 
1061020  C . 

1. Визначимо положення нейтрального шару 

щодо шару зчеплення алюмінію і полііміду: 
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2. Розрахунок моментів інерції площі 

поперечних перерізів шарів щодо нейтрального 

шару. 
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Експериментально отримане значення 
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кривизни дорівнює: 

ммкмhhx
3

21 102550   

IІІ. ВИСНОВКИ 

Моделювання МЕМС-пристроїв за допомогою 

matrix structural analysis  забезпечує три основних 

види аналізу: 

- статичний аналіз, що відображає стан 

рівноваги пристрою; 

- лінеарізований аналіз (або ДС analysis), який 

описує поведінку пристрою поблизу стану 

рівноваги та характеризує стабільність та 

характер малих коливань поблизу стану 

рівноваги; має дві модифікації (modal analysis – 

виявляє специфічні стани, частоти) та (steady-state 

– усталений режим роботи); 

- динамічний аналіз, що характеризує зміну 

стану в часі під дією зовнішніх сил. 

Для компонентів МЕМС міжз’єднань 

найбільш важливим є статичний аналіз, який 

характеризує стан рівноваги, умовою якої є 

рівність нулю суми сил та суми моментів сили, 

що діють на пристрій (механічні, електричні, 

теплові). 
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