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Введение

Одна из важнейших задач теории интеллекта 
состоит в том, чтобы формально описать понятия, 
которыми пользуются люди. Если это удастся сде-
лать, тогда откроются дополнительные возмож-
ности для создания систем искусственного интел-
лекта, обладающих способностью к понятийному 
мышлению. Большинство понятий выражается с 
помощью прямых определений через другие по-
нятия в виде словосочетаний, предложений и тек-
стов, например, “Рекорд – это высшее достижение 
в некоторой области”. Такого рода определения 
понятий содержатся в словарях и энциклопеди-
ях. Выражая формально смысл словосочетаний и 
предложений через смысл слов, из которых они 
составлены, можно свести содержание сложных 
понятий к содержанию более простых [3]. Поня-
тия, которые на данном этапе развития науки не 
представляется возможным прямо выразить через 
другие, уже введенные ранее понятия, называются 
категориями. Аристотель [4, с. 220] полагал, что все 
известные понятия, можно свести к следующим де-
сяти категориям: сущность, количество, качество, 
отношение, место, время, положение, состояние, 
действие и страдание.

Совокупность к всех категорий какого-либо 
множества понятий А характеризуется следующи-
ми свойствами: 1) каждое понятие совокупности к 
включено в множество А; 2) ни одно из понятий со-
вокупности к не выражается с помощью прямого 
определения через другие понятия совокупности 
к; 3) все понятия множества А, не принадлежащие 
совокупности к, выражаются прямо через поня-
тия совокупности к. Как формально определить 
(идентифицировать) содержание категорий? На-
уке известен лишь один способ решения этой за-
дачи – метод построения аксиоматических теорий. 
Существо этого метода состоит в том, что каждой 
категории ставится в соответствие некоторая пре-
дикатная переменная [5]. Все такие переменные 

УДК 519.7

О ТЕОРИИ НАТУРАЛЬНОГО РЯДА

М.Ф. Бондаренко1, Н.П. Кругликова2, С.А. Пославский3,  
Ю.П. Шабанов-Кушнаренко4

1, 2, 4 ХНУРЭ, г. Харьков, Украина 
3 ХНУ им. В.Н. Каразина, г. Харьков, Украина

Предпринята попытка формального описания категории количества. С этой целью на языке алгебры 
подстановочных операций дана аксиоматическая характеристика понятий натурального числа, счета, 
сложения, умножения и порядка на множестве натуральных чисел. Идентифицированы первичные по-
нятия теории положительных и произвольных рациональных чисел. Средствами логической математики 
проведена аксиоматическая характеризация понятий теории действительных чисел и арифметических 
действий над ними. В статье развиваются идеи, сформулированные в работах [1, 2].

НАТУРАЛЬНОЕ ЧИСЛО, АКСИОМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ, ПРЕДИКАТ, АЛГЕБРА ПРЕДИ-
КАТНЫХ ОПЕРАЦИЙ

связываются логическими уравнениями, называе-
мыми аксиомами. Последние записываются на ка-
ком-нибудь алгебро-логическом языке достаточно 
выразительной силы.

Аксиомы строятся на основе неформализован-
ных (интуитивных) представлений о свойствах 
идентифицируемых понятий и связях между ними. 
Разнообразные аксиомы накопляются до тех пор, 
пока все категории, характеризуемые ими, не оп-
ределятся в абстрактном смысле однозначно. Это 
значит, что описываемые понятия задаются аксио-
мами единственным образом с точностью до обоз-
начений тех предметов, к которым они относятся, 
или, как говорят математики, – с точностью до изо-
морфизма тех предикатов, которые соответствуют 
определяемым понятиям. Современная наука не 
считает множество категорий, указанное Аристо-
телем, достаточно обоснованным. Тем не менее, 
все сходятся на том, что понятие количества долж-
но быть отнесено к числу основополагающих.

При логико-математическом анализе катего-
рия количества расчленяется на более простые 
понятия натурального, рационального и действи-
тельного числа. Целью настоящей статьи является 
формальное описание этих понятий на языке ал-
гебры подстановочных операций [5]. В первой части 
статьи формально описывается понятие натураль-
ного числа, которое, в свою очередь, расчленяет-
ся на первичные понятия счетного множества, 
счета, сложения и умножения натуральных чисел. 
После выражения понятия количества через более 
простые понятия оно перестает выполнять роль 
категории, а категориями, в соответствии с при-
веденным выше определением, становятся более 
глубинные понятия (счетного множества, счета 
и т.д.). Т.о. понятие категории относительно, и в 
этом смысле оно родственно такому понятию как 
физическая элементарная частица. Когда-то роль 
элементарной частицы выполнял атом, затем – 
электрон, протон и нейтрон. В настоящее время на 
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роль элементарных частиц претендуют еще более 
глубинные физические объекты.

Решение поставленной задачи облегчается тем, 
что к настоящему времени выполнены глубокие и 
обширные разработки по аксиоматизации ариф-
метики. Первые результаты в этой области были 
получены еще в 17 веке Лейбницем (доказательс-
тво соотношения 2 × 2=4). В середине 19-го столе-
тия Грассман сформулировал аксиомы сложения и 
умножения натуральных чисел. Построения Грас-
смана были продолжены работами Пеано, кото-
рый в 80-х годах прошлого столетия сформулиро-
вал аксиомы натурального ряда чисел. Основания 
теории действительных чисел заложены во второй 
половине 19-го века в публикациях Вейерштрасса, 
Дедекинда и Кантора [6, с. 324].

В 1930 г. Ландау опубликовал обширную рабо-
ту [7], подводящую итог исследованиям в области 
аксиоматизации арифметики натуральных, ра-
циональных и действительных чисел, которая до 
настоящего времени остается непревзойденной 
по строгости и полноте изложения. Однако эти 
результаты не решают задачу формального опи-
сания категории количества до конца, поскольку 
они выражены на не полностью формализованном 
логическом языке. Современные системы искус-
ственного интеллекта не могут усвоить понятия, 
описанные с привлечением выразительных средств 
естественного языка, поскольку последние пока 
недоступны машине. При выполнении приведен-
ного ниже в этой статье перевода уже известных 
формулировок на язык алгебры подстановочных 
операций нами был выявлен в них ряд пробелов, 
что потребовало их дополнения и доработки.

Вначале введем некоторые логические поня-
тия, которые нам понадобятся в дальнейшем. Пря-
мым определением предиката Q через предикаты Р1, 
Р2,..., Рn называется связь вида:

∀ ∈ = x A Q x P P P xn( ( ) ~ ( , ,..., ))( )) .F 1 2 1             (а)

Здесь F – некоторая предикатная операция 
[5]; х = (х1, х2,..., хm) – набор предметных пере-
менных, заданный на декартовом произведении 
А = А1×А2×...×Аm каких-либо множеств А1, А2,..., Аm 
предметов, включенных в универсум U. Предика-
ты P1, P2,..., Pn могут быть определены на множес-
твах, вообще говоря, отличных от А. Уравнение (а) 
имеет единственное решение относительно пере-
менной Q:

Q P P Pn= F( , ,..., ).1 2                             (б)

Косвенным определением предикатов Q1, Q2,..., Qr 
через предикаты Р1, Р2,..., Рn называется связь 
вида:

 P( , ,..., , , ,..., ) ,P P P Q Q Qn r1 2 1 2 1=  (в)

где P – некоторый предикат второго порядка [8, 9]. 
Прямое определение является частным случаем кос-

венного. Определение предикатов Q1, Q2,..., Qr на-
зывается абсолютным, если в характеризующем его 
уравнении (в) отсутствуют параметры P1, P2,..., Pn, 
и относительным – в противном случае.

Определение предикатов Q1, Q2,..., Qr при фик-
сированных значениях параметров P1, P2 ,..., Pn 
называется коэкстенсивным, если задающее его 
уравнение (в) имеет единственное решение от-
носительно набора Q = (Q1, Q2,..., Qr) перемен-
ных предикатов Q1, Q2,..., Qr , заданных на А. Все 
прямые определения коэкстенсивны, существуют 
также и косвенные коэкстенсивные определения. 
Пусть предикаты Р1, P2,..., Pn зафиксированы, а на-
боры предикатов (Q1(х), Q2(х),..., Qr(х)) и (Q1’(х’),
 Q2’(х’),..., Qr’(х’)) (х∈А; х’∈А'; А’ = А1’×А2’×...×Аm’; 
А1’, А2’,..., Аm’⊆ U) удовлетворяют определению 
(в). Тогда определение (в) понятий Q1, Q2,..., Qr на-
зывается полным, если найдутся биекции ϕi:Аi→А'i,  
( i m=1, ), для которых при любых х∈А

 Q x Q xj j( ) ( ( )),= ′ ϕ  (г)

где ϕ=(ϕ1, ϕ2,..., ϕm), j r=1, . В этом случае говорят, 
что условие (в) определяет понятия Q1, Q2,..., Qr с 
точностью до набора ϕ изоморфизмов ϕ1, ϕ2,..., ϕm. 
Более подробно условие (г) записывается в виде:

 Q x x x Q x x xj m j m m( , ,..., ) ( ( ), ( ),..., ( )).1 2 1 2= ′ ϕ ϕ ϕ     (д)

В противном случае определение понятий Q1, 
Q2,..., Qr называется неполным.

Определение системы предикатов Q1, Q2,..., Qr 
называется непротиворечивым при фиксированных 
значениях параметров P1, P2,..., Pn, если задающее 
его условие (в) имеет хотя бы одно решение от-
носительно набора Q переменных предикатов Q1, 
Q2,..., Qr , определенных на А. В противном случае 
оно называется противоречивым. Пусть S – ка-
кая-нибудь совокупность предикатов. Предикаты 
совокупности S, выраженные прямо через другие 
предикаты этой же совокупности, называются 
вторичными, а предикаты, оставшиеся невыражен-
ными, – первичными. Совокупность S предикатов 
называется несократимой, если ни один из них не-
возможно выразить прямо через остальные преди-
каты совокупности S. В противном случае она на-
зывается сократимой.

Для построения теории совокупности каких-
нибудь понятий каждое из них представляем фор-
мально в виде некоторого предиката. В результате 
приходим к совокупности S предикатов. Введен-
ные выше термины переносятся с предикатов на 
соответствующие им понятия. Т.о. можно говорить 
о прямых и косвенных, однозначных и многозначных, 
абсолютных и относительных определениях поня-
тий, о первичных и вторичных понятиях, о непро-
тиворечивых и противоречивых, несократимых и 
сократимых совокупностях понятий теории. Ка-
тегории представляют собой первичные понятия 
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теории. Они определяются неявно с помощью свя-
зывающего их уравнения (в), записываемого обыч-
но в виде системы (точнее, конъюнкции) логичес-
ких условий. Первичные понятия, вводимые на 
начальном этапе формирования теории, задаются 
косвенными абсолютными определениями. Логи-
ческие условия, неявно определяющие первичные 
понятия теории, называются ее аксиомами.

Теорией Т совокупности понятий S называет-
ся множество всех утверждений, которые можно 
логически вывести из аксиом, формально опре-
деляющих понятия совокупности S. Вторичные 
понятия теории Т вводятся с помощью прямых оп-
ределений. Этими определениями новые понятия 
однозначно выражаются через уже введенные ра-
нее понятия. С введением каждого нового вторич-
ного понятия достигается так называемое консер-
вативное расширение теории. Новые аксиомы при 
консервативном расширении теории не привлека-
ются. Если же в процессе развития теории вводят-
ся новые первичные понятия, то говорят, что этим 
достигается неконсервативное расширение теории. 
В этом случае новые первичные понятия вводятся 
косвенными относительными определениями. В 
зависимости от того, вводятся ли первичные поня-
тия теории до или после других понятий, они де-
лятся на начальные и не начальные. Соответственно 
этому делятся на начальные и не начальные пер-
вичные предикаты теории.

1. Натуральный ряд чисел

Первым шагом на пути к идентификации кате-
гории количества является формальное описание 
понятий натурального числа и счета. У каждого 
человека есть достаточно четкое и определенное 
интуитивное понятие натурального числа. Имен-
но оно служит объектом формального описания. 
Натуральные числа возникают в результате счета. 
Счет – это добавление единицы к уже имеющему-
ся числу. Начинается счет с единицы. Прибавляя 
к любому натуральному числу единицу, получаем 
каждый раз новое число. Получаемая таким спо-
собом бесконечная последовательность чисел на-
зывается натуральным рядом. Натуральные числа 
можно складывать и умножать. Операции сложе-
ния и умножения натуральных чисел коммутатив-
ны и ассоциативны. Сложение и умножение связа-
ны друг с другом дистрибутивным законом. Числа 
в натуральном ряду упорядочены.

Приступаем к формальному описанию поня-
тий натурального числа и счета. Множество всех 
натуральных чисел обозначаем символом N. Числа 
в натуральном ряду упорядочиваем отображением 
[5] счета q:N→N. Если q(x) = y, то будем говорить, 
что натуральное число х предшествует натураль-
ному числу y или же что число y следует за числом 
х. Отображение счета ставит в соответствие каж-

дому натуральному числу одно следующее за ним 
натуральное число, т.е. оно всюду определено и 
однозначно. У каждого натурального числа не мо-
жет быть более одного предшествующего числа, 
т.е. отображение счета инъективно. Отображению 
счета q(x) = у соответствует [5] предикат счета  
Q (x, y), определенный на N×N. Аксиомы нату-
рального ряда указывают связи предиката счета Q 
с множеством N. Множество N следует рассматри-
вать как некоторое подмножество универсума U. 
Универсум U можно выбрать любым, даже таким, 
в котором не содержится ни одного множества на-
туральных чисел (т.е. конечным). В последнем слу-
чае система аксиом, определяющая натуральный 
ряд, будет противоречивой. Это означает, что она 
не определяет ни одного множества N, а значит, и 
никакого предиката Q. Если же универсум U бес-
конечен, то, каким бы он ни был, система аксиом 
определяет в абстрактном смысле единственное 
множество N (с точностью до обозначений содер-
жащихся в нем натуральных чисел).

С логической точки зрения аксиомы связывают 
два предиката: N(x) на U и Q(x, y) на U×U. Полагаем, 
что за пределами области N×N предикат Q прини-
мает нулевые значения. Поскольку предикаты N и 
Q вводятся аксиомами одновременно, естественно 
не ограничивать область определения предиката Q 
заранее неизвестным множеством N. Для этого к 
системе аксиом надо добавить еще одно условие, 
носящее, скорее, более логический, чем арифме-
тический, характер:

∀ ∈ ¬ ∧ ⊃ ¬ x y U N x N y Q x y, ( ( ( ) ( )) ( , )).

Это условие позволяет вводить предикат Q на 
множестве U×U так, что всюду вне множества N×N 
его значения оказываются равными нулю. К числу 
необходимых логико-арифметических условий от-
носятся также требования унарности предиката N 
и бинарности предиката Q.

Множество N и предикат Q формально опреде-
ляем следующими пятью свойствами, называемы-
ми аксиомами натурального ряда:
всюду определенности счета

 ∀ ∈ ∃ ∈   x N y N Q x y( , );  (1)

однозначности счета

 ∀ ∈ ∧ ⊃ x y y N Q x y Q x y D y y, , ( ( , ) ( , ) ( , ));1 2 1 2 1 2      (2)

инъективности счета

 ∀ ∈ ∧ ⊃ x x y N Q x y Q x y D x x1 2 1 2 1 2, , ( ( , ) ( , ) ( , ));      (3)

существования единицы

 ∃ ∈ ∀ ∈ ¬ y N x N Q x y( ( , ));  (4)

индукции

∀ ⊆ ∃ ∈ ∀ ∈ ¬ ∧
∧ ∀ ∈ ∧ ⊃ ⊃ ∀

  

  

M N y M x N Q x y

x y N M x Q x y M y

(( ( ( , )))

( , ( ( ) ( , ) ( ))) xx N M x∈  ( )).
(5)
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Аксиомы (1)-(5) представлены в сокращенной 
форме [5]. В полной записи они выразятся следу-
ющим образом:

 ∀ ∈ ⊃ ∃ ∈ ∧ x U N x y U N y Q x y( ( ) ( ( ) ( , )));  (1′)

 
∀ ∈ ∧ ∧ ⊃

⊃ ∧ ⊃
 x y y U N x N y N y

Q x y Q x y D y y

, , ( ( ) ( ) ( )

( ( , ) ( , ) ( , )));
1 2 1 2

1 2 1 2

 (2′)

 
∀ ∈ ∧ ∧ ⊃

⊃ ∧ ⊃
 x x y U N x N x N y

Q x y Q x y D x x
1 2 1 2

1 2 1 2

, , ( ( ) ( ) ( )

( ( , ) ( , ) ( , )));
 (3′)

 ∃ ∈ ∧ ∀ ∈ ⊃ ¬y U N y x U N x Q x y( ( ) ( ( ) ( , )));  (4′)

∀ ⊆ ∀ ∈ ⊃ ⊃
⊃ ∃ ∈ ∧ ∀ ∈ ⊃ ¬

 

 

M N U z U M z N z

y U M y x U N x Q x y

, ( ( ( ) ( ))

(( ( ( ) ( ( ) ( , )))) ∧∧
∧ ∀ ∈ ∧ ⊃ ∧ ⊃ ⊃

⊃ ∀ ∈ ⊃
( , ( ( ) ( ) ( ( ) ( , ( ))))

( ( ) ( )

 

 

x y U N x N y M x Q x y M y

x U N x M x )))). (5′)

Содержательно аксиома (1) означает, что за 
каждым членом натурального ряда следует хотя бы 
одно натуральное число, т.е. отображение q:N→N 
всюду определено. Аксиома (2) гласит, что за каж-
дым членом натурального ряда следует не более 
одного числа. Поэтому отображение q однознач-
но. Вместе взятые, аксиомы (1) и (2) означают, что 
отображение q функционально. Условие функцио-
нальности отображения q можно записать следую-
щим образом:

 ∀ ∈ ∃ ∈    x N y N Q x y! ( , ).  (6)

Аксиома (3) гласит, что в натуральном ряду каж-
дому числу может предшествовать не более одного 
числа. Это означает, что отображение q инъектив-
но. Аксиома (4) гласит, что в натуральном ряду 
содержится число, у которого нет предшествую-
щего числа. Наконец, аксиома (5) выражает при-
нцип математической индукции: если свойством М 
обладает первое число натурального ряда и, кроме 
того, из предположения, что свойством М обладает 
число х, следует, что тем же свойством обладает и 
число y = q(x), то свойством М обладают все нату-
ральные числа.

Приведем пример объекта, удовлетворяющего 
всем аксиомам натурального ряда. Это – ряд кодов 
1, 11, 111,... . Роль первого числа в нем выполняет 
символ 1. Каждый последующий код получает-
ся из предыдущего приписыванием к нему слева 
символа 1. Ясно, что для каждого кода существует 
единственный следующий. У каждого кода не мо-
жет быть более одного предшествующего. Код 1 не 
имеет предшествующего. Наконец, начиная с кода 
1 и переходя на каждом шаге к следующему коду, 
мы можем обойти все коды.

Определим понятие единицы. С этой целью 
обозначим символом J множество, включенное в 
N, элементы которого называются единицами. Мно-
жество J определим соответствующим ему преди-
катом J на N, который выражается формулой

 J y x N Q x y( ) ( , ).= ∀ ∈ ¬  (7)

Согласно определению (7), множество J состо-
ит из всех натуральных чисел, для каждого из ко-
торых нет предшествующего натурального числа. 
Согласно аксиоме (4), в множестве J содержится, 
по крайней мере, одна единица. Аксиомы сущест-
вования единицы и индукции можно записать ко-
роче, используя предикат J:

 ∃ ∈y N J y ( );  (8)

∀ ⊆ ∃ ∈ ∧ ∀ ∈ ∧ ⊃
⊃ ⊃ ∀ ∈

   

  

M N x M J x x y N M x Q x y

M y x N M x

(( ( )) ( , ( ( ) ( , )

( ))) ( ))..
   

(9)

Теорема 1 (о единственности единицы). Не мо-
жет существовать более одной единицы.

Доказательство. Предположим, что существуют 
две различные единицы e1 и e2. Образуем множес-
тво М ⊆ N из единицы e1 и всех не единиц, т.е. всех 
таких натуральных чисел, для каждого из которых 
существует предшествующее натуральное число. 
Так построенное множество М удовлетворяет по-
сылке аксиомы индукции, поскольку а) М ⊆ N; б) 
в М содержится единица; в) из предположения, что 
натуральное число х содержится в М и предшеству-
ет натуральному числу у, вытекает, что y∈M. Сле-
довательно, согласно аксиоме индукции, множес-
тво М содержит все натуральные числа. Но e2∉M. 
Получили противоречие. Это означает, что в мно-
жестве J не может содержаться более одной едини-
цы. Теорема доказана.

Формально теорема о единственности единицы 
записывается следующим образом

 ∀ ∈ ∧ ⊃ y y N J y J y D y y1 2 1 2 1 2, ( ( ) ( ) ( , )).  (10)

В развернутом виде ее можно записать услови-
ем

 
∀ ∈ ∀ ∈ ¬ ∧

∧ ∀ ∈ ¬ ⊃

  

 

y y N x N Q x y

x N Q x y D y y
1 2 1

2 1 2

, (( ( , ))

( ( , )) ( , )),
 (11)

называемым свойством единственности единицы. 
Объединяя аксиому существования единицы со 
свойством ее единственности, получаем следующее 
утверждение

 ∃ ∈  ! ( ).y N J y  (12)

В более развернутом виде оно записывается ус-
ловием

 ∃ ∈ ∀ ∈ ¬  ! ( ( , )),y N x N Q x y  (13)

называемым основным свойством единицы. Единс-
твенный элемент множества J обозначаем символом 
1.

Переходим к рассмотрению вопроса о незави-
симости аксиом натурального ряда. Аксиомы на-
зываются независимыми друг от друга, если ни одну 
из них невозможно вывести из совокупности ос-
тальных.
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Теорема 2 (о независимости аксиом натурального 
ряда). Каждая из аксиом натурального ряда логичес-
ки не зависит от совокупности остальных.

Доказательство ведем методом интерпретаций. 
Его существо состоит в следующем. Для каждой 
(i-той) аксиомы изобретают такие предикаты, ко-
торые, будучи подставлены вместо предикатных 
переменных во все аксиомы, кроме i-той, обраща-
ют их в истину (т.е. превращают логические урав-
нения, представленные этими аксиомами, в тож-
дества вида 1=1). Подстановка тех же предикатов в 
i-тую аксиому обращает ее в ложь (в противоречие 
вида 0=1). Если бы i-тая аксиома следовала из ос-
тальных, то она выполнялась бы вместе с ними. В 
противном случае эта аксиома независима от ос-
тальных.

Доказываем независимость аксиомы (1). При-
нимаем N = {1, 2}, Q (x, y) = x1y2. Аксиома (1) не 
выполняется:

∀ ∈ ∃ ∈ = ∀ ∈ ∃ ∈ =

= ∀ ∈ ∨

    

 

x N y N Q x y x y x y

x x

( , ) { , } { , }( )

{ , }(

1 2 1 2

1 2 1

1 2

1 2 xx x x1 2 1 1 12 1 2 1 2 0) { , }( ) .= ∀ ∈ = = 

Аксиома (2) выполняется:
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= ∀ ∈

 

 

x y y N Q x y Q x y D y y

x y y x y

, ( ( , ) ( , ) ( , ))

, , { , }(

,1 2 1 2 1 2

1 2
11 2 11

2 1
2
2

1
1

2
1

1
2

2
2

1
1

1
2 2

1
1 1

1
2 21 2 1 2

∧ ⊃ ∨ =

= ∀ ∈ ⊃

x y y y y y

x y x y y x y , { , }( )( ⊃⊃ =

= ∀ ∈ ⊃ = ∀ ∈ =

y

x y x y y x y

1
2

1
1

1
2

1
2

11 2 1 2 1 1  , { , }( ) , { , }( ) .

Аналогично доказывается выполнение аксиом 
(3)–(5). Итак, аксиома (1) не зависит от совокуп-
ности остальных аксиом натурального ряда. Тем 
же методом доказывается независимость аксиом 
(2)–(5). Для доказательства независимости ак-
сиомы (2) полагаем: N = {1,  2,  2′,  3,  3′,  4,  4′,…},  
Q(x, y) = x1y2∨x1y2′∨x2y3∨ x2′y3′∨x3y4∨x3′y4′∨...; акси-
омы (3) – N = {1, 2, 3}, Q(x, y) = x1y2∨x2y3∨x3y2; ак-
сиомы (4) – N = {2, 3}, Q(x, y) = x2y3∨x3y2; аксиомы 
(5) – N = {1, 2, 2′, 3, 4,...}, Q(x, y) = x1y2∨x2′y2′∨x2y3∨ 
x3y4∨... . Теорема доказана.

Переходим к рассмотрению вопроса об изо-
морфности натуральных рядов. Любые множество 
N и определенное на нем какое-нибудь бинарное 
отношение Q, которые удовлетворяют аксиомам 
(1)–(5), называются натуральным рядом чисел (N, 
Q). Множество N называется множеством нату-
ральных чисел. Отношение Q называется отноше-
нием счета. Функция q(x) = y (q:N→N), задаваемая 
условием xQy, называется операцией счета. Сово-
купность всех утверждений о свойствах предикатов 
N и Q, выводимых из аксиом натурального ряда, 
называется теорией натурального ряда. Предикаты 
N и Q являются первичными и начальными преди-
катами теории натурального ряда. Соответственно 
этому первичными и начальными понятиями тео-
рии натурального ряда будут множество натураль-
ных чисел и отношение счета. Теория называется 

категоричной, если все ее первичные предикаты 
определяются аксиомами с точностью до изомор-
физма.

Теорема 3 (об изоморфности натуральных рядов). 
Если множества N, N ′ и предикаты Q на N×N, Q ′на 
N ′ × N ′удовлетворяют аксиомам натурального ряда, 
то существует биекция ϕ:N→ N ′, такая что для лю-
бых x, y∈N

 Q x y Q x y( , ) ( ( ), ( )).= ′ ϕ ϕ  (14)

Доказательство. Определим предикат Ф на N×N' 
следующим образом. Полагаем Ф(1, 1′) = 1, где  
1 и 1′ – единицы множеств N и N ′. Существование 
элементов 1 и 1′ следует из аксиомы существова-
ния единицы, единственность следует, как было 
установлено выше, из аксиомы индукции. Берем 
элементы a1∈N и a1′∈N', такие что Q(1, a1) = Q ′(1′, 
a1′) = 1. Согласно аксиомам всюду определеннос-
ти и однозначности, эти элементы определяются 
единственным образом. Полагаем Ф(a1, a1′) = 1. 
Берем, далее, элементы a2∈N, a2′∈N ′, такие что 
Q(a1, a2) = Q′(a1′, a2′) = 1, и полагаем Ф(a2, a2′) = 1. 
Продолжая аналогично, получаем не более, чем 
счетные, множества M = {1, a1, a2,...}, M ′ = {1′, a1′, 
a2′,...}. Из аксиомы индукции следует, что М = N, 
M ′= N ′. Для всех i = 1, 2,... имеем Ф(ai, ai′) = 1. 
Для всех остальных пар элементов b∈N, b′∈N' (т.е. 
таких, что не существует i, при котором b = ai, 
b′ = ai′) полагаем Ф(b, b′) = 0. Докажем, что для 
любых значений индексов i, j если i ≠ j, то ai ≠ aj, 
ai′ ≠ aj′. В самом деле, если бы это было не так, на-
пример, as = ap и s<p, то, согласно аксиоме инъек-
тивности, as-1= ap-1, as-2=  ap-2,...,ap-s = 1. Но тогда  
Q(ap-s-1, 1) = 1, что, согласно аксиоме существо-
вания единицы, невозможно. Определим отобра-
жение ϕ(x) = x ′ условием Ф(x, x ′) = 1. В силу до-
казанного, отображение ϕ:N→N' есть биекция. Из 
способа определения предиката Ф непосредствен-
но следует (14) для всех x, y∈N. Теорема доказана.

Равенство (14) означает, что предикаты Q и Q ′ 
изоморфны. Изоморфность натуральных рядов не 
нарушится, даже если взять разные универсумы U 
и U ′, поскольку всегда можно образовать единый 
универсум U ′′= U ∪ U ′ и, согласно только что до-
казанной теореме, предикаты Q и Q ′ будут изомор-
фными. Т.о. имеется по существу (т.е. в абстракт-
ном смысле) лишь один натуральный ряд чисел. 
Построение теории натурального ряда завершается 
фиксацией конкретных множества N и отношения 
счета Q. Если же возникает необходимость перей-
ти от N и Q к другим N ′ и Q ′, то это можно сделать 
при помощи некоторого соответствия ϕ, взаимно 
однозначно отображающего часть N универсума U 
в часть N′  ⊆ U. Важно отметить, что возможно из-
менение отношения счета Q при сохранении мно-
жества N.

Множество В называется собственным подмно-
жеством множества А, если B ⊆ A и B ≠ A (пишут 
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B ⊂ A). Множество А называется бесконечным, 
если существует его собственное подмножество 
В, равномощное множеству А. В противном слу-
чае множество А называется конечным. Множество 
натуральных чисел бесконечно. Действительно, в 
множестве N = {1, 2,...} имеется собственное под-
множество М = {2, 4,...} всех четных чисел, равно-
мощное множеству N. Множества N и М можно 
связать биекцией 2х = у, отображающей N на М. 
Любое множество, равномощное множеству на-
туральных чисел, называется счетным. (Заметим, 
что понятие счетного множества можно опреде-
лить, не пользуясь аксиомами натурального ряда, 
как минимальное бесконечное множество, т.е. такое 
бесконечное множество А, все бесконечные под-
множества которого равномощны множеству А.) 
Определение натурального ряда (N, Q) при задан-
ном универсуме U непротиворечиво, если мно-
жество U бесконечно. Действительно, в этом слу-
чае существует последовательность подмножеств 
V = А0 ⊃ А1 ⊃ А2 ⊃…, такая что каждое Ai (i = 1, 2,…) 
есть собственное подмножество множества Аi-1. 
Выбирая последовательно по одному элементу a1 ∈
А0\А1, a2 ∈А1\А2,…, ai ∈Аi-1\Аi,…, получим натураль-
ный ряд. В случае конечного универсума система 
логических уравнений (1)-(5) решений не имеет.

2. Сложение на множестве натуральных чисел

В арифметике натуральных чисел сложение 
определяют как операцию x + y = z, отображаю-
щую N×N в N, которая обладает следующими дву-
мя свойствами, называемыми аксиомами сложе-
ния: 1) для всех x∈N x+1 = q(x); 2) для всех x, y∈N 
x+(y+1) = (x+y)+1. Первая аксиома означает, что 
операция счета q(x) совпадает с операцией при-
бавления единицы к произвольно взятому нату-
ральному числу х. Т.о. операция счета поглощается 
(охватывается) операцией сложения натуральных 
чисел. Вторая аксиома выражает свойство ассоци-
ативности сложения натуральных чисел в том част-
ном случае, когда третье слагаемое равно единице. 
Оказывается, что этих двух свойств достаточно для 
однозначного определения операции сложения на-
туральных чисел при условии, что множество нату-
ральных чисел и операция счета уже фиксированы. 
Множество натуральных чисел, а также операции 
счета и сложения вводятся косвенными определе-
ниями. Вместе с тем, для одноместной операции 
х + 1 дается прямое определение. Первые два по-
нятия вводятся абсолютными определениями, а 
третье понятие – сложение – относительным опре-
делением. Все три понятия относятся к первичным 
и начальным. Определение сложения коэкстенсив-
но: для заданного натурального ряда (N, Q) опера-
ция сложения вводится единственным способом.

С помощью определения сложения, можно най-
ти сумму любых двух натуральных чисел, которая, 

как оказывается, не зависит от порядка выполняе-
мых действий. Для примера найдем сумму каких-
нибудь двух натуральных чисел, пользуясь вышеп-
риведенным определением сложения. Отыскиваем 
сумму чисел 4 и 3: 4+3 = 4+(2+1) = (4+2)+1. Число 
3 представляем в виде суммы 2+1 на основании 
того, что каждому натуральному числу, отлично-
му от единицы, предшествует единственное на-
туральное число (в данном случае числу 3 пред-
шествует число 2). Отыскиваем сумму чисел 4 и 2: 
4+2 = 4+(1+1) = (4+1)+1 = 5+1 = 6. Предполагает-
ся, что функция счета к моменту определения опе-
рации сложения уже задана. Окончательно имеем: 
4+3 = (4+2)+1 = 6+1 = 7.

Приведенное определение сложения натураль-
ных чисел нуждается в переводе на язык алгебры 
подстановочных операций. При таком переводе 
нельзя принять заранее, что сложение есть опе-
рация. Это свойство сложения еще предстоит вы-
вести из аксиом сложения. Сложение можно рас-
сматривать лишь как отображение (быть может, 
частичное или многозначное), действующее из 
N×N в N. В соответствии с этим вводим предикат 
S (x, y, z) на N×N×N, отвечающий отображению 
x + y = z. Первую аксиому сложения, называемую 
аксиомой добавления единицы, формулируем следу-
ющим образом:

 ∀ ′ ∈ ′ ′ x x N S x x Q x x, ( ( , , ) ~ ( , )).1  (15)

Смысл этой аксиомы состоит в том, что запись 
x+1 = x’ равносильна записи q(x) = x’. Для форму-
лировки второй аксиомы сложения, называемой 
аксиомой ассоциативности, приходится использо-
вать гораздо более сложную логическую конструк-
цию:

 
∀ ′ ∈ ∃ ′ ∈ ′ ∧ ′ ′

∃ ∈ ∧ ′
 x y z N y N Q y y S x y z

z N S x y z Q z z

, , ( ( ( , ) ( , , )) ~

~ ( ( , , ) ( , )))).
   (16)

Аксиома выражает утверждение о равносиль-
ности соотношений x + (y + 1) = z’ и (х + y)+1 = z’. 
Кванторы существования использованы для вы-
ражения композиции отображений у + 1 = у’ и 
x + y’ = z’, а также отображений x + y = z и z + 1 = z’. 
Любой предикат S на N×N×N называется предика-
том сложения для натурального ряда (N, Q), если 
он удовлетворяет так сформулированным аксио-
мам сложения.

Выводим свойства сложения натуральных чи-
сел.

Теорема 4 (о функциональности предиката сложе-
ния). Пусть (N, Q) – натуральный ряд. Тогда любой 
предикат S на N × N × N, удовлетворяющий аксио-
мам сложения, функционален, т.е. для него выполня-
ется условие:

 ∀ ∈ ∃ ∈    x y N z N S x y z, ! ( , , ).  (18)

Доказательство ведем индукцией по у. Пусть для 
любого x∈N Mх = {y∈N∃!z∈N S(x, y, z)}. Согласно 
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аксиомам всюду определенности и однозначности 
счета для любого x∈N найдется единственный z∈N, 
такой что Q(x, z) = 1. По аксиоме (15) для любых x, 
z∈N равенство Q(x, z) = 1 равносильно равенству 
S(x, 1, z) = 1. Следовательно, равенство S(x, 1, z) = 1 
определяет функциональную зависимость z от x. 
Т.о. 1∈Mx. Выберем произвольно y∈N и предполо-
жим, что y∈Mx. Тогда ∃! z∈N S(x, y, z). Пусть z ′∈N та-
ково, что Q(z, z′) = 1. Тогда ∃ z∈N(S(x, y, z)∧Q(z, z′))  
и, в силу аксиомы ассоциативности, ∃ y′∈N(Q(y, 
y′)∧S(x, y′, z′)). Покажем, что любой элемент z′′∈N, 
для которого S(x, y′, z ′′) = 1, совпадает с z′. Элемент 
z′′ обладает свойством ∃ y′∈N(Q(y, y′)∧S(x, y′, z′′)), 
и поэтому, согласно аксиоме ассоциативности, 
∃ z∈N(S(x, y, z)∧ ∧Q(z, z′′)). Но y∈Mx, т.е. элемент z 
определен однозначно. В силу аксиомы однознач-
ности, из равенств Q(z, z ′′) = Q(z, z ′) = 1 следует, 
что z ′′ = z′. Отсюда вытекает, что y ′∈Mx. Применяя 
аксиому индукции, получаем Mx = N. Теорема до-
казана.

Теорема 5 (о существовании и единственности 
предиката сложения). Пусть (N, Q) – натуральный 
ряд. Тогда существует, притом единственный, пре-
дикат S на N × N × N, удовлетворяющий аксиомам 
сложения.

Доказательство. Существование. Сначала для 
каждого х∈N определим специальным образом 
двухместный предикат Sx на N×N. Фиксируя х∈N, 
обозначим а1 = 1, b1 = q(x) (т.е. Q(x, b1) = 1). Обра-
зуем два множества: А = {a1, a2,…}, B = {b1, b2,…}, где 
аi+1 = q(ai), bi+1 = q(bi), i = 1,2,… . Из аксиомы ин-
дукции вытекает, что А = N. Кроме того, для любых 
значений индексов i, j, если i ≠ j, то ai ≠ aj (см. дока-
зательство теоремы 3 об изоморфности натураль-
ных рядов). Положим для всех z∈N Sx(ai, z) = D(bi, 
z), i = 1,2,… . Тогда будем иметь (при i = 1)

 S z D q x z Q x zx ( , ) ( ( ), ) ( , ).1 = =  (а)

Для любого у∈N существует номер i, такой что 
у = аi, и поэтому

 
S y z S a z D b z D q b q z

D b q z S a
x x i i i

i x i

( , ) ( , ) ( , ) ( ( ), ( ))

( , ( )) (

= = = =
= =+1 ++ =1, ( )) ( ( ), ( )).q z S q y q zx

   (б)

Положим S(x, y, z) = Sx(y, z) для всех x, y, z∈N. 
Из свойств (а), (б) предикатов Sx вытекает, что пре-
дикат S на N×N×N удовлетворяет аксиомам сложе-
ния.

Единственность. Доказательство ведем индук-
цией по у. Пусть S и S ′– предикаты сложения. Если 
у = 1, то условие

 ∀ ∈ ′ x z N S x y z S x y z, ( ( , , ) ~ ( , , ))  (17)

выполняется, т.к. по аксиоме добавления единицы 
для любых x, z∈N S(x, 1, z) ~ Q(x, z) и S ′(x, 1, z) ~ Q(x, z).  
Предположим теперь, что (17) верно для некоторо-
го y∈N. Покажем, что тогда ∀x, y′, z′ ∈ N(Q (y, y′) ⊃  
  ⊃ (S(x, y′, z′) ~ S′(x, y′, z′))). Действительно, если 

Q(y, y′) = 1, то по аксиоме ассоциативности из 
S(x, y, z) = 1 вытекает, что высказывания S(x, y ′, z′) и 
Q(z, z′) равносильны для любого z′ ∈N. Аналогично, 
из S ′(x, y, z) = 1 следует ∀ z′∈N (S ′ (x, y ′ ,z′) ~ Q(z,z ′)). 
По теореме о функциональности предиката сложе-
ния, значение z определено однозначно значениями 
x и y, если S(x, у, z)=1. Тогда, в силу аксиом всюду 
определенности и однозначности, единственным 
образом определяется и значение z′, если Q(z, 
z′) = 1. Причем z′ не зависит от выбора предиката 
сложения (S или S ′). Итак, для любого х существует 
единственный z′∈N, такой что S(x, y′, z ′) = S ′(x, у ′, 
z ′) = 1. В силу функциональности предиката сло-
жения, отсюда следует S(x, y′, z ′) ~ S′(x, y ′, z ′) для 
любого z ′. Осталось применить аксиому индукции. 
Теорема доказана.

Доказав функциональность, существование и 
единственность предиката сложения S(x, y, z), мы 
получаем возможность ввести функцию z = x + y, 
соответствующую этому предикату, которая назы-
вается операцией сложения натуральных чисел. Оп-
ределяем ее следующим образом: для любых х, у, 
z∈N z = x + y в том и только том случае, когда S(x, 
y, z) = 1.

Теорема 6 (об ассоциативности сложения). Для 
всех x, y, z∈N (x + y)+z = х + (y + z).

Доказательство. Пусть для всех x, y∈N Mx,y = {z∈
N(x + y)+z = x + (y + z)}. По аксиоме ассоциатив-
ности (x + y) + 1 = x + (y + 1), т.е. 1∈ Mx,у. Покажем, 
что для любого z∈ N из z∈ Mx,y следует (z+1)∈ Mx,у 
(а). Пусть z ∈ Mx,у, т.е. (x + y) +z = x +(y + z). Тогда, 
в силу аксиомы ассоциативности, (x + y) + (z + 1) 
= ((x + y) + z) + 1. Поскольку z∈ Mx,y, то ((x + y) + 
z) + 1 = (x + (y + z)) + 1. Т.к. 1∈ Mx,(y+z), то (x + (y +
 z)) + 1 = x + ((y + z) + 1). По аксиоме ассоциатив-
ности (y + z) + 1 = y + (z + 1). Итак, ( x+ y) + (z + 1)
 = x + (y + (z + 1)), т.е. (z+1)∈ Mx,у. Справедливость 
(а) доказана. Применяя аксиому индукции, полу-
чаем, что множество Mx,y совпадает с множеством 
всех натуральных чисел. Теорема доказана.

Теорема 7 (о коммутативности сложения). Для 
всех x, y∈N x+y = y + x.

Доказательство. Пусть для всех x∈N 
Mx = {y∈Nx+y = y+x}. Поскольку 1+1=1+1, то 
1∈M1. Пусть y∈M1, т.е. 1+y = y+1. В силу ассоциа-
тивности сложения, 1+(y+1) = (1+y)+1. По предпо-
ложению 1+y = y+1. Поэтому 1+(y+1) = (y+1)+1. 
Итак, 1∈M1, и для всех y∈N из y∈M1 следует y+1∈M1. 
Тогда из аксиомы индукции следует, что множест-
во M1 совпадает с N, т.е. что для всех x∈N x+1 = 1+x. 
Покажем теперь, что для любого x∈N множество Mx 
совпадает с N. Действительно, 1∈Mx по только что 
доказанному. Предположим далее, что y∈Mx, т.е. 
x+y = y+x. Тогда x+(y+1) = (x+y)+1 в силу аксиомы 
ассоциативности; (x+y)+1 = 1+(x+y), т.к. 1∈Mx+y; 
1+(x+y) = 1+(y+x), в силу сделанного предполо-
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жения; 1+(y+x) = (1+y)+x, поскольку сложение 
ассоциативно; (1+y)+x = (y+1)+x, т.к. 1∈Mу. Итак, 
x+(y+1) = (y+1)+x, и для всех y∈N из y∈Mx следует 
y+1∈Mx. Применяя аксиому индукции, приходим 
к выводу, что Mx совпадает с N. Теорема доказана.

3. Порядок на множестве натуральных чисел

Отношение порядка x < y для любых натураль-
ных чисел x и y определяется следующим образом: 
x < y в том и только том случае, если существует на-
туральное число z, такое что x+z = y. Это утверж-
дение называется определением порядка. Определе-
ние порядка – прямое и однoзначное. Отношение 
порядка определяется не только множеством N, но 
и предикатом Q, так что на одном и том же мно-
жестве натуральных чисел может быть задано мно-
го разных отношений порядка. Высказывание x < y 
будем записывать также и в виде y > x. В первом 
случае говорят “x меньше y”, во втором “y боль-
ше x”. Для формальной записи аксиомы порядка 
вводим предикат H(x, y) на N×N, соответствующий 
отношению x < y. Определение порядка теперь за-
пишется в виде:

 ∀ ∈ ∃ ∈  x y N H x y z N S x z y, ( ( , ) ~ ( , , )).  (19)

Предикат H, удовлетворяющий определению 
порядка, называется предикатом порядка для нату-
рального ряда (N, Q). Очевидно, что для каждого 
натурального ряда (N, Q) существует единствен-
ный предикат порядка H.

Теорема 8 (о неповторяемости чисел в натураль-
ном ряду). Для любых x, y∈N, если x<y, то y ≠ x.

Доказательство. Установим вначале, что для 
всех x, z∈N x + z ≠ x (а). Доказательство ведем ин-
дукцией по x. Рассмотрим множество элементов 
M = {x∈N∀z∈N x + z ≠ x} Поскольку для любого 
z∈N 1+z = z + 1 ≠ 1, то 1∈ M. Пусть x∈M. Тогда для 
любого z∈N (x + 1)+ z = x+(1 + z) = x+(z+1) = (x +
 z)+1 (б). Поскольку x∈M, то x+z ≠ x. Отсюда сле-
дует, что (x+ z)+1 ≠ x+1, или (с учетом равенства 
(б)) (x+1)+z ≠ x +1. Поэтому x+1∈M. По аксиоме 
индукции получаем M = N. Утверждение (а) дока-
зано. Пусть теперь x < y. Тогда найдется z∈N, такое 
что x+z = y. Согласно (а) x+z ≠ x, следовательно 
x ≠ y. Теорема доказана.

Теорема 9 (о сравнимости натуральных чисел). 
Для любых x, y∈N либо x = y, либо x< y, либо x > y.

Доказательство. Несовместимость любых 
двух из трёх утверждений, указанных в фор-
мулировке теоремы, непосредственно следу-
ет из предыдущей теоремы. Образуем множес-
тво Mx = Mx′∪Mx′′∪Mx′′′, где Mx′ = {y∈Nx = y}, 
Mx′′= {y∈Nx<y}, Mx′′′ = {y∈Nx>y}. Доказав, что 
Mx=N, мы тем самым установим, что для любых x, 
y∈N хотя бы одно из соотношений x = y, x< y, x>y 
имеет место. Если x = 1, то 1∈Mx′, если же x ≠ 1, 
то x>1, поэтому 1∈ Mx′′′. Итак, мы получили, что 

1∈Mx. Предположим теперь, что y∈Mx. Отсюда сле-
дует, что y∈Mx′ или y∈Mx′′, или y∈Mx′′′. Если y∈Mx′, 
то x = y, x+1 = y+1, x < y +1, y + 1∈Mx′′. Если y∈Mx′′, 
то x < y. Следовательно, существует z∈N, такое что 
x + z = y, а значит x+(z+1) = y+1, x< y+1, y +1∈Mx′′. 
Если же y∈Mx′′′, то x > y. Следовательно, сущес-
твует z∈N, такое что x = y + z. При z = 1 получаем 
x = y + 1, т.е. y + 1∈Mx′. При z ≠ 1 существует z ′∈N, 
такое что z = z ′+1, и тогда y + z = y +(1+z ′) = (y+1)+ 
+z ′ = x. Отсюда вытекает, что x > y +1, а значит, 
y + 1∈Mx′′′. Итак, из y∈Mx следует y + 1∈Mx. В силу 
аксиомы индукции, Mx = N. Теорема доказана.

Введем отношение ≤ нестрогого порядка, опре-
деляемое следующим образом: для всех x, y∈N x ≤ y 
равносильно x< y или x = y. Отношение < называ-
ется еще отношением строгого порядка, чтобы от-
личить его от отношения ≤. Запись x ≤ y читается 
“x меньше или равно y”. Вместо x ≤ y также пишут 
y ≥ x, последняя запись читается “у больше или рав-
но х”. Говорят, что произвольный предикат K(x, y) 
на A×A обладает свойством сравнимости, если он 
удовлетворяет условию: ∀x, y∈A(K(x, y)∨K(y, x)). 
Любой бинарный предикат на A×A, обладающий 
свойствами рефлексивности, антисимметричнос-
ти, транзитивности и сравнимости, называется 
линейным порядком на А. Линейный порядок вы-
страивает все элементы множества, на котором он 
определен, в линию, упорядочивает их. Множест-
во, на котором определен линейный порядок, на-
зывается цепью. 

Теорема 10 (об упорядоченности множества нату-
ральных чисел). Множество натуральных чисел с оп-
ределенным на нем отношением нестрогого порядка 
является цепью.

Доказательство. Поскольку x = x для любого 
x∈N, то всегда x ≤ x, так что отношение нестрогого 
порядка рефлексивно. Кроме того, оно антисим-
метрично. Действительно, пусть x, y∈N таковы, 
что x ≤ y и y ≤ x. Тогда x< y или x = y, и, вместе с тем, 
ложно, что y>x. Следовательно, x = y. Доказываем 
транзитивность отношения ≤. Пусть x, y, z∈N тако-
вы, что x < y и y < z. Тогда существуют x′, y′, такие 
что y = x+x′ и z = y+y′. Поэтому z = (x + x′)+ y′ = 
x +(x′ + y′), следовательно x< z. Если же x = y и y < z, 
или x < y и y = z, то x < z,. Наконец, если x = y и 
y = z, то x = z. Итак, во всех случаях из x ≤ y и y ≤ z, 
следует x ≤ z. Покажем, наконец, что отношение ≤ 
обладает свойством сравнимости. В силу теоремы о 
сравнимости натуральных чисел, для любых x, y∈N 
y∈Mx′∪Mx′′∪Mx′′′. Если y∈Mx′∪Mx′′, то x ≤ y, если же 
y∈Mx′∪Mx′′′, то x ≥ y. Теорема доказана.

4. Умножение на множестве натуральных чисел

В арифметике натуральных чисел умноже-
ние определяют как операцию xy = z, отобража-
ющую N×N в N, которая обладает следующими 
двумя свойствами, называемыми аксиомами ум-
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ножения: 1) для всех x∈N x1 = x; 2) для всех x, y∈N 
x (y + 1) = xy + x. Первая аксиома определяет пра-
вило умножения произвольного числа на единицу, 
вторая выражает свойство дистрибутивности ум-
ножения натуральных чисел относительно сложе-
ния в том частном случае, когда второе слагаемое 
равно единице.

Для формальной записи аксиом умножения 
введем предикат P(x, y, z) на N×N×N, соответству-
ющий отношению xy = z. Первую аксиому умно-
жения формулируем следующим образом, называя 
ее аксиомой умножения на единицу:

 ∀ ′ ∈ ′ ′  x x N P x x D x x, ( ( , , ) ~ ( , )).1  (20)

Смысл этой аксиомы состоит в том, что запись 
x1 = x ′ равносильна записи x = x ′. Вторая аксиома, 
называемая аксиомой дистрибутивности, форму-
лируется следующим образом:

 
∀ ′ ∈ ∃ ′ ∈ ′ ∧ ′ ′

∃ ∈ ∧
  

 

x y z N y N Q y y P x y z

z N P x y z S z

, , (( ( , ) ( , , )) ~

~ ( ( , , ) ( ,xx z, ))).′
    (21)

Она выражает утверждение о равносильности 
равенств x(y+1) = z ′ и xy + x = z ′. Любой предикат 
P на N×N×N называется предикатом умножения для 
натурального ряда (N, Q), если он удовлетворяет 
так сформулированным аксиомам –умножения.

Теорема 11 (о функциональности предиката ум-
ножения). Пусть (N, Q) – натуральный ряд. Тогда 
любой предикат P на N×N×N, удовлетворяющий ак-
сиомам умножения, функционален, т.е. для него вы-
полняется условие:

 ∀ ∈ ∃ ∈    x y N z N P x y z, ! ( , , ).  (22)

Доказательство ведем индукцией по y. При y = 1 
условие (22) выполняется в силу аксиомы умноже-
ния на единицу. Предположим, что (22) выполня-
ется для некоторого y∈N, т.е. ∀x∈N ∃!z∈N P(x, y, z). 
Покажем, что тогда (22) справедливо и для y + 1∈N. 
Пусть P(x, y, z) = 1. По предположению, значение z 
однозначно определено значениями x и y. В силу 
функциональности предиката сложения, равенство 
S(z, x, z ′) = 1 однозначно разрешимо относительно 
z ′. Но тогда, в силу аксиомы дистрибутивности, и 
уравнение P(x, y+1, z ′) = 1 однозначно разрешимо 
при фиксированных x, y + 1∈N. Осталось исполь-
зовать аксиому индукции. Теорема доказана.

Теорема 12 (о существовании и единственности 
предиката умножения натуральных чисел). Пусть 
(N, Q) – натуральный ряд чисел. Тогда существует 
хотя бы один предикат Р на N×N×N, удовлетворя-
ющий аксиомам умножения (20), (21), и все такие 
предикаты совпадают друг с другом. Последнее озна-
чает: если Р и Р ′ – предикаты на N×N×N, удовлет-
воряющие аксиомам умножения, то

 ∀ ∈ ′ x y z N P x y z P x y z, , ( ( , , ) ~ ( , , )).  (23)

Доказательство. Существование. Сначала для 

каждого х ∈N строим двухместный предикат Рх на 
N×N. Обозначим а1 = 1, b1 = х. Образуем два мно-
жества А = {а1, а2,…}, В = {b1, b2,…}, где аi+1 = q(ai), 
bi+1 = bi + x, i=1,2,… . Из аксиомы индукции следует, 
что А = N. Кроме того, ai ≠ aj, если i ≠ j. Положим 
для любого z∈N Px(ai, z) = D(z, bi), i = 1,2,… . Тогда 
при i = 1 будем иметь Рх(1, z) = D(z, x) (a). Для лю-
бого у∈N существует единственный номер i, такой 
что у = аi, и тогда Рх(y, z)=Pх(ai, z)=D(bi, z)=D(bi+1,
 z+x)=Рх(аi+1, z+x) = Px (q(ai), z + x) = Px(q(y), z + x) 
(б).

Положим Р(х, у, z) = Px(y, z) для всех x, y, z∈N. Из 
свойств (а), (б) предикатов Рх вытекает, что преди-
кат Р на N × N × N удовлетворяет аксиомам умно-
жения. Существование предиката Р доказано.

Единственность. В силу теоремы о функцио-
нальности предиката умножения, достаточно по-
казать, что для произвольных x, y, z, z’∈N из ра-
венств P(x, y, z) = P’(x, y, z’) = 1 следует z = z’ (а). 
Доказательство ведем индукцией по y. При y = 1 
утверждение (а) справедливо, т.к. по аксиоме (20) 
из равенств P(x, 1, z) = P’(x, 1, z’) = 1 следует z = z’. 
Пусть (а) имеет место для некоторого y∈N. По-
кажем, что тогда для y’ = y+1 верно утверждение 
∀ x, z, z’ ∈ N (P (x, y’, z’) ∧ P’ (x, y’, z’’) ⊃ z ‘= z’’) (б). 
Действительно, в силу аксиомы (21) равносильны 
утверждения P(x, y+1, z’) = 1 и z’ = z+x, P’(x, y +1, 
z’’) = 1 и z’’ = z + x, при условии P (x, y, z) = 1. От-
сюда следует справедливость (б).

Осталось применить аксиому индукции для мно-
жества M = {y∈N∀x, z, z’ ∈ N(Р(x, y, z)∧P'(x, y, z’)⊃  
⊃ z = z’)}. Теорема доказана.

Доказав функциональность, существование и 
единственность предиката умножения P(x, y, z), 
мы получаем возможность ввести функцию z = xy, 
соответствующую этому предикату, которая назы-
вается операцией умножения натуральных чисел. 
Определяем ее следующим образом: для любых x, 
y, z∈N z = xy в том и только том случае, когда P(x, 
y, z) = 1.

Теорема 13 (о дистрибутивности умножения). Для 
всех x, y, z∈N (x + y)z = xz + yz.

Доказательство. Обозначим для произвольных 
x, y∈N Mx,y={z∈N (x+y)z = xz+yz}. В силу аксиомы 
(20) 1∈Mx,y. Пусть для некоторого z∈N имеет место 
равенство (x + y)z = xz + yz, т.е. z∈Mx,y. Тогда, ис-
пользуя аксиому (21), коммутативность и ассоциа-
тивность сложения, получаем:(x+y)(z+1) = (x+y) z+
(x+y) = (xz+yz)+(x+y) = xz+(yz+(x+y)) = xz+((x+y) 
+yz) = xz+(x+(y+yz)) = (xz + x) + (yz + y) = x(z + 1) 
+y (z + 1). Отсюда следует z + 1∈ Mx,y. Применяя 
аксиому индукции, получаем Mx,y = N. Теорема 
доказана.

Теорема 14 (о коммутативности умножения). Для 
всех x, y∈N xy = yx.

Доказательство. Пусть M = {y∈N 1y = y1}. Т.к. 
1⋅1 = 1⋅1, то 1∈M. Предположим, что некоторый 
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y∈M. Тогда 1(y+1) = 1y+1 = y1+1 = (y+1)1 (соглас-
но аксиомам умножения). Поэтому y + 1∈M. По 
аксиоме индукции отсюда следует M = N, т.е. для 
любого y∈N 1y = y1. Для произвольного x∈N рас-
смотрим множество Mx = {y∈N xy = yx}. По только 
что доказанному 1∈Mx. Пусть y∈Mx. Тогда, с исполь-
зованием аксиомы (21) и дистрибутивности умно-
жения, получаем x(y+1) = xy+x = yx+x = (y+1)x.  
Отсюда следует y +1∈Mx. Согласно аксиоме индук-
ции, получаем Mx = N. Теорема доказана.

Теорема 15 (об ассоциативности умножения). Для 
всех x, y, z∈N (xy)z = x(yz).

Доказательство. Обозначим для произвольных 
x, y∈N Mx,y = {z∈N(xy)z = x(yz)}. Очевидно, что, 
1∈Mx,y, т.к. (xy)1 = xy = x(y1). Пусть для некоторого 
z∈N (xy)z = x(yz), т.е. z∈Mx,y. Тогда, в силу аксиомы 
(21) и теорем 13, 14, (xy) (z + 1) = (xy)z + xy = x(yz +  
xy) = (yz)x + yx = (yz + y)x = x(yz+y) = x(y(z+1)). 
Отсюда следует z +1∈Mx,y. Применяя аксиому ин-
дукции, получаем Mx,y = N. Теорема доказана.

Выводы

При написании данной статьи авторы базирова-
лись на работе Ландау [7], которая, как это явству-
ет из ее названия “Основы анализа”, нацелена на 
решение задачи обоснования математики (в части, 
касающейся введения чисел). Работы подобной 
направленности часто подвергаются критике, как 
содержащие circulus vitiosus (порочный круг) [10,  
c. 115, 6, с.29]. В применении к задаче обоснования 
теории натурального ряда указывается на невоз-
можность формулировки и доказательства утверж-
дений этой теории без фактического привлечения 
натуральных чисел и их свойств. Вместе с тем, 
ясно, что логически недопустимо основывать вве-
дение натуральных чисел на них же самих.

Задача, решаемая в настоящей работе, формули-
руется иначе: натуральные числа рассматриваются 
как нечто уже существующее, изначально данное. 
Поэтому нет необходимости извлекать их из небы-
тия. Требуется лишь математически описать пер-
вичные понятия арифметики, которые в ней уже 
имеются и фактически используются. К такой пос-
тановке возражение circulus vitiosus неприменимо, 
поскольку об обосновании понятия натурального 
числа речь теперь не идет. Если анализируемые 
понятия недоброкачественны, то таким же недоб-
рокачественным будет и результат их формального 
описания. Идентифицируя то, что реально сущест-
вует в умах математиков и присутствует в их трудах, 
исследователь не отвечает за безупречность прото-
типа. Решая эту задачу, нет необходимости возде-
рживаться от использования натуральных чисел и 
их свойств в качестве одного из средств записи ак-
сиом, формулировки необходимых теорем и пос-
троения их доказательств. Более того, в качестве 
инструмента описания арифметических понятий 

и их анализа не запрещается использовать любые 
логические и математические средства, которые 
признаются надежными современной наукой.

Решая задачу формального описания понятий, 
исследователь не вправе претендовать на абсо-
лютную истинность получаемых результатов. Ведь 
степень их надежности зависит от уровня добро-
качественности идентифицируемых понятий, от 
эффективности аппарата формального описания, 
вообще – от надежности функционирования че-
ловеческого разума, т.е. от факторов, которые ему 
не вполне подвластны. Доказательством безоши-
бочности, абсолютной надежности и эффектив-
ности разума человека наука не располагает, и нет 
оснований надеяться, что оно когда-нибудь будет 
получено. Приходится довольствоваться верой 
в доброкачественность человеческого интеллек-
та, т.е., в конечном счете, полагаться на высокую 
квалификацию и добросовестность его создателя 
(предположительно – генетического интеллекта 
[9, с. 151]).

Только что мы охарактеризовали труд Ландау 
как работу, нацеленную на решение одной из задач 
обоснования математики. Но на него можно пос-
мотреть также и как на работу, вносящую вклад в 
решение задачи идентификации первичных ариф-
метических понятий, хотя, возможно, сам автор 
такую задачу перед собой и не ставил. Ландау вво-
дит четыре первичных понятия: натуральное чис-
ло, счет, сложение и умножение натуральных чи-
сел; задает их с помощью девяти аксиом и выводит 
из них основные свойства первичных понятий. Все 
эти построения послужили базой для нашей рабо-
ты.

Отличительной особенностью данной рабо-
ты является то, что натуральный ряд (N, Q), пре-
дикаты сложения S и умножения P определяют-
ся как решения системы логических уравнений, 
именуемых аксиомами. Существование решения 
этой системы, как указывалось выше, зависит от 
выбора универсума U. В соответствии с методи-
кой идентификации понятий, описанной в начале 
этой статьи, нами вводятся переменные предика-
ты N(x), Q(x, y), S(x, y, z) и P(x, y, z), отвечающие 
понятиям натурального числа, счета, сложения и 
умножения натуральных чисел. Чтобы обеспечить 
корректность введения предикатов, каждый из 
них должен быть снабжен областью определения 
для набора своих переменных [11, с. 62, 69]. Зна-
чения аргументов предикатов N и Q должны быть 
ограничены каким-то универсумом U. Лучше все-
го было бы взять в качестве универсума множество 
всевозможных элементов, однако такое множество 
не существует. Пришлось принять в роли U произ-
вольно выбираемое фиксированное множество. 
В качестве области изменения аргументов преди-
катов S и P принимается множество N, которое к 
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моменту появления сложения и умножения уже 
оказывается введенным.

Полученные нами выражения (1’)-(5’), (15), 
(16), (20) и (21) представляют собой перевод на 
формальный язык аксиом натурального ряда, со-
держание которых пришлось несколько услож-
нить по сравнению с формулировками Пеано и 
Грассмана. Изменение содержания аксиом Пеано 
вызвано введением универсума U. Формулировка 
аксиом Грассмана была усложнена из-за того, что 
в них предикаты S(x, y, z) и P(x, y, z) содержательно 
представлены равенствами x+y = z и xy = z, кото-
рыми нельзя пользоваться, пока не доказано, что 
сложение и умножение – это операции. Но преди-
каты S и P изначально не обладают свойством фун-
кциональности, они выражают собой не операции, 
а всего лишь отношения, связывающие перемен-
ные x, y, z. Именно аксиомы, характеризующие 
эти предикаты, должны превратить их в функции. 
Только после того, как из аксиом выведены фун-
кциональность, существование и единственность 
предикатов S и P, можно на законных основаниях 
использовать выражения x+y = z и xy = z. При за-
писи аксиом сложения и умножения универсум U 
не привлекается, поскольку предикат N(x) к этому 
моменту уже определен и зафиксирован, а значит 
множество N имеется в наличии и может теперь 
само выступать в роли универсума.

Изменение формулировок аксиом привело к 
необходимости замены доказательств большинс-
тва теорем, а иногда и их формулировок. К ним, 
в частности, относятся теоремы о существовании 
и единственности предикатов S и P, без которых 
вывод основных свойств сложения и умножения 
не представляется возможным. В заключение под-
черкнем, что полученные в настоящей статье ре-
зультаты следует расценивать лишь как перевод 
достижений уже существующей аксиоматической 
теории натуральных чисел, ориентированный на 
решение формального описания категории коли-
чества. Как это обычно бывает при выполнении 
подобных работ, в ранее полученных не полностью 
формализованных описаниях выявляются неко-
торые пробелы и производятся соответствующие 
дополнения и доработки, которые, однако, не за-
трагивают существа теории, созданной предшест-
венниками.
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The concept of natural number is selected from the cat-
egory of quantity which is reduced in one’s turn to concepts 
of the calculating set, operations of calculation, addition and 
multiplication. On the language of algebra substitutional op-
erations characteristical properties of these concepts are de-
scribed and the completeness of descriptions is proved. The 
main properties of natural numbers and arithmetical opera-
tions with them were deduced from considered definitions.
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