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РЕФЕРАТ 

 

Пояснювальна записка: 88 с., 5 табл., 3 рис., 48 джерел. 

 

ГРАФ МЕРЕЖІ, ЗАКОНИ КІРХГОФА, ВОДОПРОВІДНА МЕРЕЖА, 

МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ СТАЛОГО ПОТОКОРОЗПОДІЛУ, МЕТОД 

НАЙШВИДШОГО СПУСКУ, МЕТОДИ ОПТИМІЗАЦІЇ, СТАТИСТИЧНЕ 

ОЦІНЮВАННЯ, ТЕОРІЯ ГРАФІВ. 

 

Об’єкт дослідження – процес сталого потокорозподілу у водопровідних 

мережах. 

Мета роботи – застосування для розв’язання сформульованої задачі оці-

нювання стану моделі сталого потокорозподілу у водопровідних мережах мето-

ду найшвидшого спуску на основі модифікованого методу покоординатного 

спуску. 

Метод дослідження – метод максимальної правдоподібності, модифікова-

ний метод покоординатного спуску, метод найшвидшого спуску, метод дихотомії. 

Для розв’язання задачі оцінювання стану моделі сталого потокорозподілу 

у водопровідних мережах використовувався метод найшвидшого спуску на ос-

нові модифікованого методу покоординатного спуску. Розроблено алгоритм, 

що реалізує даний метод, здійснена його програмна реалізація. Розроблено про-

грамний комплекс, що реалізований мовою Python з використанням бібліотек 

NumPy та NetworkX. Наведено та проаналізовано результати обчислювального 

експерименту. 

Розв’язання задачі оцінювання стану моделі сталого потокорозподілу у 

водопровідних мережах дозволяє отримувати повний потокорозподіл на підста-

ві вимірювань режимних параметрів тільки на входах та виходах мережі, які 

здійснюються з випадковими помилками. Впровадження результатів роботи на 

реальних об’єктах дозволяє підвищити точність розв’язання режимних задач. 
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ABSTRACT 

 

Introductory note: 88 p., 5 tables, 3 figures, 48 sources. 

 

NETWORK GRAPH, KIRCHHOFF'S LAWS, WATER SYSTEM, 

MATHEMATICAL MODEL OF STABLE FLOW DISTRIBUTION, FASTEST 

DESCENT METHOD, OPTIMIZATION METHODS, STATISTICAL 

ESTIMATION, GRAPH THEORY. 

 

The object of the study is the process of steady flow distribution in water 

supply networks. 

The purpose of the work is to apply the fastest descent method based on the 

modified coordinate descent method to solve the formulated problem of assessing the 

state of the steady flow distribution model in water supply networks. 

The research method is the fastest descent method based on the modified 

coordinate descent method. 

To solve the problem of assessing the state of the sustainable flow distribution 

model in water supply networks, the fastest descent method was used based on the 

modified coordinate descent method. An algorithm that implements this method has 

been developed, and its software implementation has been carried out. A software 

package has been developed, implemented in Python using the NumPy and 

NetworkX libraries. The results of a computational experiment have been presented 

and analyzed. 

Solving the problem of assessing the state of the sustainable flow distribution 

model in water supply networks allows us to obtain a complete flow distribution 

based on measurements of regime parameters only at the network inputs and outputs, 

which are carried out with random errors. The implementation of the results of work 

on real objects allows us to increase the accuracy of solving regime problems. 
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ВМ – водопровідна мережа  

ІМ – інженерна мережа  

СПР – сталий потокорозподіл 

CD – Coordinate Descent (метод покоординатного спуску)  

GD – Gradient Descent (градієнтний спуск)  

GNN – Graph Neural Networks (графові нейронні мережі)  
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мережі)  

SE – State Estimation (оцінювання стану)  

WDN – Water Distribution Networks (системи водопостачання) 
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ВСТУП 

 

Актуальність теми. Актуальність роботи зумовлена необхідністю під-

вищення ефективності та надійності функціонування систем водопостачання, 

зокрема, водопровідних мереж, які є критично важливою інфраструктурою.  

Водопровідні мережі є підкласом інженерних мереж, основною метою 

функціонування якою є забезпечення споживачів водою достатнього обсягу і 

під відповідним тиском. Надійність функціонування водопровідної мережі без-

посередньо впливає на життєдіяльність міста та добробут його мешканців. Але  

складна структура водопровідних мереж, необхідність оперативного виявлення 

аварійних ситуацій та реалізації оперативного управління режимами функціо-

нування водопровідних мереж  вимагають розробки та впровадження ефектив-

них математичних моделей та обчислювальних методів.  

Розв’язання задач проектування, реконструкції та управління режимами 

функціонування водопровідних мереж, що виникають у реальних умовах, здій-

снюється на основі знання повного потокорозподілу, тобто витрат води по всіх 

ділянках трубопроводу та тисків у всіх вузлах. Але  сучасні засоби контролю і 

відображення інформації не забезпечують можливості вимірювання всіх режи-

мних параметрів, що характеризують потокорозподіл у водопровідних мережах. 

. Є можливість вимірювання лише значень тисків і витрат на входах і виходах 

мереж. У зв'язку з цим виникає необхідність у використанні замість фактичних 

режимів розрахункових. Застосування для цих цілей задачі гідравлічного роз-

рахунку водопровідних мереж не дає задовільних результатів по точності, оскі-

льки вимірювання здійснюються з випадковими помилками, які при розв’язанні 

даної задачі вносять додаткову похибку. У зв'язку з цим виникає необхідність 

при розв’язанні режимних задач на реальних об'єктах користуватися задачею 

оцінювання стану моделі сталого потокорозподілу, розв’язання якої дозволяє 

отримувати повний потокорозподіл водопровідної мережі з урахуванням наяв-

ності випадкових помилок вимірювання. 

Розв’язання задачі оцінювання стану моделі сталого потокорозподілу у 
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водопровідних мережах потрібує використовування статистичного апарату тео-

рії оцінювання, і остаточно ця задача зводиться до задачі нелінійного матема-

тичного програмування. Внаслідок цього виникає проблема застосування ефек-

тивних методів оптимізації, адаптованих для розв’зання задач оцінювання ста-

ну моделі сталого потокорозподілу у водопровідних мережах.  

Таким чином, тема кваліфікаційної роботи є актуальною 

Мета і завдання кваліфікаційної роботи. Метою кваліфікаційної робо-

ти є застосування для розв’язання сформульованої задачі оцінювання стану мо-

делі сталого потокорозподілу у водопровідних мережах методу найшвидшого 

спуску на основі модифікованого методу покоординатного спуску. Для досяг-

нення поставленої мети необхідно виконати наступні завдання: 

– провести огляді математичних моделей сталого потокорозподілу у во-

допровідних мережах; 

– навести змістовну та математичну постановки задачі оцінювання стану 

моделі сталого потокорозподілу у  водопровідних мережах; 

– проаналізувати шляхи підвищення ефективності розв’язання задачі оці-

нювання стану моделі сталого потокорозподілу у водопровідних мережах; 

– застосувати метод найшвидшого спуску на основі модифікованого ме-

тоду покоординатного спуску для розв’язання задачі оцінювання стану моделі 

сталого потокорозподілу у водопровідних мережах. 

– розробити алгоритм, що реалізує даний метод; 

– виконати програмну реалізацію розробленого алгоритму; 

– провести обчислювальний експеримент та проаналізувати його результат. 

Об’єктом дослідження є процес сталого потокорозподілу у водопровід-

них мережах. 

Предметом дослідження є методи розв’язання задачі оцінювання стану 

моделі сталого потокорозподілу у водопровідних мережах. 

Методи дослідження. У роботі використовуються метод максимальної 

правдоподібності, модифікований метод покоординатного спуску, метод найш-

видшого спуску, метод дихотомії. 
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Публікації. Результати, отримані у кваліфікаційній роботі, було предста-

влено на ІХ Міжнародної науково-технічної конференції  «Комп’ютерне моде-

лювання та оптимізація складних систем КМОСС-2025» (м. Дніпро, Україна, 5-

7 листопада 2025 р.) [1]. 
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1 АНАЛІЗ ПРЕДМЕТНОЇ ОБЛАСТІ 

ТА ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ ДОСЛІДЖЕННЯ 

 

1.1 Огляд математичних моделей сталого потокорозподілу 

      у водопровідних мережах 

 

1.1.1 Принципи моделювання режимів сталого потокорозподілу 

         у водопровідних мережах 

 

Математичне моделювання та оптимізація режимів функціонування во-

допровідних мереж (ВМ) здійснюється на базі моделі сталого потокорозподілу 

(СПР). Ця модель ефективно використовується при аналізі стаціонарних режи-

мів роботи систем водопостачання, зокрема, ВМ. Детермінована модель СПР 

описує систему в конкретний момент часу.  

Ця модель також є основою при розв'язанні задачі оцінювання стану мо-

делі СПР у ВМ. Оскільки ВМ є підкласом інженерних мереж (ІМ.), модель СПР 

у ВМ базується на деяких припущеннях [2]: 

a) ВМ є системою взаємодії підсистем трьох типів: активних елементів 

(насосних агрегатів), пасивних елементів (ділянок трубопроводу) та  

споживачів; 

б) кожна підсистема i  характеризується параметрами і двома змінними 

величинами: витратою iq  (послідовною величиною) і втратою напору ih  (пара-

лельною величиною), а також напрямом; 

в) в якості споживача в мережі розглядається фіктивна ділянка (стік), яка   

спрямована від будь-якого вузла мережі до точки з нульовим тиском;  ця ділян-

ка характеризується своєю витратою цільового продукту (води)  і його напо-

ром, а останній завжди збігається з тиском у вузлі мережі, з якого  

виходить стік; 

г) загальний потік цільового продукту (води), що подається в мережу, до-

рівнює сумарному потоку, спожитого з мережі; 
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д) структура ВМ задається у вигляді графа мережі, який відображає хара-

ктер взаємодії між підсистемами; 

е) у мережі мають місце закони Кірхгофа (постулати мереж):  

1) перший –  алгебраїчна сума витрат в будь-якому вузлі мережі дорівнює 

нулю; 

2) другий – сумарна втрата напору по будь-якому замкнутому циклу дорі-

внює нулю.  

Розглянуті припущення  дають можливість розглядати ВМ як сильно зв'я-

зний лінійний граф ( , )G V E , на якому визначені два закони Кірхгофа [2], який 

містить ( )v Card V=  вершин і ( )e Card E=  дуг, де V , E  – множини вершин і 

дуг графа мережі, відповідно. Кожній з дуг поставлено у відповідність актив-

ний або пасивний елементів і дві змінні величини: витрата iq  і втрата напору 

ih , пов'язані між собою монотонною залежністю, яка визначається параметрами 

цих елементів. 

Сукупність величин iq , ih  ( )1,2, ,i e=  утворює два e -мірних вектори 

 1 2, , , eq q q q = ,  1 2, , , eh h h h = , які характеризують стан потокорозподілу  у 

ВМ. Їх поточні (наприклад i -ті) компоненти пов'язані залежністю, яка визнача-

ється параметрами активних і пасивних елементів відповідної ( i -ої) гілки ме-

режі, але незалежної від її геометричної структури. Перший постулат мереж до-

зволяє знайти залежність між компонентами вектора q , другий – залежність 

для компонентів вектора h . Ці залежності визначаються тільки графом мережі. 

Система e  рівнянь для дуг графа мережі спільно з e  рівняннями, які від-

повідають законам Кірхгофа, є математичною моделлю CПР в ВМ, яка одно-

значно показує взаємозв'язок між змінними, параметрами і структурою мережі. 

Ця модель лежить в основі розв’язання задачі оцінювання стану моделі СПР  

у ВМ. 

Розв’язок системи рівнянь моделі СПР у ВМ  дозволяє отримати значення 

витрат за всіма дугами графа мережі і тисків у всіх вузлах графа мережі при ві-

дповідному задані граничних умов, в якості яких використовуються вимірю-
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вання значень витрат і тисків на входах і виходах мережі. 

 

 

1.1.2 Математичне представлення графа мережі і його елементів 

 

Розглядається кінцевий орієнтований зв'язний лінійний граф з e  дугами 

(орієнтованими гілками) і v  вершинами (вузлами) [3]. Математично лінійний 

граф відображається матрицею інциденцій A  розмірності ( )v e . Елемент цієї 

матриці визначаються так: 

 

 

1, якщо -а дуга інцидентна вершині  і направлена до неї;

1, якщо -а дуга інцидентна вершині  і направлена від неї;

0, якщо -а дуга не інцидентна вершині .

ki

i k

a i k

i k




= −



 

 

Деревом графа називається підграф, який містить всі вершини графа і не 

утворює жодного замкнутого циклу. Дуги, які входять в дерево, називаються 

гілками дерева, інші – хордами. Очевидно, існує 1v −  гілок дерева і 

( )1e v = − +  хорд. 

Будь-якому довільно обраному дереву графа відповідає 1v −  головний 

переріз і фундаментальна система   циклів. Головний переріз є підмножиною 

дуг графа, що містить гілки дерева і хорди, які з'єднують два піддерева графа, 

що утворюються з розглянутого дерева після видалення цієї гілки дерева; фун-

даментальний цикл – підмножина ребер графа, що містить хорду і гілки дерева, 

які утворюють єдиний простий ланцюг, що з'єднує кінцеві точки цієї хорди. 

Для орієнтованого графа ( )1v −  головний переріз математично описуєть-

ся матрицею головних перерізав [ ]ijQ q=  розмірності ( )1v e−   і рангу ( )1v − , а 

система фундаментальних циклів – цикломатичною матрицею ijB b =    розмір-

ності e  і рангу  . 
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Елементи матриці Q  визначають з таких умов: 

 

 

1, якщо  -а дуга належить  -му перерізу і її напрямок в перерізі 

       збігається з напрямком гілки дерева з номером  ;

1, якщо  -а дуга належить  -му перерізу і її напрямок в перерізі

 протиле

ji

i j

j

q i j= −

жний напрямку гілки дерева з номером  ;

0, якщо  -а дуга не належить  -му перерізу.

j

i j









 

 

Елементи матриці B  дорівнюють: 

 

 

1, якщо  -а дуга входить в -й фундаментальний цикл і її напрямок

       співпадає з напрямком хорди в цьому циклі;

1, якщо  -а дуга входить в -й фундаментальний цикл і її напрямок

       протилежн

ri

i r

b i r= −

ий  напрямку хорди в цьому циклі;

0, якщо  -а дуга не входить в -й фундаментальний цикл.i r









 

 

Оскільки в кожний переріз входить тільки одна гілка дерева, а в кожен 

фундаментальний цикл – лише одна хорда графа, матриця Q  містить 1v −  оди-

ничний базисний вектор-стовпець з номерами, які відповідають гілкам дерева, а 

матриця B −  одиничних базисних вектор-стовпців, номери яких відповідають 

номерам хорд графа. 

Між матрицями А , Q , B  існує взаємозв'язок. Матриця головних перері-

зав Q  і відповідне їй дерево можуть бути отримані внаслідок ряду елементар-

них перетворень [2] матриці інциденцій А  в матрицю, що містить 1v −  незале-

жний одиничний вектор-стовпець і нульовий останній рядок. Взаємозв'язок між 

матрицями Q , B  визначається основною теоремою топології мереж: 

 

 0BQ QB = = . (1.1) 
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Алгоритм 1. Процес перетворення матриць А  і Q  складається з ( )1v −  

кроків. На першому кроці визначають провідний (головний) елемент першого 

рядка. В якості головного елемента може бути обраний будь-який елемент ряд-

ка, який відрізняється від нуля. Якщо він негативний, то всі елементи рядка 

множать на – l . Потім рядок послідовно додають до всіх рядків, що містить – l  

в направляючому стовпці (стовпці з провідним елементом), і віднімають з ряд-

ків, що містять у цьому стовпці 1. Далі вибирають головний елемент другого 

рядка і всю процедуру повторюють знову тільки щодо рядків, що містять від-

мінні від нуля елементи в стовпці з провідним елементом другого рядка, і т. д. 

Після ( )1v − -го кроку матриця А  перетворюються в матрицю, яка міс-

тить ( )1v −  одиничний незалежний вектор-стовпець і нульовий останній рядок. 

Викреслюючи цей рядок, отримуємо матрицю головних перерізав для дерева, 

утвореного дугами графа з номерами, що відповідають номерам одиничних ве-

кторів-стовпців. 

Переставимо стовпці матриць Q , B  так, щоб перші ( )1v −  стовпці відпо-

відали гілкам дерева, а решта –   хордам. Така процедура відповідає перену-

мерації дуг графа, в результаті якої гілкам дерева привласнюють номери від 1 

до ( )1v − , а хордам – від v  до e . 

Матриці Q  і B  приймуть вигляд: 

 

  2/Q I Q= , (1.2) 

  1 /B B I= , (1.3) 

 

де I  – одинична матриця розмірності 1v −  в Q  і   в B ;  

     2Q  – підматриця розмірності ( )1v −  ; 

     1B  – підматриця розмірності ( )1v  − .  

Підставивши вирази (1.2), (1.3) в співвідношення (1.1), отримаємо: 
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 2 1Q B = − . (1.4) 

 

Наступний алгоритм визначає процедуру отримання B  із Q . 

Алгоритм 2. Стовпці матриці Q  перегруповують, щоб упорядкувати мат-

рицю Q  відповідно до виразу (1.2). На основі формули (1.4) визначають 1B  і, 

згідно із співвідношенням (1.3), знаходять B  з перегрупованими стовпцями. 

Відновлюючи первісний порядок проходження стовпців, визначаємо матри-

цю B . 

 

 

1.1.3 Постулати інженерних мереж (закони Кірхгофа) 

 

Розглянемо математичну форму запису законів Кірхгофа [2]. 

Перший закон Кірхгофа полягає в тому, що алгебраїчна сума послідовних 

змінних, поставлених у відповідність дугам графа ІМ, які інцидентні будь-якого 

вузла або належать будь-якому перерізу, дорівнює нулю. Перший закон Кір-

хгофа формулюється в матричному вигляді як: 

 

 0Aq = , або 0Qq = , (1.5) 

 

де  1 2, , , eq q q q =  – витрата (послідовна змінна). 

Відповідно до другого закону Кірхгофа, нулю дорівнює алгебраїчна сума 

паралельних змінних, поставлених у відповідність дугам графа мережі, які на-

лежить будь-якому замкнутому циклу.  

Другий закон Кірхгофа записується в матричній формі так: 

 

 0Bh = , (1.6) 
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де  1 2, , , eh h h h =  – вектор втрати напору (паралельна змінна). 

Для більш компактного математичного запису законів Кірхгофа виберемо 

дерево графа мережі таким чином, як це було зроблено раніше, тобто гілкам де-

рева дамо номери від l  до v l− ,  а хордам – від v  до e . Внаслідок такої нуме-

рації будуть справедливі співвідношення (1.2) – (1.4), а вектори q , h  розіб'ють-

ся на два складових вектори: 

 

 
1

2

q
q

q

 
=  
 

, (1.7) 

 1

2

h
h

h

 
=  
 

, (1.8) 

 

де i -а компонента ( )1v − -мірних векторів 1q , 1h  – відповідно послідовна і па-

ралельна змінні i -ї гілки дерева; 

     r -та компонента  - мірних векторів 2q , 2h  – відповідно послідовні і парале-

льна змінні r -ї хорди графа мережі. 

Підставляючи вирази (1.7), (1.2) в формулу (1.5), а вирази (1.8), (1.3) в 

формулу (1.6), отримаємо залежності для першого і другого постулатів інжене-

рних мереж: 

 

 1 2 2q Q q= − , (1.9) 

 2 1 1h B h= − . (1.10) 

 

Ці вирази свідчать про те, що значення послідовних змінних у гілках де-

рева мережі є комбінацією значень послідовних змінних у хордах, а значення 

паралельних змінних у хордах – лінійною комбінацією значень паралельних 

змінних в гілках дерева. З урахуванням властивості ( ) ( )i i ih q h q− = − ,  перший і 

другий постулати мереж можна виразити тільки через матрицю 2Q : 
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 1 2 2q Q q= − ; 2 2 1h Q h= . (1.11) 

 

Також перший і другий постулати мереж можна виразити тільки через 

матрицю 1B : 

 

 2 1 1h B h= − ; 1 1 2q B q= . (1.12) 

 

Вирази (1.12) для першого та другого законів Кірхгофа в алгебраїчній фо-

рмі мають такий вигляд: 

 

 ( )1 1, 1
e

i ri r
r v

q b q i v
=

= = − ; (1.13) 

 ( )
1

1
1

,
v

r ri i
i

h b h r v e
−

=

= − = . (1.14) 

 

 

1.1.4 Модель сталого потокорозподілу у водопровідних мережах 

 

Розглядається окремий випадок загальної математичної моделі СПР у 

ВМ, коли враховуються тільки пасивні ділянки мережі (ділянки трубопроводу).  

Кожна i -та дуга графа мережі, i E , характеризується витратою iq  і 

втратою напору ih , пов’язаних між собою монотонною залежністю, яка визна-

чається параметром ic  [2]: 

 

 ( )i i ih h q= , i E . (1.15) 

 

Залежність ( )i ih q  є монотонно зростаючою непарною функцією iq , тобто 
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( )

0
i i

i

dh q

dq
 , (1.16) 

 ( ) ( )i i i ih q h q− = − . (1.17) 

 

У більшості випадків для пасивних елементів різних класів ІМ залежність 

(1.15) може бути апроксимована такою формулою [4]: 

 

 
1i

i iH iK i i ih P P c q q
 − = − = , i E , (1.18) 

 

де iHP , iKP  – тиски на початку і кінці i -ї ділянки мережі; 

     iс  – гідравлічний опір i -ї ділянки мережі, причому 0iс  ; 

     i  – коефіцієнт нелінійності i -ї ділянки мережі, причому 1i  ; 

       – показник степеня при значеннях тисків на початку і на кінці ділянки ме-

режі, відповідно. 

Для водопровідних мереж приймається, що 1 = , 2 = , і залежність 

(1.18) можна представити в такому вигляді [2]: 

 

 i iH iK i i ih P P c q q= − = , i E . (1.19) 

 

Одними із конкретних формул, які найчастіше зустрічаються для виразу 

(1.19), є формули Шевельова. Вони зв’язують втрату напору та витрату на па-

сивній ділянці ВМ [2]. 

Якщо швидкість протікання води по ділянці 1,2v   м/с, формула Шеве-

льова для ненових сталевих та чавунних труб має вигляд: 

 

 
5,3

0,001736 ,і

l
h q q

d
=  (1.20) 
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де il −  довжина i -ї ділянки мережі; 

    id −  внутрішній діаметр i -ї ділянки мережі; 

     ih −  втрата напору по ділянці. 

Якщо швидкість протікання води по ділянці 1,2v   м/с, формула Шеве-

льова використовується у такому вигляді: 

 

 

0,3
2

5,3

0,688
0,00148 1і

l d
h q q

qd


= + 

 
. (1.21) 

 

Система e  рівняння вигляду (1.19) для дуг графа мережі спільно з e  рів-

няннями, що відображають закони Кірхгофа, є математичною моделлю СПР у 

ВМ. 

Конкретизуємо систему рівнянь моделі СПР у ВМ. 

Доповнимо реальну мережу нульовою вершиною і фіктивними ділянка-

ми, що з'єднують цю вершину з усіма входами і виходами мережі. Входами ме-

режі є всі її вузли, через які в мережу надходить цільовий продукт (вода), а її 

виходами – всі вузли, через які здійснюються відбір води. Отриманий граф міс-

тить e  дуг і v  вершин. Множину E  дуг графа мережі можна записати як 

E M K= , де M  – множина дуг графа мережі, що відповідають реальним ді-

лянках мережі; K L N=  – множина фіктивних ділянок мережі; L , N  – мно-

жини дуг, відповідних входів і виходів мережі, відповідно. Вибір дерева графа 

мережі дозволяє записати множину дуг графа мережи, як 1 2E E E= , де 1E , 2E  

– множини дуг, відповідних гілками дерева і хордам. Відзначимо, що нульова 

вершина є початковою для дуг, відповідних входам мережі, і кінцевою для дуг, 

відповідних виходам мережі. В цьому випадку систему рівнянь математичної 

моделі СПР у ВМ можна представити в такому вигляді [4,5]: 

 

 
1

1r r ri r
i E

f h b h


= +  , 2r E , (1.22) 
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2

1r ri r
r E

f b q


=  , 1i E , (1.23) 

 

де 

 

 ( ) ( ),i i i iH iK i i ih q P P c q q=  = , i M , (1.24) 

 j jh P= − , j L , (1.25) 

 j jh P= , j N , (1.26) 

 

де jP  – тиск на початку ( )j N  або на кінці ( )j L  j -ої фіктивної дуги;  

     1rib  – елемент цикломатичної матриці 1B , яка побудована для гілок дерева 

графа мережі. 

Розв’язання системи рівнянь (1.22), (1.23) з урахуванням виразів (1.24) – 

(1.26) дозволяє визначити значення витрат у всіх дугах графа мережі і значення 

тисків на всіх входах і виходах мережі. Обчислення значень тисків у проміжних 

вузлах мережі здійснюється після розв’язання системи рівнянь (1.22), (1.23) ме-

тодом підстановки відповідно до виразів (1.24). 

 

 

1.1.5 Умова спостережуваності моделі сталого потокорозподілу 

         в інженерних мережах 

 

Під спостережуваністю моделі СПР в ІМ розуміють можливість оцінити 

всі компоненти вектора стану моделі СПР в результаті непрямих або безпосе-

редніх вимірювань тільки деяких з цих компонент [6]. Під вектором стану Z  

розуміється вектор, компонентами якого є витрати по всіх ділянках мережі і ти-

ски у всіх узлах графа мережі. 

Оскільки ВМ є підкласом ІМ, умови спостережуваності для моделі СПР у 

ВМ співпадають з умовами спостережуваності для ІМ. 
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Сформулюємо умови спостережуваності для моделі СПР, яка задається  

системою рівнянь (1.22), (1.23). Дана система містить m l n+ +  рівнянь і 

2 2m l n+ +  змінних, в якості яких є витрати iq , i M L N  і тиск jP , 

j L N . В цьому випадку вектор стану Z  має вигляд 

 , ; ,i jZ q i M L N P j L N=   . Він містить e l m n= + +  невідомих витрат і 

l n+  невідомих тисків, де ( )m Card M= , ( )l Card L= , ( )n Card N= . 

ІМ буде спостерігатися, якщо можна оцінити всі компоненти вектора Z , 

тобто розв’язати систему рівнянь (1.22), (1.23). Таким чином, умови спостере-

жуваності моделі СПР еквівалентні умовам можливості розв'язання системи рі-

внянь (1.22), (1.23). 

Спочатку розглянемо необхідні умови оцінювання компонент вектора 

стану Z  в результаті розв’язання системи рівнянь (1.22), (1.23) в алгебраїчному 

сенсі за мінімумом вимірювань, а потім ці ж умови при розв’язанні системи рі-

внянь (1.22), (1.23) в статистичному сенсі при надмірній кількості вимірювань. 

Перетворимо систему рівнянь (1.22), (1.23) шляхом підстановки виразів 

(1.24) – (1.26) в (1.22). Отримаємо таку систему рівнянь: 

 

 ( )2, ; , 0r r jq r E P j L N   = , 2r E . (1.27) 

 

Можна показати, що ІМ, що містить e l m n= + +  дуг, може бути спосте-

режуваною в тому випадку, якщо проведено принаймні k s , де s l n= + , вимі-

рювань компонент вектора стану Z .  

Система рівнянь (1.27) містить ( )2 2e Card E=  рівнянь і 2e s+  невідомих, 

тобто є недовизначеною, де s l n= + . Якщо розглядати вимірювання як додат-

кові рівняння, які виконуються в середньому, або вважати вимірювання точни-

ми, то система рівнянь (1.27) може бути визначеною і перевизначеною. 

Нехай k s= . Провівши k s=  вимірювань, можна доповнити систему 

(1.27) k  рівняннями вигляду: 
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 i i iz z= + , 1,2,..., ,i k=  (1.28) 

 

де iz  – виміряне значення i -ї компоненти вектора стану; 

     iz  – фактичне значення i -ї компоненти вектора стану; 

     i  – помилка вимірювання i -ї компоненти вектора стану. 

Система рівнянь (1.28) містить k  рівнянь і 2k  невідомих, оскільки неві-

домими є як фактичні значення z , так і помилки вимірювання  . Система 

(1.27), (1.28) містить 2e k+  рівнянь і 2 2e k+  невідомих, тобто є невизначеною. 

Нехтуючи помилками вимірювань, тобто вважаючи, що 0i = , або розглядаю-

чи вимірювання як додаткові рівняння, які виконуються в середньому, систему 

(1.28) представимо у вигляді: 

 

 i iz z= , 1,2,...,i k= . (1.29) 

 

Доповнюючи систему (1.27) рівнянням вигляду (1.29), отримаємо нову 

систему рівнянь (1.27), (1.29), яка містить 2e k+  рівнянь і 2e k+  невідомих. Пі-

дставивши рівняння (1.29) в систему (1.27), отримаємо систему рівнянь (1.27), 

яка містить 2e  рівнянь і 2e  невідомих. 

Таким чином, необхідною умовою того, щоб система (1.27), (1.29) була 

визначеною, є умова k l n= + . 

Однак ця необхідна умова не є достатньою. Це означає, що з точки зору 

спостережливості ІМ має значення склад k  вимірювань компонент вектора 

стану Z  

Прийнято називати детерміновану систему топологічно спостережува-

ною, якщо число і склад вимірювань в ній таке, що ранг матриці системи рів-

нянь моделі спільно з рівняннями для виміряних змінних не менше числа неві-

домих, що визначають стан систем. Поняття топологічної спостережуваності 

має сенс застосовувати до ІМ [6]. 

ІM, що містить е  дуг, із яких s l n= +  є входами або виходами, називаєть-
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ся топологічно спостережуваною у тому випадку, якщо ранг матриці системи 

рівнянь (1.27) відносно оцінюваних витрат і тисків дорівнює їх сумарній кіль-

кості [6]. 

Можна показати, що для того, щоб ІМ, що містить е  дуг, із яких s l n= +  

відповідають входам та виходам мережі, була топологічно спостережуваною, 

необхідно і достатньо провести k s=  лінійно незалежних вимірювань компо-

нент вектора стану Z . 

При виконанні умови k s=  кількість оцінюваних змінних дорівнює 2e , 

отже, необхідно довести, що ранг матриці Якобі системи рівнянь (1.27) буде 

дорівнювати 2e . Як випливає з теорем 1 і 2 теорії неявних функцій [7], ранг ма-

триці Якобі системи рівнянь (1.27) буде дорівнювати 2e  в тому випадку, якщо 

ця система містить 2e  невідомих і 2e  лінійно незалежних рівнянь. Оскільки всі 

рівняння системи (1.27) лінійно незалежні, то ранг матриці (1.27) може бути 

менше 2e  тільки в тому випадку, якщо при додаванні k  рівнянь вигляду (1.29) 

деякі із рівнянь стануть перевизначеними, а сама система (1.27) залишиться не-

довизначеною. Практично це означає, що проведені вимірювання повинні бути 

лінійно незалежними. 

Розглянемо можливі випадки. 

Нехай здійснено s  вимірювань тисків на всіх входах і виходах мережі. 

Оскільки всі вимірювання jP , j L N  лінійно незалежні, то ранг матриці 

Якобі буде дорівнювати 2e ,  і ІМ буде топологічно спостережуваною. 

Нехай здійснено s  вимірювань витрат на всіх входах і виходах мережі. 

Відповідно до вищевикладеного, необхідні умови виконані, однак серед наве-

дених вимірювань тільки 1s−  лінійно незалежні, тобто ранг матриці нібито бу-

де дорівнювати 2 1e − , що не задовольняє визначенню топологічної спостере-

жуваності ІМ. 

Таким чином, для того, щоб отримати s  лінійно незалежних вимірювань, 

необхідно до проведених 1s−  лінійно незалежних вимірювань витрат додати 

одне вимірювання тиску на останньому вході або виході мережі. 
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Нехай здійснено k s=  вимірювань, причому в деяких вузлах вимірюють-

ся тиски, а в деяких – витрати. Тоді отримані вимірювання будуть лінійно неза-

лежні в тому випадку, якщо виконуються умови взаємозалежності змінних рів-

нянь моделі СПР. 

Розглянемо випадок, коли виконується k s  вимірювань компонент век-

тора стану Z . 

ІМ, яка містить e  дуг, із яких l n+  відповідають входам або виходам ме-

режі, при проведенні k s  вимірювань компонент вектора стану Z  може бути 

спостережувана в тому випадку, якщо вона принаймні топологічно спостережу-

вана. 

Розглянемо систему рівнянь (1.27), (1.29), якщо k s . Ця система буде 

містити 2e k+  рівнянь і 2e s+  невідомих, тобто отримуємо систему, кількість 

рівнянь в якій більше числа невідомих. Це є наслідком припущення про рів-

ність всіх помилок вимірювання i , 1,2, ,i k=  нулю. В цьому випадку необхі-

дно розглядати повну систему рівнянь (1.27). (1.28), що містить 2e  рівнянь і 

2 2e k+  невідомих. Розв’язання такої системи можливо тільки в статистичному 

сенсі. Для цього будують деяку функцію від помилок вимірювань і розв’язують 

таку задачу: 

 

 1 2( , ,..., ) mink
Z

F


   → , (1.30) 

 

де область   визначається системою рівнянь (1.27). 

Таким чином, з множини розв’язків системи рівнянь (1.27) обирається та-

ке, яке забезпечує мінімум функції (1.30). Для того, щоб система рівнянь (1.27) 

мала хоча б один розв’язок, необхідно, щоб ІМ була топологічно спостережу-

ваною, а матриця Якобі мала ранг, рівний 2e . 
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1.2 Методи оцінювання стану моделі сталого потокорозподілу 

      у водопровідних мережах 

 

1.2.1. Парадигмальний зсув у методології оцінювання стану 

 

Критичним елементом управління водопровідними мережами є процеду-

ра оцінювання стану (State Estimation, SE), яка дозволяє на основі обмеженого 

набору вимірювань (тисків у вузлах, витрат на ділянках) відновити повний гід-

равлічний профіль мережі, ідентифікувати параметри.[8]. 

Окреме місце займає задача  оцінювання стану моделі СПР у водопровід-

них мережах.  

Суть задачі полягає в тому, щоб при фіксованих значеннях параметрів ді-

лянок водопровідної мережі і по вимірюваннях режимних параметрів на входах 

і виходах мережі отримати повний потокорозподіл в мережі, при цьому врахо-

вується наявність випадкових помилок вимірювання. 

Методи розв’язання цієї задачі залежать від кількості і складу вимірювань 

режимних параметрів.  

Якщо кількість вимірювань режимних параметрів дорівнює сумарній кі-

лькості входів і виходів мережі, то має місце задача гідравлічного розрахунку 

водопровідних мереж, яке зводиться до рішення систем нелінійних рівнянь мо-

делі СПР. 

Якщо присутня надмірність вимірювань, тобто кількість вимірювань пе-

ревищує сумарну кількість входів і виходів мережі, то має місце задача статис-

тичного оцінювання. Для розв’язання цієї задачі використовуються оптиміза-

ційні методи 

Аналіз наукового дискурсу за період 2021–2025 років свідчить про фун-

даментальну трансформацію методологічних підходів у цій предметній області. 

Якщо попередні десятиліття характеризувалися домінуванням класичних дете-

рмінованих алгоритмів (зокрема, методу найменших квадратів та Ньютона-

Рафсона), то останні п'ять років позначені вибуховим зростанням інтересу до 
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гібридних моделей, що поєднують фізичні закони гідравліки з методами штуч-

ного інтелекту, зокрема графовими нейронними мережами (Graph Neural 

Networks, GNN) та фізично-інформованим глибоким навчанням (Physics-

Informed Neural Networks, PINN) [9] 

Цей огляд структуровано за принципом еволюції методів: від удоскона-

лення класичних градієнтних та стохастичних алгоритмів до впровадження но-

вітніх data-driven підходів. Окрема увага приділяється аналізу навчальної літе-

ратури з методів оптимізації, виданої у 2021–2025 роках, що дозволяє просте-

жити взаємозв’язок між теоретичним базисом підготовки фахівців та передо-

вими науковими розробками. 

 

 

1.2.2. Класичні детерміновані методи та їх сучасні модифікації 

 

Незважаючи на активний розвиток стохастичних методів та машинного 

навчання, детерміновані підходи, що базуються на градієнтному спуску та ліне-

аризації нелінійних рівнянь, залишаються фундаментом інженерних розрахун-

ків завдяки своїй прозорості, математичній обґрунтованості та здатності забез-

печувати точні розв’язки за умови коректного формулювання задачі. 

 

 

1.2.2.1 Еволюція методу Ньютона-Рафсона (Newton-Raphson) 

 

Метод Ньютона-Рафсона (NR) традиційно є "золотим стандартом" для 

розв’язання систем нелінійних алгебраїчних рівнянь, що описують сталий по-

токорозподіл. У період 2021–2025 років дослідження зосередилися на подолан-

ні основних обмежень цього методу: чутливості до початкового наближення та 

обчислювальної складності при роботі з розрідженими матрицями великої роз-

мірності. 

У 2024 році було запропоновано алгоритм третього порядку збіжності для 
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аналізу мереж, керованого тиском (Pressure-Driven Analysis, PDA).[10,11] На ві-

дміну від класичного NR, який має квадратичну збіжність і базується на лінеа-

ризації рівнянь, новий підхід враховує кривизну гіперплощини, асоційованої з 

системою рівнянь, у напрямку кроку Ньютона.  

Інший напрямок розвитку методу пов'язаний з моделюванням перехідних 

процесів. У роботах 2023 року [12] метод Ньютона-Рафсона було адаптовано 

для розрахунку критичних точок рівнянь, що описують заповнення трубопро-

водів з урахуванням защемленого повітря. Автори розробили уніфіковане рів-

няння, яке дозволяє інженерам безпосередньо обчислювати кінцевий тиск пові-

тряної кишені та довжину водяного стовпа, уникаючи необхідності 

розв’язувати повну систему диференціально-алгебраїчних рівнянь. Це підтвер-

джує, що навіть класичні методи можуть бути джерелом інновацій при їх засто-

суванні до специфічних фізичних явищ. 

 

 

1.2.2.2 Градієнтні методи: від найшвидшого спуску до  

            покоординатної оптимізації 

 

Градієнтні методи, такі як Gradient Descent (GD) та Steepest Descent, збе-

рігають свою актуальність на передовій науки і технологій, зокрема у питаннях 

ідентифікації параметрів. Ці методи розвивалися, щоб задовольнити зростаючі 

вимоги до аналізу даних і моделювання, дозволяючи мінімізувати цільову фун-

кцію, яка визначає невідповідність між виміряними та моделюючими даними. 

Сучасні дослідження пробуджують новий інтерес до градієнтних методів 

у контексті гібридних алгоритмів. Згідно з дослідженням, проведеним у [13] у 

2024 році, було виявлено, що градієнтні методи демонструють чудову обчис-

лювальну ефективність з лінійною складністю O(N) в порівнянні з методами 

другого порядку, які мають O(N^3). Це робить GD та Steepest Descent приваб-

ливими варіантами для вирішення задач в умовах надвеликої розмірності. Од-

нак варто відзначити, що успіх цих методів в значній мірі залежить від вибору 



 30 

початкових точок та стратегії регулювання навчальних темпів. 

В Україні відбувається активний розвиток градієнтних методів, зокрема в 

наукових дослідженнях С.І. Козиренка та В.В. Никитенка. У своїй роботі [1] 

(2025) вони представили модифікацію методу найшвидшого спуску, призначе-

ну для аналізу стану водопровідних мереж незалежно від їх структури. Ця мо-

дифікація формалізує задачу як нелінійну оптимізацію з обмеженнями на осно-

ві рівнянь Кірхгофа, і застосування аналітичних виразів для розрахунку градіє-

нта дозволяє уникнути похибок, пов'язаних з чисельним диференціюванням. 

Результати досліджень на тестових мережах свідчать про те, що хоча метод по-

ступається алгоритму Ньютона у швидкості збіжності до оптимуму, він демон-

струє вищу стійкість до шуму в вихідних даних. 

Паралельно продовжується розвиток методу покоординатного спуску 

(Coordinate Descent, CD). Розроблена у 2023 році методологія калібрування 

складних інженерних систем, зокрема в HVAC-системах, дозволяє ефективно 

розв'язувати задачі, розділяючи їх на послідовність одновимірних задач, де оп-

тимізується лише одна змінна в кожен момент часу. Це спрощує обробку й 

уникає складних матричних обчислень. 

Для величезного обсягу даних, надзвичайної актуальності набуває ідея 

рандомізованого методу покоординатного спуску (Randomized Coordinate 

Descent, RCD) та його прискореної версії за Нестеровим (NARCD), які демон-

струють високі швидкості збіжності в пере визначених системах лінійних рів-

нянь – ситуацією, яка часто трапляється під час оцінки стану з надлишковими 

вимірюваннями. 

 

 

1.2.2.3 Метод зважених найменших квадратів (WLS)  

            та проблеми спостережуваності 

 

Метод зважених найменших квадратів залишається базовим підходом для 

статичного оцінювання стану. Огляд [8] підтверджує, що WLS забезпечує оцін-
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ку з мінімальною дисперсією за умови гаусового розподілу помилок вимірю-

вань. Проте, в реальних умовах (наявність грубих помилок, outliers) він посту-

пається робастним методам, таким як метод найменших модулів (Least Absolute 

Value, WLAV). 

Сучасні дослідження також фокусуються на проблемі спостережуваності. 

У [16] (2023 р.) розглядається алгоритм оптимального розміщення сенсорів, що 

базується на теорії спостережуваності нелінійних динамічних систем. Це до-

зволяє гарантувати, що зібрані дані будуть достатніми для однозначного відно-

влення стану мережі навіть при зміні гідравлічних режимів. 

 

 

1.2.3 Стохастичні та еволюційні алгоритми: пошук глобального  

          оптимуму 

 

Оскільки задача калібрування WDN часто є багатомодальною (має багато 

локальних мінімумів), детерміновані методи можуть "застрягати" в субоптима-

льних рішеннях. Для подолання цієї проблеми у 2021–2025 роках активно за-

стосовувалися та вдосконалювалися метаевристичні алгоритми. 

 

 

1.2.3.1 Генетичні алгоритми (Genetic Algorithms, GA) 

 

Генетичні алгоритми продовжують домінувати в задачах проектування та 

оптимізації WDN. У роботі [17] (2023 р.) представлено вдосконалений алгоритм 

NSGA-II для багатокритеріальної оптимізації. Інновація полягає у інтеграції ло-

кального пошуку навколо "колінних" точок фронту Парето, що дозволяє знахо-

дити найбільш збалансовані рішення між конфліктуючими критеріями (напри-

клад, вартість vs надійність vs якість води). 

Дослідження [18] (2023 р.) демонструє ефективність дійсно-кодованого 

генетичного алгоритму (Real-Coded GA) у зв'язці з симулятором EPANET. Роз-
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роблений інтерфейс дозволяє автоматизувати процес підбору діаметрів труб, 

забезпечуючи виконання всіх гідравлічних обмежень. Важливо, що автори [19] 

(2024 р.) довели перевагу GA над методами випадкового пошуку (Random 

Search) у задачах налаштування регулюючих клапанів для зменшення втрат во-

ди, досягаючи покращення показників на 15-20%. 

 

 

1.2.3.2 Гібридні метаевристики та нові біо-інспіровані методи 

 

Тенденцією останніх років є створення гібридних алгоритмів. У [20] 

(2024 р.) запропоновано гібрид SA-VNS, що поєднує імітацію відпалу 

(Simulated Annealing) зі змінним пошуком околу (Variable Neighbourhood 

Search). Такий синергетичний підхід дозволяє алгоритму ефективно досліджу-

вати простір пошуку (глобальна розвідка) та швидко сходитися до оптимуму в 

перспективних областях (локальна експлуатація). Завдяки цьому забезпечується 

підвищена точність результатів та скорочення часу обчислень у порівнянні з 

класичними методами. 

Крім того, дослідники звертаються до нових природних аналогій. У [21] 

(2023 р.) для виявлення зон витоків успішно застосовано алгоритм оптимізації 

сірих вовків (Gray Wolf Optimization, GWO), який імітує соціальну ієрархію та 

мисливську поведінку вовків. А у [22] (2025 р.) представлено алгоритм корало-

вих рифів (Coral Reef Algorithm, CRA), який моделює процеси колонізації та 

конкуренції коралів для оптимізації топології та параметрів мережі. Ці підходи 

демонструють ефективність використання біо- та природоорієнтованих моде-

лей для складних інженерних завдань. 

У таблиці 1.1 наведено порівняльний аналіз ефективності різних класів 

алгоритмів оптимізації, що використовуються для калібрування та оцінювання 

стану WDN, на основі даних, отриманих з опрацьованих джерел. 
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Таблиця 1.1 – Порівняльна характеристика алгоритмів оптимізації  

                       для WDN (за даними 2021–2025 рр.) 

Клас алгоритму Метод Ключові переваги Недоліки Типове 

застосування 

Дже- 

рела 

Детерміновані Newton-

Raphson 

(NR) 

Висока точність, 

квадратична збіж-

ність, стандарт для 

симуляторів. 

Складність O(N^3), 

потребує гарного 

початкового на-

ближення. 

Гідравлічний 

аналіз 

(steady-state), 

solver engines. 

[11] 

Детерміновані Gradient 

Descent 

(GD) 

Простота реалізації, 

лінійна складність 

кроку, ефективність 

для великих N. 

Повільна збіжність 

біля оптимуму, за-

стрягання в лока-

льних мінімумах. 

Калібрування 

параметрів, 

навчання 

нейромереж. 

[13] 

Детерміновані Coordinate 

Descent 

(CD) 

Ефективність для 

роздільних змінних, 

відсутність потреби 

в повному градієнті. 

Може бути повіль-

ним при сильній 

кореляції парамет-

рів. 

Поелементне 

калібрування, 

оптимізація 

підсистем. 

14 

Стохастичні Genetic 

Algorithm 

(GA) 

Глобальний пошук, 

робота з дискретни-

ми змінними, бага-

токритеріальність. 

Висока обчислю-

вальна вартість 

(багато симуляцій), 

повільна збіжність. 

Проектуван-

ня мережі, 

розміщення 

сенсорів, оп-

тимізація ді-

аметрів. 

[17] 

Стохастичні SA-VNS 

(Hybrid) 

Баланс між глобаль-

ним пошуком (SA) 

та локальним уточ-

ненням (VNS). 

Складність налаш-

тування параметрів 

алгоритму. 

Оптимізація 

складних ме-

реж зі змін-

ною тополо-

гією. 

[20] 

Стохастичні Gray Wolf 

Opt. 

(GWO) 

Висока швидкість 

збіжності порівняно 

з GA, простота ме-

ханізму. 

Ризик передчасної 

збіжності. 

Виявлення та 

локалізація 

витоків. 

[21] 
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1.2.4 Data-Driven підходи та інтеграція штучного інтелекту 

 

Найбільш революційні зміни у методах оцінювання стану WDN пов'язані 

з інтеграцією машинного навчання (ML) та глибокого навчання (Deep 

Learning). Доступність великих масивів даних (Big Data) зі SCADA-систем до-

зволила перейти від фізичного моделювання до моделей, керованих даними. 

 

 

1.2.4.1 Графові нейронні мережі (Graph Neural Networks, GNN) 

 

Оскільки водопровідна мережа топологічно є графом, традиційні згортко-

ві мережі (CNN) є малоефективними. У 2021–2025 роках GNN стали доміную-

чим архітектурним рішенням. У роботі [10] (2024 р.) доведено, що GNN здатні 

ефективно виконувати напівконтрольоване навчання (semi-supervised learning), 

оцінюючи гідравлічні стани у неспостережуваних вузлах на основі інформації 

від сусідніх вузлів через механізм передачі повідомлень (message passing). 

Проривним стало дослідження [26] (2025 р.), яке представило концепцію 

гетерогенних графових нейронних мереж (HGNN). На відміну від гомогенних 

моделей, HGNN розрізняють типи вузлів (споживач, резервуар, насос) та типи 

зв’язків, що дозволяє значно точніше моделювати складну взаємодію активних 

елементів мережі. Експерименти на бенчмарку C-Town показали зниження се-

редньої абсолютної похибки (MAE) до 1.70 м навіть при 95% відсутності даних 

сенсорів. 

 

 

1.2.4.2 Фізично-інформовані нейронні мережі (PINN) 

 

Одним із головних недоліків "чистих" ML-моделей є можливість генера-

ції фізично некоректних результатів (порушення законів збереження маси або 

енергії). Відповіддю на цей виклик стала поява Physics-Informed Neural 
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Networks (PINN). У роботах [9] (2024–2025 рр.) запропоновано підхід, де фізи-

чні рівняння (наприклад, рівняння втрат напору Хазена-Вільямса) інтегруються 

безпосередньо у функцію втрат нейромережі як штрафні доданки (regularization 

terms). 

У [28] (2024 р.) описано архітектуру, що поєднує GNN з фізично-

інформованим емулятором гідравлічного симулятора. Це дозволяє моделі на-

вчатися в режимі "unsupervised", реконструюючи стан мережі без необхідності 

у великій кількості розмічених даних, використовуючи лише граничні умови та 

топологію. Такий підхід фактично створює "цифрового двійника", здатного 

працювати на порядки швидше за традиційні симулятори (EPANET). 

 

 

1.2.4.3 Прогнозування часових рядів та динамічне оцінювання 

 

Для задач динамічного оцінювання стану (Dynamic State Estimation) ши-

роко використовуються рекурентні мережі, зокрема LSTM (Long Short-Term 

Memory). Дослідження [29][30] (2024 р.) підтверджують перевагу LSTM над 

класичними методами (ARIMA) у прогнозуванні попиту та тиску завдяки здат-

ності враховувати довгострокові часові залежності. У [31] (2025 р.) запропоно-

вано гібридну модель CNN-LSTM, яка одночасно враховує просторові кореля-

ції (через згортки) та часову динаміку, забезпечуючи високу точність прогнозу-

вання аномалій. 

 

 

1.2.4.4 Методи фільтрації в реальному часі 

 

Для онлайн-моніторингу мереж стандартом залишається розширений 

фільтр Калмана (Extended Kalman Filter, EKF). У роботі [32] (2024 р.) представ-

лено удосконалений EKF, інтегрований з повною фізичною моделлю (рівняння 

Сен-Венана), що дозволяє оцінювати стан мережі в перехідних режимах. Для 
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вирішення проблеми обчислювальної складності EKF у великих мережах, в [33] 

(2024 р.) розроблено фреймворк CASTANETS, який використовує редуковані 

моделі мережі для генерації "віртуальних вимірювань", прискорюючи процес 

оцінювання без втрати точності. 

 

 

1.2.5 Огляд підручників з методів оптимізації  

 

Для розуміння теоретичного підґрунтя, на якому базуються сучасні дос-

лідження, було проаналізовано навчальну літературу з методів оптимізації, ви-

дану в Україні та світі за останні п'ять років. 

Сучасні закордонні підручники демонструють чіткий зсув від абстрактної 

теорії до алгоритмічної реалізації та застосування у Data Science [34-38]. Розг-

лянемо деяки з них. 

Робота [34] є квінтесенцією сучасного підходу. Автор фокусується на AI-

орієнтованих методах: від класичних пошуків на графах до стохастичних мета-

евристик та ройового інтелекту. Книга містить велику кількість прикладів коду 

на Python, що підтверджує тренд на використання цього інструментарію в ін-

женерних задачах. 

Спеціалізоване видання [38] присвячене методам першого порядку (гра-

дієнтний спуск, проксимальні методи). Актуальність книги зумовлена тим, що 

саме ці методи лежать в основі навчання глибоких нейронних мереж, які вико-

ристовуються у сучасних системах оцінювання стану. 

Українська навчальна література 2021–2025 років зберігає традиційну 

фундаментальність, але також інтегрує сучасні комп'ютерні підходи. 

У роботі [39] надається глибокий математичний аналіз класичних мето-

дів. Розділ, присвячений багатовимірній оптимізації, детально описує методи 

покоординатного спуску та найшвидшого спуску, що є теоретичною основою 

для алгоритмів, обраних у даній кваліфікаційної роботі.  

Автори навчального посібника [40]  приділяють значну увагу практично-



 37 

му застосуванню чисельних методів та аналізу їх недоліків, розглядаючи квазі-

ньютонівські методи та методи змінної метрики, які є альтернативою класич-

ному методу Ньютона. 

Навчальний посібник [41] фокусується на застосуванні методів оптиміза-

ції при проектуванні систем керування, що безпосередньо корелює із задачами 

автоматизованого управління водопровідними мережами. 

 

 

1.3 Змістовна та формальна постановки задачі 

 

Будемо розглядати окремий випадок математичної моделі СПР у ВМ, ко-

ли в якості ділянок враховуються тільки пасивні ділянки мережі, тобто ділянки 

трубопроводу. 

Вектором стану Z  називається вектор режимних параметрів, що повністю 

описують потокорозподіл мережі. Компонентами його є витрати у всіх дугах 

мережі і тиски у всіх вузлах мережі. 

Для того, щоб розв’язати систему рівнянь моделі СПР і отримати всі ком-

поненти вектора стану, повинні виконуватися умови спостережуваності. Для 

ВМ, яка містить l  входів n  виходів, ці умови зводяться до того, що сумарна кі-

лькість вимірювань режимних параметрів (витрат і тисків) на входах і виходах 

мережі має дорівнювати хоча б l n+ . На кожному вході або виході має бути ві-

домо вимірювання або тиску, або витрати, причому має бути відомо хоча б од-

не вимірювання тиску. 

Якщо кількість виміряних режимних параметрів дорівнює сумарній кіль-

кості входів і виходів мережі, тобто s l n= + , то система рівнянь моделі СПР 

може бути розв’язана алгебраїчно, і має місце задача гідравлічного розрахунку 

ВМ [4]. Точність отриманих оцінок стану буде незадовільною, тому що не вра-

ховується наявність випадкових помилок вимірювання тисків і витрат на вхо-

дах і виходах ВМ. 

Для підвищення точності отриманих оцінок стану доцільно, щоб кількість 
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виміряних режимних параметрів перевищувало сумарну кількість входів і ви-

ходів ВМ, тобто має виконуватися умова s l n + , що свідчить про надмірність 

вимірювань. Тоді розв’язок може бути отримано статистично, і має місце зада-

ча оцінювання стану моделі СПР [4], розв’язання якої дозволяє отримати оцін-

ки всіх компонент вектора стану на підставі вимірювання лише їх частини. При 

цьому враховується наявність випадкових помилок вимірювання тисків і витрат 

на входах і виходах мережі, які при розв’язанні задачі оцінювання стану моделі 

CПР пригнічуються. 

Таким чином, змістовна постановка задачі оцінювання стану моделі СПР 

у ВМ полягає в наступному.  

Відомі структура ВМ у вигляді графа мережі ( ),G V E , значення парамет-

рів реальних ділянок мережі, результати вимірювань тисків і витрат на входах і 

виходах мережі і їх дисперсії, причому кількість вимірювань перевищує сумар-

ну кількість входів і виходів мережі. 

Потрібно отримати оцінки істинних значень вимірюваних величин тисків 

і витрат на входах і виходах мережі, а також всіх невідомих, але функціонально 

пов'язаних з ними компонентів вектора стану, тобто витрат за всіма дугами і 

тисків у всіх вузлах ВМ. 

Сформулюємо математичну постановку задачі оцінювання стану моделі 

CПР у ВМ. 

Нехай структура ВМ задана у вигляді графа ( ),G V E . Відомі параметри 

реальних ділянок мережі iс , i M , а також виміряні значення тисків iP , 

P Pi L N  і витрат jq , q qj L N , де 
PL , PN  – множини фіктивних дуг, від-

повідних входів і виходів мережі, де відбувалося вимірювання тисків; 
qL , qN  – 

множини фіктивних дуг, відповідних входів і виходів мережі, де проводилися 

вимірювання витрат. Відомі також дисперсії виміряних величин тисків 2

iP , 

P Pi L N  і витрат 2

jq , q qj L N . Кількість вимірювання s  перевищує су-

марну кількість входів і виходів ВМ, тобто P P q qs l n l n l n= + + +  + , де 
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( )P Pl Card L= , ( )P Pn Card N= , ( )q ql Card L= , ( )q qn Card N= . Виконання даної 

умови відповідає виконанню умов топологічної ідентифікованості ВМ [6]. 

Потрібно отримати оцінки істинних значень вимірюваних тисків iP , 

P Pi L N  і витрат jq , q qj L N , а також всіх функціонально пов'язаних з 

ними змінних iq , i M L N ; jP , j L N , що характеризують потокороз-

поділ в ВМ, тобто оцінити всі компоненти вектора стану Z . 

Для розв’язання задачі оцінювання стану моделі  СПР у ВМ будемо за-

стосовувати метод максимальної правдоподібності [42]. Вибір методу максима-

льної правдоподібності обумовлений статистичними властивостями оцінок ма-

ксимальної правдоподібності. Вони  асимптотично незміщені, асимптотично 

нормальні, асимптотично ефективні, а для нормального закону розподілу – 

ефективні. 

Виміряні значення тисків iP , P Pi L N  і витрат jq , q qj L N  можна 

представити в такому вигляді: 

 

 
ii i PP P= +  , P Pi L N , (1.31) 

 
ij j qq q= +  , q qj L N , (1.32) 

 

де iP , jq  – істинне значення тиску і витрати;  

     
iP , 

iq  – помилки вимірювань тиску і витрати, відповідно. 

Помилки вимірювання 
iP , 

iq  є незалежними випадковими величинами з 

нульовими математичними сподіваннями і дисперсіями 2

iP , 2

jq  і розподілені 

за нормальним законом. Вирази для щільності розподілу ймовірностей помилок 

вимірювань 
iP , 

iq  мають такий вигляд [43]: 

 



 40 

 ( ) ( )
( )
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1

1
2

2
2 exp
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i

i i

p p

P

P P
p

−−
 −
  =   −
 
 

, P Pi L N , (1.33) 

 ( ) ( )
( )

2
1

1
2

2
2 exp

2j j

j

j j

q q

q

q q
p

−−
 −
  =   −
 
 

, q qj L N . (1.34) 

 

Оскільки помилки вимірювань 
iP , P Pi L N  і 

iq , q qj L N  статис-

тично незалежні, спільна функція щільності розподілу ймовірностей дорівнює 

добутку функцій щільності розподілу ймовірностей помилок вимірювань, і фу-

нкція максимальної правдоподібності з урахуванням статистичних властивос-

тей помилок вимірювань прийме такий вигляд [43]: 

 

 ( ) 1 1
22

P P q q

i j
P P q q

l n l n

P q
i L N j L N

L
+ + +

− − −

   

=        

 ( ) ( )
222 21 1

exp exp
2 2i j

P P q q
P i i q j j

i L N j L N

P P q q− −

   

  
 −  − −  −  

    
  . (1.35) 

 

Потрібно знайти такі значення тисків iP , P Pi L N  і витрат jq , 

q qj L N , які доставляли б максимум функції (1.35) і задовольняли моделі 

CПР у ВМ.. 

Функції L  і ln L  мають оптимальні значення при одних і тих же значен-

нях аргументів (наслідок монотонно зростаючого характеру функції ln L ), що 

дозволяє сформулювати вихідну задачу, як задачу максимізації функції ln L . 

Перейдемо до натурального логарифму функції максимальної правдоподібності 

L , отримаємо логарифмічну функцію максимальної правдоподібності: 

 

 ( )ln ln 2 ln ln
2 i j

P P q q

P P q q

P q
i L N j L N

l n l n
L

 

+ + +
= −  −  −  −    
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 ( ) ( )
222 21 1

2 2i j
P P q q

P i i q j j
i L N j L N

P P q q− −

 

−  − −  −  . (1.36) 

 

Максимум функції (1.36) досягається в разі, якщо знаходиться мінімум 

функції такого вигляду: 

 

 ( ) ( )
222 2 min

,i j
P P q q

P i i q j j
j ii L N j L N

y P P q q
q P

− −

 

=  − +  − →


  , (1.37) 

 

де   – область, яка визначається рівняннями моделі СПР (1.22), (1.23). 

Таким чином, формальна постановка задачі оцінювання стану моделі 

CПР у ВМ призводить до задачі мінімізації нелінійної функції мети (1.37) при 

обмеженнях у вигляді системи рівнянь (1.22), (1.23). Дана задача відноситься до 

класу задач умовної оптимізації і в повному вигляді запишеться в наступному 

вигляді [1, 4, 5]: 

 

 ( ) ( )
222 2 min

,i j
P P q q

P i i q j j
j ii L N j L N

y P P q q
q P

− −

 

=  − +  − →


  , (1.38) 

  :
1

1 20, ;r r ri i
i E

f h b h r E


= + =   (1.39) 

 
2

1 1,i ri r
r E

q b q i E


=  . (1.40) 

 

 

1.4 Постановка задач дослідження 

 

На підставі проведеного аналізу предметної області та формальної поста-

новці задачі можна дійти висновку, що для розв’язання задачі оцінювання ста-

ну моделі сталого потокорозподілу у водопровідних мережах необхідно вико-

ристовувати оптимізаційні методи. 

Метою кваліфікаційної роботи є застосування для розв’язання сформу-
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льованої задачі оцінювання стану моделі сталого потокорозподілу у водопро-

відних мережах методу найшвидшого спуску на основі модифікованого методу 

покоординатного спуску. Для досягнення поставленої мети необхідно виконати 

такі завдання: 

– провести огляді математичних моделей сталого потокорозподілу у во-

допровідних мережах; 

– навести змістовну та математичну постановки задачі оцінювання стану 

моделі сталого потокорозподілу у  водопровідних мережах; 

– проаналізувати шляхи підвищення ефективності розв’язання задачі оці-

нювання стану моделі сталого потокорозподілу у водопровідних мережах; 

– застосувати метод найшвидшого спуску на основі модифікованого ме-

тоду покоординатного спуску для розв’язання задачі оцінювання стану моделі 

сталого потокорозподілу у водопровідної мережі; 

– розробити алгоритм, що реалізовує даний метод; 

– виконати програмну реалізацію розробленого алгоритму; 

– провести обчислювальний експеримент та проаналізувати його  

результат. 
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2 ВИБІР ТА ОБҐРУНТУВАННЯ МЕТОДУ РОЗВ’ЯЗАННЯ  

 

2.1 Підвищення ефективності розв’язання задачі оцінювання  

      стану моделі сталого потокорозподілу 

 

Вибір методу розв'язання задачі (1.38) – (1.40) істотно залежить від конк-

ретного представлення рівнянь моделі СПР (1.39) – (1.40). 

У роботі [4] розглянуто розв’язання сформульованої задачі оцінювання 

стану моделі СПР при використанні наступного вибору дерева графа мережі. 

Виберемо дерево графа мережі таким чином, щоб його гілками стали реа-

льні ділянки мережі і фіктивна ділянка, яка відповідає входу мережі. Дамо цієї 

ділянки номер 1. Тоді всі фіктивні дуги, які відповідають входам і виходам ме-

режі (крім першої) стануть хордами, а реальні ділянки будуть частково хорда-

ми, частково гілками дерева. Кожна з множин M , L , N  розіб'ється на дві: від-

повідних гілкам дерева 1M , 1L , 1N  і відповідних хордам 2M , 2L , 2N , причому 

1 ,N =  2 .N N  У цьому випадку задача оцінювання стану моделі СПР у ВМ 

може бути сформульована так: 

 

 ( ) ( )
222 2 min

,i j
P P q q

P i i q j j
j ii L N j L N

y P P q q
q P

− −

 

=  − +  − →
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 :
1

1 20,r r r r ri i i i
i M

f c q q b c q q r M


= + =  ; (2.2) 

 
1

1 1 20,r r ri i i i
i M

f P P b c q q r N


= − + =  ; (2.3) 

 
1

1 1 20,r r ri i i i
i M

f P P b c q q r L


= − + =  ; (2.4) 

 
2

1 1 1,i ri r
r E

q b q i M L


=  . (2.5) 

 

Система рівнянь (2.2) – (2.5) є системою m l n+ +  рівнянь відносно 

2 2m l n+ +  змінних iq , i M L N  і jP , j L N . Таким чином, маємо 
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m l n+ +  залежних змінних і l n+  незалежних. Віднесемо до незалежних змін-

них витрати в фіктивних хордах iq , 2 2j L N  і тиск 1P . 

Згідно виразу (2.5), витрати iq , 1 1i M L  у гілках дерева є функціями від 

витрат rq , 2 2 2r M L N  у хордах. Після підстановки у вираз (2.2) 1,iq i M  

з виразу (2.5) отримаємо систему 2m  рівнянь відносно 2 2 2m l n+ +  змінних rq , 

2 2 2r M L N . Тут 2 2( )m Card M= , 2 2( )l Card L= , 2 2( ).n n Card N= =  Рів-

няння (2.3), (2.4) є рівняннями зв'язку і дозволяють явно записати змінні rP , 

2 2r L N  через 1P ; 1,iq i M , тобто як функції від 1P ; 2 2 2,rq r M L N . 

Підстановка значень змінних 1,iq i M  з виразу (2.5) в рівняння (2.2) – 

(2.4), а потім rP , 2 2r L N ; 1,iq i L  з рівнянь (2.3) – (2.5) у вираз (2.1) дозво-

ляє знизити порядок задачі (2.1) – (2.5) і звести її до наступної [4]: 

 

 1
1

( , , ) min
, ,

s t
s t

y y q q P
q q P P

= →


, (2.6) 

 P: 2( , ) 0,r s tf q q r M=  . (2.7) 

 

Тут  2,s jq q j M=  ,  2 2,t jq q j L N=  .  

Таким чином, задача оцінювання стану моделі СПР у ВМ зводиться до 

задачі мінімізації нелінійної функції цілі (2.6) при обмеженнях вигляду (2.7). 

Метод розв’язання задачі (2.6), (2.7) розглянуто в роботі [44]. Він дозволяє пе-

рейти від задачі умовної оптимізації (2.6), (2.7) до задачі безумовної оптиміза-

ції,  використовуючи так звані перші і другі умовні частинні похідні від функції 

цілі по незалежних змінних. Розв’язання даної задачі здійснювалося диференці-

альним алгоритмом [44]. 

Однак такий метод розв'язання задачі оцінювання стану моделі CПР у ВМ 

має недоліки, які полягають в тому, що система рівнянь (2.7) не може бути 

розв’язана алгебраїчно і на кожній ітерації необхідно: 

а) розв'язувати систему нелінійних рівнянь (2.7) для визначення залежних 

змінних rq , 2r M  за поточними значеннями незалежних змінних rq , 
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2 2r L N ; 

б) перші і другі умовні похідні від функції, що мінімізується, по незалеж-

них змінних не мають аналітичних виразів і можуть обчислюватися тільки че-

рез перші і другі частинні похідні від функції цілі і обмежень задачі в точці, що 

призводить до значних витрат часу на кожній ітерації і вимагає великих обсягів 

проміжних обчислень. 

Таким чином, розглянутий підхід до розв’язання задачі оцінювання стану 

моделі СПР не є ефективним ні за часом розрахунку, ні за обсягом займаної па-

м'яті. 

Підвищення ефективності розв’язання задачі оцінювання стану моделі 

СПР у ВМ може бути досягнуто за рахунок використання топологічних власти-

востей графа мережі і способу вибору незалежних змінних [1,5,45]. 

Для мережі, кожен вузол якої є або входом, або виходом, тобто v l n= + , 

дерево графа мережі вибирається так, щоб його гілками стали все фіктивні ду-

ги, які відповідають входам і виходам мережі, тобто 1E L N= . Тоді всі дуги, 

які відповідають реальним ділянках мережі, стануть хордами, тобто 2 .E M  В 

цьому випадку допустима область буде описуватися системою рівнянь моделі 

СПР такого вигляду: 

 

 1 1 0,r r r rj j rj j
j N j L

c q q b P b P r M
 

+ − =   ; (2.8) 

 1 ,i ri r
r M

q b q i L N


=  . (2.9) 

 

Отже, задача оцінювання стану моделі СПР є задачею мінімізації функції 

(2.1) при обмеженнях вигляду (2.8), (2.9). 

Система рівнянь (2.8), (2.9)  є системою m l n+ +  рівнянь відносно 

2 2m l n+ +  змінних iq , i M L N  і jP , j L N . Розділимо змінні задачі на 

залежні і незалежні. До незалежних змінних віднесемо тиски в дугах, які відпо-

відають входам і виходам мережі jP , j L N , до залежних – витрати iq , 
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i M L N . Вираз (2.8) дозволяє явно виразити витрати в хордах rq , r M  

через тиски на входах і виходах мережі jP , j L N  і, відповідно до виразу 

(2.9), витрати в гілках дерева також є явними функціями від тисків jP , 

j L N . 

Запропоновані способи вибору дерева графа мережі і розбиття на залежні 

і незалежні змінні дозволили, на відміну від підходу, розглянутого раніше, рів-

няння моделі (2.8), (2.9) подати в алгебраїчно розв’язаному вигляді, перші і 

другі умовні похідні від функції, що мінімізується, по незалежних змінних 

отримувати як похідні складної функції, які обчислюється аналітично, і факти-

чно звести задачу мінімізації з нелінійними обмеженнями у вигляді рівностей 

до задачі безумовної оптимізації тільки відносно незалежних змінних [1, 5, 45]: 

 

 

( , ) min
,

i

i

y P i L N
P i L N

 →


. (2.10) 

 

Перераховані вище переваги розглянутого підходу обумовлюють його за-

стосування для розв'язання задачі оцінювання стану моделі СПР у ВМ. 

 

 

2.2 Застосування методу найшвидшого спуску для розв'язання  

      задачі оцінювання стану моделі сталого потокорозподілу 

 

Основою для застосування методу найшвидшого спуску при розв'язанні 

задачі оцінювання стану є модифікований метод покоординатного спуску [44]. 

На кожному кроці цього методу змінюється тільки одна змінна rP , за 

якою порушено необхідну умову точки локального мінімуму 

 

 ( 1) ( ) ( )k k k
r r rP P P+ = + , (2.11) 
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де ( )k
rP  – величина кроку у вибраному напрямку змінної rP  на k  - ої ітерації, 

що визначає напрямок руху; 

     ( )k
rP  – значення незалежної змінної rP  на k  - ої ітерації;  

     ( 1)k
rP +  – значення незалежної змінної rP  на ( 1)k +  - ої ітерації;  

При розв'язанні задачі оцінювання стану моделі СПР метод покоординат-

ного спуску використовувався в модифікації, основаній на наступних переду-

мовах: 

1. Крок вибирається послідовно за кожною зі змінних, тобто поточне зна-

чення похідних 

( )k

r

y

P

 


 
 не впливає на вибір змінної, що змінюється. 

2. Величину кроку в обраному напрямку ( )k
rP  визначають в результаті 

розв'язання задачі мінімізації функції однієї змінної за методом Ньютона. 

Величина кроку у вибраному напрямку ( )k
rP визначається з умови перет-

ворення на нуль частинної похідної 

( 1)k

r

y

P

+
 


 
 на ( 1)k +  -.ої ітерації. 

Попередньо розклавши її в околі точки 
( )kP , де 

( )kP  - вектор незалежних 

змінних на k  -.ої ітерації, в ряд Тейлора, обмежений лінійними членами роз-

кладу, і враховуючи, що тільки одна координата змінюється, а решта залиша-

ються незмінними, отримаємо: 

 

 

( )( 1) ( ) 2
( )

2
0

kk k

k
r

r r r

y y y
P

P P P

+
    

= +  =  
      

. (2.12) 

 

Безпосередньо з виразу (2.12) можна отримати 

 

 

( )( ) 2
( )

2
/

kk

k
r

r r

y y
P

P P

  
 = − 

    
. (2.13) 



 48 

Однак величина ( )k
rP   суттєво залежить від того, в околі якої стаціонар-

ної точки ми знаходимося. У зв'язку з цим необхідно проаналізувати значення 

других похідних 

( )
2

2

k

r

y

P

 


 
. 

При цьому можливі два випадки. 

Перший випадок: 

 

 

( ) ( )
2

2
0, 0

k k

r r

y y

P P

   
   

  
. (2.14) 

 

Тоді функція ( )( )k
ry P  є опуклою, і величина ( )k

rP  може бути визначена з 

виразу (2.13). 

Другий випадок: 

 

 

( ) ( )2

2
0, 0

k k

rr

y y

PP

  
  

   
. (2.15) 

 

У цьому випадку функція ( )( )k
ry P  увігнута і, отже, напрямок руху, що ве-

де до зменшення функції, повинен бути протилежний напрямку руху до точки 

максимуму. Крок ( )k
rP  можна взяти рівним кроку у виразі (2.13), але з проти-

лежним знаком: 

 

 

( )( ) 2
( )

2
/

kk

k
r

r r

y y
P

P P

  
 = 

    
. (2.16) 

 

При розв'язанні задачі оцінювання стану моделі СПР дана модифікація 

методу покоординатного спуску не дає збіжності. Це призвело до необхідності 
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ввести у вираз (2.11) додатний параметр ( )0 1k   , що регулює величину  

кроку.  

Основне рекурентне співвідношення для r -ої складової rP  на k -ій ітера-

ції має вигляд: 

 

 ( 1) ( ) ( ) ( )k k k k
r r rP P P+ = +  , (2.17) 

 

де ( )k
rP  визначається відповідно до виразів (2.13), (2.16).  

Величина ( )k  визначається в результаті розв'язання задачі одновимірної 

оптимізації для кожної r -ої складової rP  

Така оптимізаційна процедура відповідає методу найшвидшого спус-

ку [46,47]. 

Для реалізації методу найшвидшого спуску на основі модифікованого ме-

тоду по координатного спуску отримаємо розрахункові формули для перших та 

других похідних від функції (2.1), що мінімізується, по незалежних змінних 

,Pj j L N . 

Розглянемо аналітичні вирази для визначення перших умовних похідних 

j

y

P




, j LUNє : 

 

 
2 2

2 1
( ) 2 ( ) ,

q q
j k

p pk
jj k k

j jk L NP q

qy
P P q q j L N

P P 




= − + −  

 
 . (2.18) 

 

У випадку, якщо у вузлі, що відповідає початку або кінцю j -ої дуги, не 

проводилося вимірювання тиску, вираз для 
j

y

P




 має вигляд:  
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2

1
2 ( ) , ( ) / ( )

q q
k

P Pk
k k

j jk L N q

qy
q q j L N L N

P P 


= −


  

 
 . (2.19) 

 

Для визначення k

j

q

P




, 

q qk L UNє , j LUNє  використаємо вираз (2.9) для, kq , 

q qk L UNє . Отримаємо вираз для k

j

q

P




 наступного вигляду: 

 

 k

j

q

P




= 1

r
rk

r M j

q
b

P




 , j L N , 

q qk L N . (2.20) 

 

Вирази для r

j

q

P




, r M , j LUNє  можна отримати внаслідок диференцію-

вання (2.8), якщо представити rq , r M  як неявну функцію від ,  Pj j LUNє : 

 

 

1
1

1
,

| | r

j rjr

j r r r

Pq
j L

P c

b

q

−

 −


= 

 
; (2.21) 

 

1
1

1
,

| | r

j rjr

j r r r

Pq
j N

c q

b

P

−

 −


= − 

 
. (2.22) 

 

Для водопровідних мереж у виразах (2.21), (2.22) вважається 1 = , 2 = . 

Визначимо вирази для других умовних похідних функції цілі за незалеж-

ними змінними

2

 
i j

y

P P



 
, ,i j LUNє . Діагональні елементи матриці других умов-

них похідних S  для випадку, коли присутнє вимірювання тиску у вузлі, що ві-

дповідає початку або кінцю j -ої дуги, обчислюються відповідно до наступного 

виразу: 
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2
2 2

2 2 2 2

2 1
2 ( ) ,

q q
j

p p

jL Nj P q j

y q q
q q j L N

PP P


 
 

 

    = + + −  
      

 . (2.23) 

В іншому випадку, а також для недіагональних елементів матриці других 

умовних похідних, вираз для 

2

 
i j

y

P P



 
 приймає вигляд: 

 

 

2 2

2

1
2 ( )

q q
k

i j i j i jL N q

y q q q
q q

P P P P P P

  
 

 

    
= + −             

 ,  

 , ; ,p p p pi j L N i j L L N N    . (2.24) 

 

Значення k

i

q

P




, k

j

q

P




, ,i j LUNє  визначаються з (2.20). Вираз для 

2

 k

i j

q

P P



 
, 

q qk L UNє  можна отримати внаслідок диференціювання (2.9), і він має вигляд: 

 

 
22

1 , ,q q

Mi j i j

q
N

q
b L N j L

P P P P







=    

   
 . (2.25) 

 

Використовуючи залежність (2.8) і правила знаходження других похідних 

неявних функцій, знаходимо: 

 

 

2 1 12
1 1

2 12 2 | |

i j j i

i j c

b b P Pq

P P q 

− −
 

 −
  



 
= 


. (2.26) 

 

Вираз (2.26) береться зі знаком "-", якщо ,  i L j L   або ,  i N j N   зі 

знаком "+", якщо ,  i L j N   або ,  i N j L  . 

Як у виразах (2.21), (2.22), для водопровідних мереж вважається 1 = , 

2 = . 



 52 

2.3 Методи одновимірної мінімізації  

 

Задача одновимірної мінімізації формулюється таким чином: 

 

 ( )
x R

y x min


→ , 

 

де R  – одновимірний евклідовий простір. 

Вважаємо, що точка мінімуму *x  знаходиться на інтервалі [ , ]a b , тобто 

* [ , ]x a b . 

Потрібно знайти точку мінімуму *x  з точністю   на інтервалі [ , ]a b . 

Це задача пошуку екстремуму функції однієї змінної. 

Основними методами одновимірної пошукової оптимізації функцій  є ме-

тоди дихотомії і метод золотого перетину [44, 46, 47]. 

Метод дихотомії або метод ділення відрізка навпіл є найбільш простим і 

очевидним. Ідея методу полягає в тому, що на кожному кроці відрізок  ділиться 

навпіл,  і та його частина, в якій не може знаходитися точка мінімуму, відкида-

ється. 

При пошуку точки мінімуму функції ( )y x  методом дихотомії задаються 

відрізок [ , ]a b , на якому існує тільки одна точка мінімуму, і необхідна точність 

0   розв’язання задачі. 

Нехай точка мінімуму *x  функції ( )y x  знаходиться усередині відрізка 

[ , ]a b , *a x b  . 

На першому кроці початковий відрізок ділиться навпіл точкою 
2

a b
x

+
= . 

Для того, щоб визначити, з якого боку від цієї точки знаходиться точка мініму-

му, потрібно обчислити значення функції ( )y x  в точках 1
2

x x


= − , 2
2

x x


= + , 

де   – інтервал невизначеності.  



 53 

Якщо ( ) ( )
2 2

y x y x
 

+  − , то точка мінімуму знаходиться зліва від точки 

x , і потрібно відкинути праву частину відрізка, інакше відкидається ліва части-

на. Відрізок, що залишився, також ділиться навпіл, і проводяться аналогічні об-

числення. 

Процес пошуку мінімуму продовжується задане число разів або до тих 

пір, поки відрізок,  що містить точку мінімуму, не стане менший або рівний  . 

Після закінчення процесу обчислення точка 1 1

2

k ka b+ ++
 відрізнятиметь-

ся  від точного розв’язку 
* [ , ]x a b не більше, ніж на 

2


. 

Оцінка ефективності  одновимірного пошуку звичайно визначається як 

відношення інтервалу невизначеності [ , ]n na b , отриманого в результаті n  екс-

периментів, до початкового інтервалу 0 0[ , ]a b :  

 

 
0 0

n nb a
E

b a

−
=

−
. 

 

Для методу дихотомії ефективність пошуку дорівнює: 

 

 

2

1 1

2
2

n k
E = = , 

 

де n  – загальне число експериментів;  

    
2

n
k =  – число кроків пошуку.  

За відсутності обмежень на кількість експериментів число кроків пошуку 

обчислюється відповідно до наступного співвідношення: 
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 0 0 0 0
12 2k k

b a b a
+

− −
   . 

 

Після 2n
 обчислень функції ( )y x  відрізок[ , ]n na b , що містить точку міні-

муму *x , матиме довжину  

 

 0 0 1
(1 )

2 2
n n n n

b a
b a

−
− = + −  . 

 

Недоліком методу дихотомії є той факт, що на кожній ітерації методу 

значення функції цілі ( )y x  потрібно обчислювати в двох точках 1x  і 2x . Це не-

долік усувається в методі золотого перетину. 

Метод золотого перетину заснований на золотому перетині відрізка. 

При реалізації методу золотого перетину для визначення наступного ін-

тервалу невизначеності 1 1[ , ]k ka b+ +  також проводиться обчислення функції ( )y x  

в двох точках ( )
1

kx  і ( )
2
kx . Але, на відміну від методу дихотомії,  ці точки розта-

шовані симетрично щодо граничних значень попереднього інтервалу невизна-

ченості [ , ]k ka b . Більш того, вибір значень змінних ( )
1

kx  і ( )
2
kx  здійснюється та-

ким чином, що відношення   довжини відрізка k kb a−  до більшої його частини 

( )
2
k

kx a−  дорівнює відношенню цієї більшої частини до меншої: 

 

 
( )
2

( ) ( )
2 1

k
kk k

k k
k k

x ab a

x a x a

−−
 = =

− −
 . (2.27) 

 

Золотим перетином  відрізка називається ділення відрізка на дві нерівні 

частини так, щоб відношення всього  відрізка до більшої  частини дорівнювало 

відношенню більшої частини до меншої. 

Величина   дорівнює: 
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1 5

1,618
2

+
 = = . 

 

Використовуючи співвідношення (2.27), можна отримати місцеположен-

ня експерименту на ( 1)k + -му кроці методу: 

 

 ( 1) ( )
11 1 ( )k k

k kx x b a+ = + − , 

 ( 1) ( )
22 1 ( )k k

k kx x b a+ = + − . 

 

Тут під експериментом розуміється процедура визначення значення фун-

кції ( )y x , що мінімізується.  

Коефіцієнти 1  і 2  називаються дробами Фібоначчі, вони приймають 

значення  

 

 1 2

1
0,382 = 


, 

 2

1
0,618 = 


. 

 

Важливою властивістю методу золотого перетину є те, що двократне об-

числення функції ( )y x  потрібне тільки при визначенні першого інтервалу неви-

значеності 1 1[ , ]a b . При виборі всіх подальших інтервалів невизначеності необ-

хідний тільки один експеримент, оскільки інший співпадає з одним з експери-

ментів, проведених на етапі визначення попереднього інтервалу невизначенос-

ті. 

Вибір ( 1)k + -го інтервалу невизначеності за результатами експерименту 

на k -му інтервалі здійснюються відповідно до наступних правил. 

1. Якщо ( ) ( )
1 2( ) ( )k ky x y x , тоді 1k ka a+ = , ( )

1 2
k

kb x+ = , ( 1) ( )
2 1
k kx x+ = , 

( 1) ( )
2 1( ) ( )k ky x y x+ = . 
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2. Якщо ( ) ( )
1 2( ) ( )k ky x y x , тоді  ( )

1 1
k

ka x+ = , 1k kb b+ = , ( 1) ( )
1 2

k kx x+ = , 

( 1) ( )
1 2( ) ( )k ky x y x+ = . 

Таким чином, на кожному кроці методу золотого перетину, окрім першо-

го, потрібне обчислення  тільки одного значення  функції цілі, оскільки друге 

значення  співпадає  із значенням,  що вийшло  на попередньому кроці, тому 

метод золотого перетину ефективніший, чим метод дихотомії. 

Метод дозволяє розв’язати  задачу з необхідною точністю   при меншій 

кількості обчислень значень функції ( )y x , чим при методі дихотомії. 

Після n  обчислень функції ( )y x  усередині відрізка [ , ]a b , точка мінімуму 

знаходитиметься усередині інтервалу 

 

 
1n n n

b a
b a

−

−
− =


. 

 

Ефективність пошуку по методу золотого перетину рівна  

 

 
1(1,618) nE −= . 

 

 

Висновки за розділом 2 

 

У цьому розділі проведено детальне обґрунтування вибору методу 

розв’язання задачі оцінювання стану моделі сталого потокорозподілу у водоп-

ровідних мережах. 

Розглянуто шляхи підвищення ефективності розв’язання задачі оціню-

вання стану моделі сталого потокорозподілу у водопровідних мережах, яка фо-

рмулюється як задача умовної оптимізації. Раціональним шляхом виявився пе-

рехід до задачі безумовної оптимізації за рахунок спеціального вибору дерева 

графа мережі та способу поділу змінних на залежні та незалежні при реалізації 

процесу оптимізації. 
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Для розв’язання задачі оцінювання стану моделі сталого потокорозподілу 

у водопровідних мережах розглянуто застосування методу найшвидшого спус-

ку на основі модифікованого методу покоординатного спуску. 

Розглянуто методи одновимірної мінімізації функцій, які застосовуються 

у процесі реалізації  цього методу. 
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3 ПРОГРАМНА РЕАЛІЗАЦІЯ 

 

3.1 Обґрунтування вибору засобів розробки та бібліотек 

 

Вибір архітектурного фундаменту для системи оцінювання стану моделі 

сталого потокорозподілу у водопровідних мережах (ВМ) не є випадковим актом – 

це результат оптимізації між потужністю обчислень та гнучкістю інтелекту розро-

бника. Як зазначає Ганс-Петтер Галворсен, шлях, який пройшло програмне забез-

печення за останні три десятиліття (від зародження персональних систем у 1980-х 

до складних екосистем сучасності), дозволив нам змінити пріоритети: замість бо-

ротьби за кожний такт процесора, ми прагнемо максимальної прозорості моделі. 

Саме тому в якості основного інструменту було обрано мову Python. 

Відповідно до визначення Галворсена, «Python – це високорівнева інтерп-

ретована мова програмування загального призначення, створена Гвідо ван 

Россумом і вперше представлена у 1991 році» [48]. Для реалізації алгоритму 

найшвидшого спуску цей вибір є логічно виправданим: мова «має просту і гну-

чку структуру коду, що значно полегшує його читання». В умовах побудови 

складних ітераційних обчислень здатність мови бути близькою до математичної 

мови дозволяє уникнути класу помилок, пов'язаних із технічною складністю 

реалізації, та зосередитися на безпосередній кореляції між математичною мо-

деллю (картою) та реальною топологією мережі (територією). 

Для потреб нашого наукового моделювання були задіяні такі бібліотеки: 

– NumPy 

– SciPy 

– Matplotlib 

– Pandas 

– NetworkX 

Остання бібліотека networkX створена на мові Python та призначена для 

роботи з графами та іншими мережевими структурами. Це вільне ПЗ, яке роз-

повсюджується під новою BSD ліцензією. 
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Основні можливості бібліотеки: 

– класи для роботи з простими, орієнтованими та зваженими графами; 

– вузлом може бути практично що завгодно: time-series, текст, зображен-

ня, XML; 

– збереження/завантаження графів у/з найпоширеніших форматів файлів 

зберігання графів; 

– вбудовані процедури створення графів базових типів; 

– методи виявлення підграфів, клік і К-дольных графів (K-core) ( макси-

мальний подграф у якому кожна вершина має принаймні рівень К ); 

– отримання таких характеристик графа як ступеня вершин, висота графа, 

діаметр, радіус, довжини шляхів, центр, проміжності тощо; 

– візуалізувати мережі у вигляді 2D та 3D графіків. 

Повернемось до мови. Python побудований за принципом об’єктно-

орієнтованого програмування (ООП). Це критично для нашого проекту, адже у 

світі об’єктів «майже все розглядається як сутність із власними властивостями 

та методами». Завдяки такому підходу водопровідна мережа представлена у ко-

ді не як набір випадкових чисел, а як цілісна логічна структура, інкапсульована 

у клас WaterNetworkSolver. Для ефективної роботи з векторами тиску викорис-

тано NumPy – «фундаментальний пакет для наукових розрахунків у Python», 

який дозволяє оперувати масивами даних з максимальною швидкістю за раху-

нок внутрішньої оптимізації [48]. 

Успіх ітераційного алгоритму залежить від зворотного зв’язку, тобто від 

якості візуалізації. Використана нами бібліотека Matplotlib за своїм синтакси-

сом і функціональністю нагадує пакет MATLAB, що робить перехід від акаде-

мічної теорії до програмного візуального результату вельми зручним. Здатність 

спостерігати за кривою збіжності цільової функції у реальному часі є формою 

оновлення байєсівських ймовірностей для розробника: ми бачимо, чи рухається 

система до справжнього істинного стану, чи застрягла у локальному мінімумі. 
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3.2 Алгоритми розв’язання задачі оцінювання стану моделі сталого  

      потокорозподілу у водопровідних мережах 

 

3.2.1 Алгоритм розв’язання задачі оцінювання стану моделі  

         сталого потокорозподілу методом найшвидшого спуску  

 

Розглянемо алгоритм розв'язання задачі оцінювання стану моделі СПР 

методом найшвидшого спуску на основі модифікованого методу покоординат-

ного спуску. Алгоритм записується у вигляді послідовності етапів. 

1. Початок. 

2. Обираємо початкові наближення для незалежних змінних  jP , 

   j L U N . 

3. Використовуючи вирази (2.8), (2.9), визначаємо значення залежних 

змінних ,      iq i M L N   . 

4. Визначаємо значення функції цілі відповідно до виразу (2.1). 

5. На j -му кроці k -ої ітерації порівнюємо значення чисел j  та 

Card( )n L N =  . Якщо j n , тоді переходимо до п.6 для виконання j -го кро-

ку. При j n  переходимо до п. 12 аналізу умов закінчення розв'язання задачі. 

6. Обчислюємо значення першої умовної похідної 

( )k

j

y

P

 


  

 від функції 

цілі y  по j -ій незалежній змінній jP  відповідно до виразів (2.18)-(2.22) та зна-

чення другої умовної похідної 

( )
2

2

k

j

y

P

 


  

 від функції мети y  по j -ій незалежній 

змінній jP  відповідно до виразів (2.23)-(2.26). 

7. Перевіряємо виконання необхідних і достатніх умов точки локального 

мінімуму для j -ої змінної: 
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( )

;

k

j

y

P

 
 

  

 (3.1) 

 

( )
2

2
0,

k

j

y

P

 


  

 (3.2) 

 

де   – деяка наперед задана точність. 

Якщо умови (3.1), (3.2) виконуються, значення j  збільшуємо на одиницю 

і переходимо до п.5, інакше – до п.8. 

8. Визначаємо величину 
( )k
jP  відповідно до виразів (2.13), (2.16) на ос-

нові аналізу умов (2.14), (2.15). 

9. Визначаємо величину ( )k  в результаті розв'язання задачі одновимірної 

оптимізації функції ( )( )ky   за методом дихотомії. 

10. Відповідно до виразу (2.17) визначаємо j -ту складову вектора неза-

лежних змінних на ( 1)k + -ій ітерації 
( 1)k
jP +

. 

11. Збільшуємо значення j  на одиницю і переходимо до п.5 для наступ-

ної компоненти вектора незалежних змінних 
( )k
jP . 

12. Знаходимо абсолютні значення всіх перших умовних похідних 

( 1)k

j

y

P

+
 


  

, j L N  ,  а також величини 
( )k
jP відповідно до виразу 

 

 
( ) ( ) ( )k k k
j jP P



 =   . (3.3) 

 

13. Якщо для якої-небудь із незалежних змінних 
( )k
jP , j LUN не викону-

ється одна з наступних умов  
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( 1)k

j

y

P

+


 


 (3.4) 

або 

 
( ) ,k
jP



    (3.5) 

 

де   обирається з технологічних міркувань, тоді переходимо до ( 1)k + -ої ітера-

ції, тобто до п.5 при 1j = . Інакше переходимо до п.14. 

14. Кінець. 

 

 

3.2.2 Алгоритм методу дихотомії 

 

Параметр ( )k  при реалізації алгоритму розв’язання задачі оцінювання 

стану моделі СПР у водопровідних мережах методом найшвидшого спуску на 

основі модифікованого методу покоординатного спуску використовується для 

визначення r -ої складової вектора незалежних змінних jP ,    j L U N  на k -ій 

ітерації відповідно до виразу (2.17). 

Для визначення параметра ( )k  використовується метод дихотомії, який 

єметодом одновимірної мінімізації функцій. 

Для знаходження параметра ( )k  для кожної r -ої складової вектора неза-

лежних змінних jP ,    j L U N  розв'язується задача одновимірної мінімізації 

наступного вигляду: 

 

 
( )

( 1) ( ) ( ) ( ) ) m n( ) ( i
k

k k k k
r r ry P y P P



+ →= +  . (3.6) 

 

При розв’язанні задачі (3.6) потрібно враховувати, що параметр ( )k  

приймає значення від 0 до 1, тобто ( )0 1k   . 
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Розглянемо алгоритм методу дихотомії у загальному вигляді. 

Нехай є функція ( )y x . Необхідно знайти x , що доставляє мінімум функ-

ції ( )y x  на інтервалі [ , ]a b  з заданою точністю  .  

Алгоритм метода дихотомії містить послідовність етапів. 

1. Вводимо значення a , b . 

2. Вважаємо, що 0k = , ka a= , kb b= . 

3. Обчислюємо координати двох точок ( )
1

kx , ( )
2
kx : ( ) ( ) / 2;k

k kx a b= +  

( ) ( )
1 / 2;k kx x= −   ( ) ( )

2 / 2k kx x= +  . 

4. Обчислюємо відповідні значення функції ( )y x  у точках ( )
1

kx , ( )
2
kx : 

( )( )
1

ky x=  і ( )( )
2
ky x= . 

5. Порівнюємо значення функції ( )( )
1

ky x=  і ( )( )
2
ky x= : 

– якщо ( ) ( )( ) ( )
1 1

k ky x y x , то вважаємо, що 
( )

1
k

ka x+ = , 1k kb b+ = ; 

– якщо ( ) ( )( ) ( )
1 1

k ky x y x , то вважаємо, що 1k ka a+ = , ( )
1

k
kb x+ = . 

6. Перевіряємо виконання умови 1 1k kb a+ +−   . Якщо умова не викону-

ється, то вважаємо, що 1k k= +  і переходимо до кроку 3, інакше переходимо до 

кроку 7. 

7. Вважаємо, що 
*

1 1( ) / 2k kx a b+ += + . 

8. Виводимо значення *x . 

 

 

3.3 Структура та функціональні можливості програмного забезпечення 

 

В основі мого проєкту лежать принципи ООП. Це дає зручно зібрати всі 

дані про структуру водопровідної мережі та методи її розрахунку в одну логіч-

ну сутність. Головну роль тут відіграє клас WaterNetworkSolver (лістинг 3.1). 

Він тут майже головний -  зчитує дані та проводить ітераційні розрахунки для 
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оптимізації. Завдяки такому підходу код вийшов модульним, тож його буде на-

багато простіше доопрацьовувати або розширювати в майбутньому. 

Для побудови математичної моделі я вирішив використати бібліотеку 

NetworkX. Вона класно підходить для роботи з графами, дозволяючи зручно 

зберігати параметри ребер, наприклад, довжину чи діаметр. Коли об’єкт класу 

створюється, програма вираховує гідравлічний опір для кожної окремої ділян-

ки, враховуючи фізику труб. Після цього ми отримуємо готовий граф, з яким 

уже можна проводити розрахунки. 

 

class WaterNetworkSolver: 

    def __init__(self, pipes_df, nodes_df): 

        self.G = nx.Graph() 

        self.nodes_data = nodes_df.set_index('node_id').to_dict('index') 

        self.node_ids = list(self.nodes_data.keys()) 

        self.num_nodes = len(self.node_ids) 

        self.node_map = {node: i for i, node in enumerate(self.node_ids)} 

        self.loss_history = [] 

         

        for _, row in pipes_df.iterrows(): 

            u, v = int(row['start_node']), int(row['end_node']) 

            L = row['length_km'] * 1000 

            D = row['diameter_m'] 

            # Розрахунок гідравлічного опору S 

            S = (10.29 * (ROUGHNESS ** 2) * L) / (D ** 5.333) 

            self.G.add_edge(u, v, S=S, L=L, D=D, flow=0.0) 

             

        self.P = np.array([self.nodes_data[n]['p_meas'] for n in self.node_ids], dtype=float) 

 Лістинг 3.1 – Конструктор класу WaterNetworkSolver та 

                                ініціалізація графа 

 

Подивимось на метод розрахунку цільової функції, яка являє собою зва-

жену суму квадратів відхилень між виміряними та розрахованими параметрами 
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режиму функціонування мережі. Метод objective_function (лістинг 3.2) приймає 

на вхід вектор поточних наближень тисків у вузлах, виконує розрахунок пото-

корозподілу для даного стану та обчислює величину нев’язки. Варто зазначити, 

що в цьому методі враховуються як відхилення по тисках, так і по вузлових ба-

лансах витрат, що дозволяє комплексно оцінити адекватність знайденого 

розв’язку. Для забезпечення чисельної стійкості кожен доданок у сумі квадратів 

нормується на величину стандартного відхилення похибки вимірювання, що 

дозволяє нівелювати вплив різномасштабності вимірюваних величин. 

 

    def objective_function(self, P_eval): 

        _, calc_injections = self.calculate_flows(P_eval) 

        loss = 0.0 

        for i, node_id in enumerate(self.node_ids): 

            p_meas = self.nodes_data[node_id]['p_meas'] 

            sigma_p = self.nodes_data[node_id]['sigma_p'] 

            loss += ((P_eval[i] - p_meas) / sigma_p) ** 2 

             

            q_meas = self.nodes_data[node_id]['q_meas'] 

            sigma_q = self.nodes_data[node_id]['sigma_q'] 

            loss += ((calc_injections[i] - q_meas) / sigma_q) ** 2 

        return loss 

 Лістинг 3.2 – Реалізація цільової функції для методу найменших квадратів 

 

Безпосередня оптимізація здійснюється в методі solve_steepest_descent 

(лістинг 3.3), який реалізує ітераційну процедуру найшвидшого спуску. На ко-

жному кроці алгоритму виконується обчислення градієнта цільової функції чи-

сельним методом, після чого визначається напрямок антиградієнта, який вказує 

на область локального зменшення функції втрат. Для визначення оптимального 

кроку вздовж цього напрямку застосовано метод одновимірної оптимізації (ди-

хотомії або золотого перетину), що дозволяє адаптивно змінювати величину 

корекції тисків залежно від крутизни рельєфу цільової функції. Такий підхід 

забезпечує гарантовану збіжність до локального мінімуму навіть за умов пога-
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ної обумовленості системи рівнянь. 

 

    def solve_steepest_descent(self): 

        print(f"{'Ітерація':<10} | {'Loss':<20} | {'Норма градієнта':<15}") 

        print("-" * 50) 

        for k in range(MAX_ITERATIONS): 

            loss = self.objective_function(self.P) 

            self.loss_history.append(loss) 

             

            grad = self.calculate_gradient(self.P) 

            grad_norm = np.linalg.norm(grad) 

             

            if k % 50 == 0 or k == 0: 

                print(f"{k:<10} | {loss:<20.2e} | {grad_norm:<15.2e}") 

                 

            if grad_norm < EPSILON: 

                print("-" * 50) 

                print(f"Збіжність досягнута на ітерації {k}") 

                break 

                 

            direction = -grad / (grad_norm + 1e-9) 

            self.P = self.P + optimal_step * direction 

 Лістинг 3.3 – Реалізація ітераційного алгоритму найшвидшого спуску 

 

Функціональні можливості розробленого програмного забезпечення не 

обмежуються лише розрахунковим ядром, а включають також розвинені засоби 

візуалізації отриманих результатів, що є необхідним для інженерного аналізу 

стану мережі. Для графічного представлення топології та режимних параметрів 

реалізовано метод visualize_network (лістинг 3.4), який використовує можливо-

сті бібліотеки Matplotlib для побудови інтерактивних діаграм. Візуалізація до-

зволяє миттєво оцінити розподіл тисків по вузлах мережі, використовуючи ко-

лірну шкалу (теплову карту), де «теплі» кольори відповідають високому тиску, 

а «холодні» – низькому. Товщина ліній, що позначають труби, динамічно змі-
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нюється пропорційно величині витрати води через відповідну ділянку, що дає 

змогу візуально виділити основні магістралі транспортування ресурсу. 

 

    def visualize_network(self): 

        plt.figure(figsize=(12, 8)) 

        pos = nx.spring_layout(self.G, seed=42, k=0.5) 

        node_colors = self.P 

        flows = [self.G[u][v]['flow'] * 10 for u, v in self.G.edges()] 

         

        nodes = nx.draw_networkx_nodes(self.G, pos, node_color=node_colors,  

                                     cmap=plt.cm.coolwarm, node_size=700) 

        edges = nx.draw_networkx_edges(self.G, pos, width=flows, edge_color='gray') 

        nx.draw_networkx_labels(self.G, pos, font_color='black', font_weight='bold') 

         

        cbar = plt.colorbar(nodes) 

        cbar.set_label('Оцінений тиск (метри водяного стовпа)') 

        plt.title('Топологія водопровідної мережі\n(Колір = Тиск, Товщина ліній = Витра-

та)') 

        plt.axis('off') 

        plt.show() 

 Лістинг 3.4 – Метод візуалізації топології та режимних параметрів мережі 

 

Крім просторової візуалізації, програмний комплекс надає інструменти 

для аналізу динаміки обчислювального процесу, зокрема метод 

show_convergence_plot, який будує графік залежності значення цільової функції 

від номера ітерації. Цей графік є індикатором ефективності алгоритму оптимі-

зації. Стрімке падіння кривої на початкових етапах та її подальша стабілізація 

свідчать про коректну роботу методу найшвидшого спуску та досягнення обла-

сті мінімуму. Використання логарифмічної шкали по осі ординат дозволяє де-

тально розглянути поведінку нев’язки навіть при дуже малих значеннях, що є 

визначальним для оцінки точності отриманого розв’язку. 

Для кількісного аналізу результатів передбачено виведення деталізованих 
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табличних звітів, які формуються методом print_pretty_tables (лістинг 3.5). У 

цих звітах порівнюються виміряні та оцінені значення тисків, розраховуються 

абсолютні та відносні похибки для кожного вузла, а також наводяться підсум-

кові витрати по всіх ділянках мережі. Таке представлення даних дозволяє опе-

ратору швидко ідентифікувати проблемні зони, де спостерігаються найбільші 

розбіжності між моделлю та реальними вимірюваннями, що може свідчити про 

наявність аномальних значень у вимірюваннях або похибок вимірювальних 

приладів. 

 

    def print_pretty_tables(self): 

        print("\n" + "=" * 80) 

        print(f"{'РЕЗУЛЬТАТИ ОЦІНЮВАННЯ (ВУЗЛИ)':^80}") 

        print("=" * 80) 

        # ... (код форматування заголовка) 

        avg_error = 0 

        for i, node in enumerate(self.node_ids): 

            p_meas = self.nodes_data[node]['p_meas'] 

            p_est = self.P[i] 

            delta = abs(p_meas - p_est) 

            err_percent = (delta / abs(p_meas)) * 100 if abs(p_meas) > 1e-4 else 0.0 

            avg_error += err_percent 

            print(f"| {node:^8} | {p_meas:^14.2f} | {p_est:^14.2f} | {delta:^14.4f} | 

{err_percent:^12.4f} |") 

        print("-" * len(header)) 

        print(f"Середня відносна похибка по тиску: {avg_error / self.num_nodes:.4f}%") 

 Лістинг 3.5 – Формування табличних звітів результатів оцінювання 

 

 

Висновки за розділом 3 

 

У третьому розділі здійснено програмну реалізацію наведених алгорит-

мів, які реалізують метод найшвидшого спуску, що дозволило створити ціліс-



 69 

ний інструментарій для розв’язання задачі оцінювання стану моделі сталого по-

токорозподілу у водопровідних мережах.  

Обґрунтований вибір мови програмування Python у поєднанні з високоп-

родуктивними бібліотеками NumPy та NetworkX забезпечив необхідний баланс 

між швидкістю розробки та ефективністю обчислень, дозволивши інкапсулю-

вати складну логіку градієнтних методів у зручні об’єктно-орієнтовані структу-

ри.  

Розроблена архітектура програмного забезпечення, що базується на класі 

WaterNetworkSolver, демонструє високу гнучкість, дозволяючи легко адаптува-

ти обчислювальне ядро до зміни топології мережі або параметрів гідравлічного 

опору без необхідності переписування основного коду. 
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4 РЕЗУЛЬТАТИ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОГО ЕКСПЕРИМЕНТУ 

ТА ЇХ АНАЛІЗ 

 

4.1 Методика проведення експерименту та генерація тестових даних 

 

Задача оцінювання стану моделі СПР розв'язувалась для водопровідної 

мережі, граф ділянки якої наведено на рис. 4.1. 

 

  

 Рисунок 4.1 – Граф ділянки водопровідної мережі 
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Граф мережі містить 15 вузлів, два з яких є входами мережі (вузли 14 і 

15), а решта – виходами, і 21 реальну дугу. У таблиці 4.1 наведені довжини і 

внутрішні діаметри реальних ділянок мережі (ділянок трубопроводу). 

 

Таблиця 4.1 – Параметри реальних ділянок трубопроводу 

Початковий вузол Кінцевий вузол Довжина (км) Діаметр (м) 

14 12 0.244 0.500 

14 10 1.537 0.500 

10 11 0.392 0.500 

12 11 0.892 0.500 

11 13 0.600 0.300 

11 9 0.736 0.500 

12 3 1.255 0.500 

3 9 1.133 0.200 

9 8 0.925 0.500 

8 3 0.988 0.500 

3 6 0.551 0.500 

7 3 0.468 0.500 

7 2 0.389 0.500 

2 6 0.472 0.400 

6 4 1.405 0.400 

5 7 0.619 0.500 

15 1 1.430 0.600 

15 5 0.976 0.700 

5 1 1.239 0.400 

1 4 2.561 0.300 

1 4 0.847 0.500 

 

Проведення чисельного дослідження базувалося на програмній імітації 

фізичних процесів у водопровідній мережі, де топологія системи формувалася 

динамічно на основі вхідних масивів даних. Алгоритм зчитує параметри трубо-

проводів (довжина, діаметр) та вузлів (наведені у таблиці 4.1) із файлів формату 

CSV, після чого автоматично генерує зважений граф за допомогою бібліотеки 

NetworkX, розраховуючи гідравлічний опір кожної ділянки на основі її геомет-
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ричних та фізичних характеристик..  

Розв'язання задачі оцінювання стану моделі СПР для даного прикладу 

здійснювалося при повному складі вимірювань. Вихідними даними були вимі-

ряні значення тисків ,iP i L N  і витрат jq , j L N  на всіх входах і вихо-

дах мережі, а також значення дисперсії цих величин. У таблиці 4.2 наведено 

вихідні дані для розв'язання задачі оцінювання стану моделі СПР. 

 

Таблиця 4.2 – Вихідні дані задачі оцінювання стану моделі СПР 

Вузлова 

пара 

Виміряні 

значень 

тисків 

Дисперсія 

тисків 

Виміряні 

значення 

витрат 

Дисперсія 

витрат 

0-14 76,66 0,598 0,9263 0,846 10-4 

0-15 71,60 0,522 0,7522 0,562 10-4 

10-0 69,22 0,476 0,1190 0,144 10-5 

11-0 68,29 0,465 0,0997 0,100 10-5 

12-0 71,80 0,511 0,1421 0,196 10-5 

13-0 57,53 0,325 0,1489 0,225 10-5 

9-0 68,15 0,447 0,1186 0,144 10-5 

8-0 66,68 0,445 0,1509 0,225 10-5 

3-0 65,92 0,451 0,1099 0,121 10-5 

7-0 66,79 0,452 0,1394 0,196 10-5 

2-0 66,90 0,449 0,0990 0,100 10-5 

6-0 66,72 0,449 0,1198 0,144 10-5 

5-0 70,90 0,489 0,1401 0,196 10-5 

1-0 69,80 0,481 0,1577 0,256 10-5 

4-0 67,77 0,463 0,1181 0,144 10-5 

 

В основу експерименту покладено метод найшвидшого спуску з адаптив-

ним вибором кроку, який мінімізує функцію цілі, побудовану на різниці між 

виміряними та розрахованими тисками й витратами. Початковий стан системи 

ініціалізується вектором виміряних тисків, що є відправною точкою для ітера-

ційного процесу. Критерієм зупинки алгоритму визначено досягнення норми 

градієнта значення 410e −=  або вичерпання ліміту в 1000 ітерацій, що є необ-
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хідним запобіжником від зациклення у випадку слабкої збіжності. 

 

 

4.2 Результати експерименту 

 

Аналіз динаміки обчислювального процесу демонструє характерну для 

градієнтних методів поведінку: стрімке зменшення значення функції цілі на по-

чаткових етапах з подальшою стабілізацією в околі локального мінімуму. Як 

видно з протоколу випробувань, функціонал нев’язки зменшився з початкового 

рівня 7.58е11 до 1.89е11 протягом 950 ітерацій, при цьому норма градієнта про-

довжувала флуктувати, що свідчить про складний рельєф поверхні цільової фу-

нкції. Візуалізація процесу збіжності, представлена на рисунку 4.2, підтверджує 

ефективність обраного алгоритму оптимізації. 

 

  

 Рисунок 4.2 – Графік збіжності функції цілі (логарифмічна шкала) 

 

Кількісна оцінка точності оцінювання вузлових тисків свідчить про висо-

ку адекватність отриманої моделі. Середня відносна похибка по всій мережі 
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склала 1.74%, при цьому максимальні відхилення (близько 3.6%) спостеріга-

ються у вузлах 14 та 15, які є точками входу мережі. Результати порівняння ви-

міряних та оцінених значень тисків наведено в таблиці 4.3. 

 

Таблиця 4.3 – Результати оцінювання тисків у вузлах мережі  

Номер вузла 

Виміряні 

значення ти-

сків (м) 

Оцінені 

значення 

тисків (м) 

Дельта (м) Похибка (%) 

14 76.66 73.86 2.8034 3.6570 

15 71.60 69.09 2.5138 3.5109 

10 69.22 70.56 1.3397 1.9354 

11 68.29 69.83 1.5438 2.2606 

12 71.80 71.56 0.2370 0.3301 

13 57.53 57.41 0.1159 0.2014 

9 68.15 67.36 0.7938 1.1648 

8 66.68 65.80 0.8811 1.3214 

3 65.92 67.60 1.6788 2.5467 

7 66.79 67.59 0.7984 1.1954 

2 66.90 67.59 0.6912 1.0332 

6 66.72 67.60 0.8787 1.3170 

5 70.90 69.03 1.8708 2.6386 

1 69.80 69.52 0.2784 0.3989 

4 67.77 69.54 1.7750 2.6191 

Середнє    1.7420 

 

Топологічна структура досліджуваної мережі, візуалізована з урахуван-

ням розподілу тисків, представлена на рисунку 4.3. Графічне відображення до-

зволяє локалізувати зони з найменшим тиском та оцінити загальну зв'язність 

системи. 
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 Рисунок 4.3 – Топологія водопровідної мережі з розподілом тисків 

 

Розрахунок витрат по ділянках трубопроводів, представлений у таблиці 

4.4, підтверджує фізичну коректність моделі та виконання закону збереження 

маси у вузлах. Наявність від’ємних значень витрат (наприклад, на ділянці 6–4) 

вказує на те, що фактичний напрямок потоку води є протилежним до напрямку, 

заданого при описі графа, що є нормальним явищем для кільцевих мереж. 

 

Таблиця 4.4 – Розподіл витрат води по ділянках трубопроводу  

Номер початку дуги Номер кінця дуги Значення витрати (м³/с) 

14 12 0.3967 

14 10 0.1895 

12 11 0.1802 

12 3 0.2300 

10 11 0.1761 
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Кінець таблиці 4.4 

Номер початку дуги Номер кінця дуги Значення витрати (м³/с) 

11 13 0.1508 

11 9 0.2374 

9 3 -0.0052 

9 8 0.1679 

3 8 0.1746 

3 6 0.0015 

3 7 0.0193 

6 2 0.0090 

6 4 -0.0840 

7 2 -0.0110 

7 5 -0.1974 

4 1 0.0215 

5 15 -0.0766 

5 1 -0.0450 

15 1 -0.1161 

 

 

Висновки за розділом 4 

 

Тестування алгоритму на моделі з 15-ти вузлів виявило, що метод найш-

видшого спуску працює цілком надійно: середня похибка в розрахунках тиску 

склала всього 1,74%. За 950 кроків програма зуміла «відфільтрувати» випадкові 

помилки у вимірюваннях і відновити реальну картину того, що відбувається в 

мережі. Важливо, що результати повністю збігаються з законами фізики (зок-

рема, в кільцевих ділянках), а отже, систему можна успішно використовувати 

для контролю реальних водопроводів, де неможливо встановити датчики на 

кожному кроці. 
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ВИСНОВКИ 

 

Кваліфікаційна робота присвячена розв’язанню задачі оцінювання стану 

моделі сталого потокорозподілу у водопровідних мережах. Тема кваліфікацій-

ної роботи є актуальною. 

У кваліфікаційній роботі розглянуто застосування методу найшвидшого 

спуску на основі модифікованого методу покоординатного спуску для 

розв’язання задачі оцінювання стану моделі сталого потокорозподілу у водоп-

ровідних мережах. 

Проведено огляд основних принципів моделювання режимів сталого по-

токорозподілу у водопровідних мережах, а також сучасних методів оцінювання 

стану моделі сталого потоколрозподілу. 

Наведено змістовну та математичну постановки задачі оцінювання стану 

моделі сталого потокорозподілу у водопровідних мережах. Показано, що фор-

мальна постановка призводить до задачі умовної оптимізації. 

Проаналізовано шляхи підвищення ефективності розв’язання задачі оці-

нювання стану моделі сталого потокорозподілу. Показано, що спеціальний ви-

бір дерева графа мережі та спосіб вибору незалежних змінних при реалізації 

процесу оптимізації дозволили забезпечити перехід від сформульованої задачу 

умовної оптимізації до задачі безумовної оптимізації. 

Розглянуто застосування методу найшвидшого спуску на основі модифі-

кованого методу покоординатного спуску для розв’язання задачі оцінювання 

стану моделі сталого потокорозподілу у водопровідних мережах. 

Розроблено алгоритм, що реалізує метод найшвидшого спуску. 

Здійснено програмну реалізацію розробленого алгоритму мовою Python із 

використанням бібліотек NumPy та NetworkX. Створений програмний комплекс 

автоматизує побудову графової моделі мережі на основі вхідних даних та вико-

нує пошук оптимального стану системи з використанням адаптивного кроку. 

Реалізовані засоби візуалізації дозволяють оперативно аналізувати топологію 

мережі, розподіл тисків і витрат, а також контролювати динаміку мінімізації 
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функції цілі. 

Наведено результати обчислювального експерименту. Результати обчис-

лювального експерименту підтвердили надійність запропонованого підходу: 

алгоритм продемонстрував стійку збіжність, а середня відносна похибка оціню-

вання тисків склала 1,74%.  

Отримана точність та швидкість роботи розробленого програмного забез-

печення підтверджують практичну цінність розробки для задач оцінювання 

стану моделі сталого потокорозподілу у водопровідних мережах. Впроваджен-

ня розробленого програмного продукту  на реальних об’єктах дозволяє підви-

щити точність розв’язання режимних задач 

Результати роботи можна застосовувати при управлінні режимами функ-

ціонування реальних водопровідних мереж, при їх реконструкції, в практиці 

диспетчерського обліку і контролю, а також при розв’язанні оптимізаційних за-

дач на реальних водопровідних мережах, коли необхідно знати повний потоко-

розподіл у мережі з урахуванням випадкових помилок вимірювання режимних 

параметрів на входах та виходах мережі. 
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