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Введение
Наиболее существенные проблемы, возникающие при обработке машиностроительных дета­

лей со сложным профилем на станках с ЧПУ и других системах программного воспроизведения 
движений (СПВД), работающих в условиях обтекания аэро-, гидро- или газовыми потоками, свя­
заны с заданием плоских геометрических контуров, которые наиболее целесообразно описать 
кривыми второго порядка, в частности -  эллипсами, гиперболами и параболами (рис. 1,2).

Рис. 1. Примеры конструкций, состоящих из Рис. 2. Фрезерная обработка кулачков,
большого набора криволинейных поверхностей: профиль которых представляет:

1) -  охлаждаемая турбинная лопатка; 1) -  эллипс; 2) -  набор парабол
2) -  крыльчатка центробежного насоса

При формировании таких сложных контуров, состоящих из эллиптических, гиперболиче­
ских и параболических профилей, приходится решать весьма нетривиальные задачи сопряже­
ния по определенному закону поверхностей и, одновременно, выдерживать самые высокие 
требования к САПР-системе, которая должна содержать эффективные алгоритмы автоматиче­
ской интерполяции, разработанные на основе соответствующих методов и успешно стыкую­
щиеся с устройствами управления СПВД.

Таким образом, статья, предусматривающая разработку метода интерполяции в составе 
автоматизированного проектирования сложных профилей обработки геометрических конту­
ров, -  актуальна.

Исходя из актуальности работы можно определить цель исследования, заключающуюся в 
разработке и усовершенствовании методов интерполяции геометрических контуров, описы­
ваемых кривыми второго порядка, а также решения на этой основе важной научно-технической 
задачи -  повышение точности проектирования и последующей за ним обработки разнообраз­
ных профилей, выполняемой СПВД.

Достижение указанной цели работы, обеспечивается решением следующих задач:
- разобрать применяемые методы интерполяции на предмет выявления недостатков и 

удовлетворения повышенных технологических требований, диктуемых современным произ­
водством;

- рассмотреть способности считывающих устройств, с целью установления статистиче­
ской зависимости возникающих ошибок считывания;

- усовершенствовать математическую постановку задачи расчета сложных геометриче­
ских контуров, которые описываются кривыми второго порядка;

- разработать новый способ интерполяции коническими пересечениями за счет одно­
критериального анализа и установления конкретного вида кривой, наиболее точно воспроиз­
водящей заданную форму обрабатываемого участка;
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- составить математические модели (ММ) аналитического представления пространст­
венных размещений сформированных контуров, позволяющую анализировать конфигура­
цию всей исследуемой траектории.

1. Анализ применяемых методов интерполяции кривыми второго порядка в СПВД
При наличии в системе ЧПУ линейной интерполяции перемещение рабочего органа (РО) 

станка при контурной обработке задаётся в виде ряда прямых отрезков. На используемом 
программоносителе (перфолента, магнитная лента, магнитный диск, оптический диск и дру­
гие запоминающие устройства различного типа) перемещение РО между двумя опорными 
точками отрезка, задаётся одним кадром управляющей программы (УП).

Количество прямых отрезков, необходимых для описания кривой, определяется тем тре­
бованием, что погрешность аппроксимации не должна превышать 1 5 - 2 0  % всего допуска, 
установленного на неточность обработки детали [1]. Находя пути реализации поставленного 
условия, разработчиками систем ЧПУ была выдвинута идея о возможности применения па­
раболической интерполяции для описания сложных геометрических контуров [2].

Для работы считывающего устройства характерно наличие одной ошибки на 1 млн. бит 
информации [3]. При стандартном формате, на 1 см перфоленты (которая сегодня ещё имеет 
достаточно широкое применение) приходится 32 бита информации. Нетрудно подсчитать, 
что приблизительно на каждые 300 м  считанной перфоленты, приходится по одной ошибке.

Впервые разработанный фирмой «Unicon Carbide» (США) параболический интерполятор 
существенно сокращает количество кадров УП по сравнению с системами, использующими 
линейно-круговую интерполяцию. Сокращение количества кадров пропорционально умень­
шает количество команд и прерываний при управлении перемещением инструмента, что по­
вышает производительность, выраженную в обработанных профилях.

Например, при допуске на точность 3,18 нм для обработки дуги окружности радиусом 
0,254 ж (10 дюймов) при аппроксимации прямыми, необходимо задать на носителе 4500 кад­
ров, в то же время, при использовании параболической интерполяции -  достаточно 90 кад­
ров, что в 50 раз меньше (!). Кроме того, параболический интерполятор позволяет произво­
дить обработку прямолинейных и круговых контуров без изменения в аппаратурных средст­
вах СПВД [4], т. е. происходит автоматическое переключение в процессе подбора наиболее 
оптимального вида интерполяции, применительно к конкретному участку.

С помощью алгоритмов параболической интерполяции также возможно построение дуг 
окружностей, которые произвольно расположены в пространстве. Безусловно, это будет це­
лесообразно только в том случае, если число дуг окружностей будет незначительным по 
сравнению с чисто параболическими дугами, поскольку каждую дугу окружности необходи­
мо аппроксимировать, в общем случае, несколькими дугами парабол. Для увеличения длины 
дуги, аппроксимируемой одной параболой, можно воспользоваться параболами четвёртой 
степени, однако, как показали исследования [5], в подавляющем большинстве случаев, общее 
количество вычислений при этом значительно превышает количество вычислений при ап­
проксимации параболами второй степени.

При параболической интерполяции заданных гладких контуров деталей, работающих 
в условиях обтекания, возникает задача обеспечения в узловых точках гладкости первой 
степени, т. е. наличия общих первых производных. Детали такой сложной конфигурации, 
обрабатываемые СПВД, описываются довольно сложными аналитическими уравнениями. 
Кроме аналитического описания профиля детали или его отдельных участков, обычно, зада­
ются координаты граничных точек, а сами аналитические уравнения могут быть заданы как 
в явной у  = f i x ) ,  так и в неявной формах

ф ( у ) = т . [6]
В последнее время широкое применение находят методы интерполяции при помощи 

сплайнов [7] и парабол третьей степени. Однако они могут дать ненужные флуктуации кон­
тура, т. е. условия, когда знак кривизны на участке меняется, и по этой причине не всегда
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применимы. Метод интерполяции параболами второй степени достаточно точен и менее 
сложен, чем метод парабол более высокой степени. В ряде работ, например [8], предлагаются 
такие алгоритмы, однако они имеют тот недостаток, что необходимо определять аналитиче­
ские уравнения аппроксимирующих парабол, что усложняет алгоритмы.

В работе [9] рассмотрен способ расчета эквидистанты, который не требует отыскания её 
аналитического уравнения и является достаточно простым и точным. Здесь в качестве аппрок­
симирующего выбран полином второй степени. Выбор параболической интерполяции обу­
словлен, с одной стороны, тем, что она является промежуточным звеном (по простоте 
и точности) между линейной интерполяцией и интерполяцией параболами третьей степени, 
а с другой стороны: применение параболической интерполяции не требует аналитического за­
дания параболы; да и сам алгоритм [9] имеет наиболее лёгкую программную реализацию.

Преимущества использования интерполяции кривыми второго порядка детально пред­
ставлены авторами в [10] и проиллюстрированы рис. 3. Так, если при круговой интерполяции 
профиля кулачка (рис 2.1) необходимо четыре окружности, то при эллиптической -  доста­
точно лишь одного эллипса, в то время как при линейной число точек расчётной траектории 
является функцией от длины кривой и её конфигурации (рис. 4).

Рис. 3. Круговая интерполяция эллиптического Рис. 4. Зависимость числа точек п от длины кривой 
профиля / и её конфигурации при линейной интерполяции

Таким образом, кроме существующих преимуществ, обеспечиваемых параболической ин­
терполяцией, предлагаемый в статье метод интерполяции кривых второго порядка (при кото­
ром определение конкретного вида кривой происходит в процессе анализа коэффициентов её 
аналитического уравнения) должен будет удовлетворить ряд дополнительных требований:

-  сокращенное число входных данных;
-  возможность отработки кривых на плоскости и в пространстве;
-  интерполируемые кривые могут быть смещены и повернуты относительно осей 

координат;
-  наличие промежуточного контроля отрабатываемой траектории в интересующих 

точках.

2. Решение поставленной проблемы
2.1. Формирование исходных данных
Плоские кривые второго порядка (или конические сечения) определяются уравнением 

второй степени относительно декартовых прямоугольных координат х и у  . Общее уравне­
ние второй степени относительно х  и у  имеет вид

Ах2 + Вху + Су2 + Их +Еу + Р  ~  0, (1)
где А, В, С, Д  Е, Г -  заданные коэффициенты, причём предполагается, что В *  0 .

В работе [11] доказано, что кривая второго порядка вполне определяется пятью своими 
независимыми точками, четыре из которых не должны лежать на одной прямой. Кроме того,
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кривая второго порядка (1) вырождается в том и только в том случае, когда три из заданных точек 
лежат на одной прямой. -

Тогда, применительно к пространственной зоне обслуживания СПВД, предположим, что 
кривая второго порядка задана пятью различными последовательно нумерованными точками:

п =(ХъУъгО ’ г 2  =(Х2 'У2 >*2)’Ъ =(ХЗ’УЗ’Ъ),ГЦ = (х4, у 4,г4 ),г5 = (х5, у5 ,г5) (2)
в некоторой абсолютной (неподвижной) правосторонней декартовой прямоугольной системе 
координат (СК) ОХУР,, связанной, например, с основанием СПВД (рис. 5). Предполагается, 
что точки 1\,г2,г^г4,г5 не совпадают и никакие четыре из них не лежат на одной прямой.

В результате получим пять радиус-векторов в абсолютной СК ОХУХ (см. рис. 5):
А = 1хьУь  21 ),г2 =  {х2, Уь х̂3’ >;3> 23}. (3)

Ц =  {х4, у4, г4 }, Г5 = {х5, у5, 1 5}.
Сформируем движение РО СПВД по кривой второго порядка, описываемой уравнением 

вида (1), применительно к двум постановкам задач (ПЗ):
ПЗ 1. Сформировать движение РО из заданной начальной точки г\ в заданную конечную 

точку г5 , проходя последовательно заданные промежуточные точки г2, /3 и г4 , со средней 
угловой (или линейной) скоростью Фср.,тд (или Уср,<зад). Определить требуемое время грасч 
перемещения РО по рассчитанной траектории: из точки р в г5 .

ПЗ 2. Сформировать такой же маршрут движения РО, но за заданное время Сад- Опреде­
лить (йср.,расч (или Уср,'Расч) перемещения РО по рассчитанной траектории: из начальной точки 
в конечную.

Обе постановки задачи предполагают предварительный расчёт центрального фокусного 
угла 015 дуги кривой второго порядка, заключённого между радиус-векторами г] и ?5 , а так­
же, при необходимости, расчёт длины /)5 отрезка кривой, заключённого между заданными 
точками 7\ и г5 [12]. Кроме того, в результате решения поставленных задач, должны быть

определены текущие координаты положения конца РО [13] (точки г*(/,-)) на линии второго

порядка, в каждый заданный дискретный момент времени Р, (г = 0 , /V), в процессе движения 
от точки г, до точки г5. Здесь /V - количество интервалов дискретизации, = 0.

Тогда определим следующую последовательность формирования текущих координат под­
вижной точки г* (конца РО), принадлежащей кривой второго порядка (см. рис. 5 , 6):

Рис. 5. Исходные точки г и г2, Гз, г4 и г5, заданные 
в АСК СПВД. Общий вид

Рис. 6. К определению относительных текущих 
координат конца РО СПВД на кривой второго 

порядка в ОСК
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Шаг 1. Задать относительную (подвижную) прямоугольную СК О X У 2  , связанную с поло­
жением РО в пространстве АСК и сохраняющую ту же ориентацию, что и АСК ОХУ2.

Шаг 2. Определить матрицы Т и Т преобразования декартовых СК ОХУ2 и О'Х'У'2' 
Ш аг 3. Определить заданный вид кривой второго порядка (дуги конического сечения). 
Шаг 4. Выбрать направление движения РО по дуге кривой второго порядка и рассчитать 

центральный фокусный угол 015 дуги кривой.
Ш аг 5. Получить уравнение дуги конического сечения в полярных координатах.
Шаг 6 . Определить необходимые соотношения для расчёта длины /15 отрезка кривой 

второго порядка, заключённого между заданными точками гх и г$.

Шаг 7. Определить текущие координаты ( х )* , (у')* и (г')/ подвижной точки г* -  г*(гг) 

кривой второго порядка в ОСК О'Х 'У'2' V/ = О, А.

Для реализации движения РО в соответствии с «ПЗ 1» или «ПЗ 2» свяжем с исходными 
точками >\, г2, г3, / 4 , г5 (2) плоскую декартову прямоугольную относительную СК (ОСК)

А Л Л

X О У , лежащую в плоскости кривой второго порядка, проходящей через эти точки. Для опре-
Л  А Л Л

делённости совместим начало О СК X О У с одной из заданных точек, например, с точкой 
г, = (х,, у,, г ,) (рис. 6).

Ш аг 8. С помощью формул и матрицы Т обратного преобразования СК рассчитать 

ХП »*’ Р подвижной точки г* -  Г*(ГД кривой второго порядка в АСК 0 Х Х 2  V/ = О, А.

2.2. Принцип задания подвижной декартовой прямоугольной СК
А  А  А  А  А  А  А  А

Зададим подвижную СК О Х У  2  следующим образом: начало СК О Х У  2  поместим в
А  А

точку Г] = (х), у}, г\) ■ Ось О X  проведём через г3; тогда для базисного вектора

1̂ = К ж И Д у’О .г Ь  Г1Г2 = О -  П- (4)
А  А

Ось О У зададим, используя значения координат любых трёх заданных точек, например
л  л  л  л  л

координаты Г |,  гг и г3. Ось 0 2  проведём через гь перпендикулярно плоскости X О У , про­
ходящей через ПЯТЬ ИСХОДНЫ Х точек Г ),Г 2 ,Г з ,Г 4 ,Г д .  При этом необходимо следить, чтобы

А  А  А  А

ориентация прямоугольной ОСК О X У 2  , так же, как и АСК 0 Х Х 2 ,  была правосторонней,
А  А

что определяется выбором направления оси О 2 .
А  А

Для получения уравнения оси О X  , положительное направление которой совпадает 
с направлением ф , выберем на этой оси некоторую произвольную точку гх (гх х,гх у. гх 7)

И соединим ее С Г1 вектором Г\ гх . Тогда имеем

г,гх = рё,, (5)

где р -  произвольно заданный скаляр. Из условия (5) коллинеарности двух векторов
 * А  А

и >\гх , запишем, с учётом (4), каноническое уравнение оси О Х ;, проходящей через точку /]:
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' х ,х Х\ ' х , у У1 X,z Z1
= Р, Р^О. (6)

* 2  -  *1 >’2 - У  1 г 2 -  21

Поскольку все пять точек г\, О ’ г3’ г4> г5 ’ принадлежащие кривой второго порядка, лежат
АЛА

в одной плоскости X  О У , то сама плоскость, может быть задана любыми тремя из них, на­
пример: г\, г2 и г3. Уравнение этой плоскости, проходящей через три данные точки: г\, г2 и г3 
с однородными координатами г1(х1, у ь  ц , 1 ) , г2{х2 , у2, г2 Д) и г3(х3, у3, г3,1), имеет вид

я- у г 1
*1 У\ г\ 1
х2 У2 22 1
*3 УЗ г3 1

Разлагая определитель по элементам первой строки, представим уравнение (7) в более 
удобном виде (8) или (9):

= 0 . (7)

A jx - В (у - С jZ- Ü! =0, (8)

(9)

причём, определители А 15В | и С] не равны нулю одновременно.
При выполнении (9) предполагается, что три точки гь г2 и г3 не лежат на одной прямой, 

то есть для них выполняется:

У1 21 1 21 Х1 1 *1 У1 1 Х1 У\ 21
А ,= У2 22 1’ ®1 ~ 22 х2 1. С , = х2 У2 1Д > 1 = - х2 У2 22

УЗ 23 1 23 ХЪ 1 х3 Уз 1 х3 Уз 23

* 3  - *1 ^  УЗ - У\ ^  z3 - Z[ или
х2 ~ х \ У2-У1 z2 -Z]

АЛА

(п'з-П'гЬ {гз ~ ri ) *  °- (10)

Так как плоскость X ОУ определяется уравнением первой степени (8), то нормальный 
вектор этой плоскости имеет координаты:

N = А Л ,А л ,N ,
XOY Х ,х  Х ,у  X ,z

(И )

Л  А

и каноническое уравнение оси О X , проходящей через точку г\ и для которой этот вектор 
является базисным, т. е. ё3 = \ез,Х’еЗ,у’еЗ,1 \~  ^  ЛЛЛ’ может быть записано в виде

X O Y

'z ,x Яі z , v У і  _  r z,z  ~ £ і  _

ч В = р. р >0, (12)

А  А

где г^х, гг,у, гг г -  декартовы координаты в АСК OXYZ произвольной точки гг на оси ОХ .
Для определения базисного вектора е2 , соединим п  и г3 вектором г(г3. Тогда, учитывая

Л А Л  „
то, что гі, Г2 и гз, плоскости X ОУ  не лежат на одной прямой и вектор >\г2 =ё\ ,  для вектора 
ё2 можно записать [14]:

Ь  ~ ^2,х->е2,у’е2,г}= г1г3 + ^  Нг2 = г1г3 Д, (13)

где X -  действительное число; выберем X так, чтобы для Щ и ё2 выполнялось условие
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(п Г3 + 1 e{, ex ) = (rj r3, ë] )+ /.(ëj, ë3 ) = О,
откуда с учётом (4) :

-  - к м )  -  ( М й Х М й )  _  (л-3 -  X! \ х 2 -  х 3) +  ( у 3 -  У) \ у 2 ~  У1) +  (уЗ ~  Х^2 ~  В )

( M l )  Ф| -  П XF2 -  ri )
(14)

(*2 “ Х1 )2 + (У2 ~ У1 )2 + (̂ 2 “ )2
И каноническое уравнение оси, проходящей через точку г3,для которой вектор ё2 (13) 

является базисным, примет вид (15), где гу.х, гу<у, гу<г-  декартовы прямоугольные координаты
Л  Л

в АСК О Х Х 2  произвольной точки гу оси ОУ .

Р. р > 0. (15)
с2,х 2, у с2,г

Из (4), (11), и (13) для системы базисных векторов ё3, ё2 и ё3 , найдём:

ё3 = \х2 - X) , у2 У1, г 2 - 21), 
ё2 =<(х3- Л(х2 - Х|),(у3 - уД- Ду2- .у3),(г3 - г3)- А(г2 - г3)},

Ь  ~ ^ 1  > ®1’ ^ 1} (16)
А Л Л А  А

Для полного задания ориентированного положения О Х У  2  с центром в точке О -  г3 (х3, у3, 1 \ ) 
необходимо определить значения направляющих косинусов её осей координат относительно 
осей координат ОХУ2 [15]. Для этого воспользуемся значениями скалярных произведений 
векторов: ортов г , у и к соответственно, осей ОХ, ОУ и 0 2  прямоугольной АСК 0ХУ2,

Л  А  Л  Л  Л  Л

и базисных векторов ё\ , ё2 и ё3 соогветствую1цих осей О X , О У и 0 2  прямоуг ольной ОСК
А Л Л А

0 Х У 2 :

(ё3 , i ) =  |ё3 І і Jcosa Y , (ё2,г ) =

( ч о ) = Щ \ ]
(eh k ) = fi\\k

cosßx ~ el , y  f e j )
cosyY = e [ z ; (ё2д )  =  |ё2

і cosa -у = e2iX, (ё3, і ) ~

Jcos $ у =е2,у, (ё3,7)=-]ё3||]

ІД' jeosy у = c2i z. ; (ё3д ) =  |ë3 Ік

і cosou =5 e3 v.

cosß, = e 3 y , (17)

C O S Y -  = € 3 > z .

откуда, с учётом (16), найдём: а.х (а,у ,о.г ), Р д Р ^ Р Д , У*(Уу,у2) -  направляющие углы (или
углы Эйлера) между каждой осью ОСК и, соответственно, осями ОХ, ОУ и 0 2  АСК 0ХУ2  ; 
для расчёта значений направляющих косинусов осей координат ОСК.

Заметим, что при правильном расчёте значений направляющих косинусов должно 
выполняться

cos a Y + cos~ß Y + cos yx -c o s  a y -  cos ß v -  cos y v ==eos а г +cos рг +cos2y2 =1. (18)

2.3. Преобразование систем координат

Поскольку предполагается, что обе СК АСК и ОСК -  правосторонние, то относительно 
системы ОСК, ось ОХ имеет направляющие косинусы т31, Т|2 , т]3, ось О У - х 2\, т2?, т23, ось
0 2  -  т31, т32, т33 [16]. Тогда формулы преобразования СК, связывающие абсолютные 

х  , у, ,1 ,1 и относительные х  , у , г  ,1 однородные координаты подвижной точки г , имеют вид:
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X  = x n ( x  - х , )  + т21(у - y i )  + T31(z - Z i ) ;  X =  х и х  + x 1 2 y  + x l 3 z  + x,;

У = Ti2(x - x i) + x22( у ~Уі) + х32(г - z i ) ;  у - x 21x + т 22_у + x23z + Уь 
л * * * * * л * л * л * 
z = Т13(х - x t ) + x 2 3 ( y  - у 1) + т33(г - z i ) ;  z = х 3|Х + х32у + x 33t  +zj;

.1 = 1; 1 = 1;

(19)

или в матричной форме:
A , ' .    Г Л ,*  —  I ж —  %

г =Т г И г = Т г ,
где

т  =
т

1 -
т -1 = ТТ [ - T TrL

о  "б 0  ; 1 ?
0  0 0 1 1

хц XI2 Из и
; т  = Х21 Х22 т23 А = »

Т31 х32 х33 И

(20)

(21)

а г и г -  радиус-векторы подвижной точки г соответственно в АСК ОХУ2 и ОСК
А Л Л А
О X У Z .

Из (19) следует, что ОСК сохраняет правостороннюю ориентацию тогда, когда
det Тт = 1,

Применяя матрицу Т 1 (21) аналогично преобразованию (20), можно определить отно- 
сительные координаты всех ПЯТИ ИСХОДНЫХ точек Г[, Г2, Гз, г4 , Г5 :

Л  А  А  А  А А А  А  А  А  А  А  Л  А  А  А  А  А  Д А Л

г 1(х1,у 1,г 1)= г 1(Ц(ХО),г2(х2,у2,г2)= г2(х2,Ц0),гз(х3,у3,г3)=гз(х3,у3)0) ,.., г^ х $ у 5,гф =г £х5,у^О). (22) 

В результаге запишем четыре радиус-вектора в ОСК:

А  А А  А А А А А А А А А А
г 2{х2,0,0} = г 2(х 2,0 , 0 ) - г 1(0 ,0,0)); г 3{х3,у 3,0}; г 4{х4, у 4,0}; г 5{х5,у 5,0}. (23)

Учитывая, что кривая второго порядка проходит через начало координат ОСК, т. е. через
А  А

точку О = Гр считая, по-прежнему, что В * 0 и принимая во внимание (22), найдём, что ко-
А  А

эффициент С = 0 . Тогда общее уравнение второй степени (1), относительно координат х  и у
А  А  А  А

ОСК О X Y Z  примет вид
А  А Л  А  Л  Л

Л X “+ В ху+ С у + D х+ Е у = 0. (24)
Уравнение (24) кривой второго порядка, проходящей через пять точек

А  А  А  А  А

г 1, г 2, г 3, г 4 и г 5, может быть задано и в другом виде:

А =

Л 2 л  л
Л 2

л л

X X V У X У
л 2 л  л л 2 л л

х 2 Х2У2 У 2 х2 У 2
д  2

л  л
Л 2

л л

х \ А У 3 Уз *3 УЗ
л 2 л  л л  2

л л

х 4 Х4У4 У 4 Л 4 У 4
л 9 л  л Л 9 л л

х5 А  А У 5 А У 5

=  0 . (25)
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Разлагая определитель Д по элементам первой строки, запишем (25) в виде

А  Л Л  Л  Л  Л

А = Mj і л:“-  М ]2 X у+ M j3  у — M j4  х+ M j5  у = О, (26)

где М л ,М 12,М ] з !М 14 1 М 15 -  миноры определителя Д , соответствующие элементам его
л  л  л  л  л  л

первой строки: х , х у, у , х  и у.

2.4. Определение заданного вида кривой второго порядка
Рассмотрим общее уравнение второй степени (24), описывающее кривую второго поряд­

ка, проходящую через начало координат ОСК. Покажем, прежде всего, что при помощи
поворота координатных осей уравнение (24) можно привести к виду, не содержащему член с

А Л Л А  А  А

произведением переменных. Повернём координатные оси ОСК О Х  У 2  вокруг оси О 2  на 
некоторый угол 0 , который выберем впоследствии [17]. Пусть х , у -  координаты некоторой
точки г кривой второго порядка, относительно новой декартовой прямоугольной СК 0 Х У 2  с

 АЛ А Л Л А
осью ОХ = 0 2 ,  расположенной, относительно системы О Х У  2  таким образом, что угол

А Л  __ А  А  А ___

X О Х  между осью О Х  и осью О X  равен 0 (рис. 7).
При одинаковых единицах масштаба на 

осях (см. рис. 7), координаты х, у связаны

Рис. 7. Поворот координатных осей ОСК 
на некоторый угол 9

с координатами х, у точки г следующими 
формулами преобразования:

А  А  Л  А

х  = xcos0 + у sinG, у -  — jtsin0  + у cos 9;
Л  Л  ^ '

X = X cos 0 -  у sin 0, у = х  sin 0 + у  COS 0.

Подставляя (27) в (24) и выполняя необ­
ходимые преобразования, получим общее 
уравнение кривой второго порядка в новых 
координатах х, у в таком виде:

Ах"  + Вху  + Су^ + Dx  + Еу  = О, (28)
где

А = Асов“ 0 + #8ш 0со80 + САШ2 0; В = 2 ( С -  А)8ш0со8 0 + 5(соз" 0 -в ш "  9); 
С -  Аз1п2 0 -  Л81пОсо.80 + С со5^ 0; О = ОсоьВ +Евт®; Е = —/1>з!п0 + ЕсояВ.

Выберем угол 0 так, чтобы коэффициент В обратился в нуль, т. е. чтобы

2 (С -  A)sin0 cos0 + В{cos2 0 -  sin" 0) = 0. (30)

і 2  2
Учитывая, что sin0cos0 = — sin20 и cos 0 — sin 0 = cos20, перепишем уравнение (30)

в виде

(С - A )sin20 - 5 c o s2 0  = O. (31)

Заметим, что sin 20 Ф 0, так как в противном случае равнялось бы нулю и В, что проти­
воречит условию. Поэтому уравнение (31) разделим на sin 20 :
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откуда '

ctg 20 = ‘ 3̂3>

Из (32) следует, что всегда можно выбрать угол 0 так, что после поворота координат­
ных осей ОСК вокруг оси на этот угол, в уравнении кривой второго порядка (24) исчезнет

ТСчлен с произведением переменных. Угол 0 необходимо выбирать так, чтобы — > 0 > 0.
. . . . . .  2

Вычислив ctg 2 0  по формуле (33), воспользуемся известной из тригонометрии форму-
cts 2 0лой (в силу выбора 0 знаки cos 20  и ctg 2 0 одинаковы) cos20 ='-р=^=======, и далее по

д/1 + ctg2 20
формулам

(С- Д)- Bctg2 0 -  0, (32)

. l - c o s 2 0  \ + cos2Q
sin 0 = J  —  и cosQ = J  --—— (34)

найдём sin0 и c o s0 , что позволит вычислить по (29) новые коэффициенты А, С ,D  и Е.

В результате, преобразованное общее уравнение кривой второго порядка (28) примет вид:

А х ^  + С у2 + Dx + Еу — 0, (34)
где все коэффициенты известны.

Выводы

1. Усовершенствована математическая постановка задачи расчета сложных геометриче­
ских контуров, которые описываются кривыми второго порядка;

2. Синтезирован новый способ интерполяции коническими пересечениями за счет одно­
критериального анализа и установления конкретного вида кривой, наиболее точно воспроиз­
водящей заданную форму обрабатываемого участка;

3. Составлены векторно-матричные модели аналитического представления пространст­
венного размещения сформированных контуров, позволяющие анализировать конфигурацию 
всей исследуемой траектории;

Практическая значимость заключается в том, что применение данного метода обеспечивает ряд 
преимуществ, по отношению к используемым методам интерполяции:

-  Сокращенное число входных данных;
-  Возможность отработки кривых на плоскости и в пространстве;
-  Интерполируемые кривые могут быть смещены и повернута относительно осей координат;
-  Наличие промежуточного контроля отрабатываемой траектории в интересующих точках. 
На основе полученных результатов можно сформулировать следующие перспективы

развития данного направления исследований:
1. Определить проблемно-ориентированные вычислительные средства построения 

сложных геометрических контуров;
2. Сформировать эффективные алгоритмы применения пред ложенного метода интерполяции;
3. Выполнить программную реализацию вычислительных алгоритмов, с последующей 

их оптимизацией, исходя из конкретных конструкторских и технологических требований.
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