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РАССЕЯНИЕ СОБСТВЕННОЙ ВОЛНЫ НА МАЛОМ ШАРЕ 
В ПЛАНАРНОМ ВОЛНОВОДЕ

Внимание исследователей к задачам рассеяния электромагнит­
ных волн (ЭМВ) на телах, окруженных слоистой средой, вызвано 
насущными запросами геофизики, неразрушающей диагностики, 
интегральной оптики. Чрезвычайно эффективным применительно 
к таким задачам оказывается аппарат объемных интегральных 
уравнений [1—4], позволяющий получить аналитическое пред­
ставление искомых полей в нерегулярной слоистой среде на низ­
ких частотах. Применительно к однородным средам с объемными 
возмущениями он развит в основополагающих работах [1; 2].

На основе метода, предложенного ранее [3; 4], проанализиро­
ваны закономерности низкочастотного рассеяния низших ТМ мод 
планарного диэлектрического волновода, лежащего на идеально 
проводящей подложке, на малом изотропном шаре в таком волно­
воде.

Рассмотрим вначале, постановку задачи в общем виде. Пусть в 
плоскослоистую среду с диэлектрической проницаемостью s(z) и•"'Ч
магнитной проницаемостью p. (z), возможно, содержащую одну или 
две идеально проводящие плоскости z =  const, погружено магнито­
диэлектрическое включение, которое занимает область V р и харак-
теризуется материальными параметрами гр (R), \ip (R). Предполагает- 
ся, что среда является одноосной с оптической осью вдоль z:

/ \  /Ч
П =  n th  +  лz h , л =  е, р, 

где It =  XqXq - f  y0yv  Iг =  z0z0; x 0, y 0, Zq — орты координатных осей;
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к)р— произвольная диада; ц =  ц (г), тр,= г)р (Я) — произвольные функ­
ции соответствующих аргументов; Я =  (г, г), г =  (х , у,  0). Электро­
магнитное поле Е(Я) ,  Н  (Я) в среде можно трактовать как сумму 
первичного поля Е 0 (Я), Н 0 (Я.) (поле в среде в отсутствие включе­
ния) и рассеянного поля Е $(Я), Я , (Я), порожденного наведенными 
во включении источниками. Интегродифференциальные соотношения, 
соответствующие такой физической интерпретации рассеяния и свя­
зывающие внутреннее поле включения и первичное поле, имеют 
ВИД [3; 4]

^ ( Я )  =  Е0 (Я) +  (к%? +  V рГ1 ( ^ е Г 1 (г) + 7 0 (д/дг) в Г' (г))) •

(Я, Ю  • 1(Я') ̂ е Тя ' ) + 1 к р \ г )  • У X $ Ж / Ж  Д > р Ю  Н - Ю ;

^  (1)
Н  (Я) =  Н 0 (Я) +  (к20? +  УеГ1 (ЧфГ1 (2) + 7 0 (д/дг) р Г 1 (2)))-

•\<тГ} ж Я ' ) • Р(Я')- Н ( Я ' ) - 1 к 0̂ - \ г ) - У х $ ? Л Я ,Я ' )  ~г(Я’ ) ^ ( Я ' т ' .
Ур

-Здесь

1П„ (Я) —  Т](г), Я £ У Р, т] — б , р ;  /  =  / * +  / г ;

V, =  л:0 (а/ал:) +  у 0 (д/ду); кй =  со/с;

]е.т —  функции Грина для векторных потенциалов электромагнит­
ного поля [1|.

Полагая далее, что размеры включения малы по сравнению 
с длиной волны поля в среде и в материале включения, и представ­
ляя искомые внутренние поля в виде разложений по малому пара­
метру (отношение характерного размера тела к длине волны), при­
ходим к цепочкам интегродифференциальных уравнений [4], обрыв 
которых на первых членах дает уравнения

& ° Ц Я )  = ~ Е 1о0) ( Я )  +  V 'Ф е ( О ' )  - е ( Я ' ) - Е ( 0> ( Я ' ) й Я ' ;

-V Ур _ (2)
я<°) (я)  =  Ж 0)(Я) +  у  I  у 7фи (7 , ю - р ( £ > я (0>( Я ) а я ' ,

*Р

где (Я, Я ' )  (л =  е, р) — функции Грина краевых задач электро­
магнитостатики, удовлетворяющие уравнениям



граничным условиям в бесконечности

Фч(Я,Я')-*-0, — Я '!-*- +  «>
и на идеально проводящей плоскости г =  const

Фе =  d y j d z  =  0.

Соотношения (2) позволяют решить задачу рассеяния ЭЛ)в на 
малых телах. Они полностью эквивалентны общим соотношениям 
(1) в ближней зоне рассеяния.

Интегральные слагаемые в правой части (1) представляют собой
рассеянные поля. Соотношения (1) при R £ Vp образуют систему 
уравнений относительно внутреннего поля включения, а при
R  £ Vp дают правило продолжения поля в область вне включения.

Предположение о постоянстве поля внутри включения, оправдан­
ное ввиду малого размера включения относительно длины волны 
поля, позволяет свести (2) к системе линейных алгебраических 
уравнений. Их решение, выраженное через диады деполяризации
Рг! (Zp), И м еет ВИД

£ ( # )  =  [ ! +  (4 я е (zp))-1 ■ Pe(zp) • ё]"1 ■£„(£„); -
(3,

H (R ) [  1 -H 4jtp(zp)) ^ /V tZ pJ-p] 1-Hn( R p), R £ V P;

P rt(zD) =  — 4лг)(2с)-У £ V'<pr,(R, ~R')dR' | R =  R p. (4)

Здесь R p — радиус-вектор центральной точки включения, Rp =  
=  {r„y Zp). Функции Грина определяющие диады деполяризации, 
находятся методом изображений |5]. В частном случае двухслойной 
среды на идеально проводящей подложке 2 =  0, когда т] (z) =

=  | rill 0 < 2 < 6  (Т .2 =  const), получим при 0 < г ,  1 < Ь

— 4яе!фе (R,  R')  == ф (р, 2 — I) -f Yj (— р)п [ф (р, г — 1 +  2nb) +
П—1

+  ф (р, 2 — S — 2пЬ) — Ф (р, 2 +  I  - f  2пЬ) — ф (р, 2 +  I  — 2пЬ)1 (5) 

при 2, 1,>Ь

— 4яе2фЕ (R, R ' )  =  ф (р, z —  l) —  p\f(p, г +  1 —  2Ь) —

У  ( - РГ  Ф (Р. г +  ^ +  2/гб),
ПявО

где ф(р, г) =  1 /1 /р2 +  г2, Р =  !г — т |, р  =  р ° = 1 .  функ-72 ^ =  ! . -  ■ I, Г —  Т—е1 +  »'а
ЦИИ Фи ( £ , £ ')  имеют СХОДНЫЙ ВИД И не приводятся. Последующие 
расчеты производятся применительно к упомянутой модели слоистой

I Б /МОТЬКА !
2  г,-533 |  X  11 Г  Э  |  17



Таким образом, построение диад деполяризации сводится к вы­
числению вторых производных от ньютоновских потенциалов 
включения во внутренней и внешней области [1]. Д ля принятой 
нами модели включения — однородного шара — они вычисляются 
в явном виде. Компоненты диады деполяризации

Рт, (2 р )  ■= І (РП1 (гр) +  1гРцг ( 2 р ) ,  Г) =  Є, Ц ,

где
 4л |  1 +

=  з "  1 1 —  т |е ;  г ' !  “  Т  \  1 —

п~\

ув =  (а/26)3 {(6/г)3 +  У  ( _  Р)п [I я +  *

2аЕ — 2уе, 0 < г р< Ь ,  
2 т)8, г р >  6 ;

(6)

(7>

+
г

п ~ ~ ь

т)е =  (а/26)3 4е,е
(8Х +  е2)2ь Х < - / » я « + І — р 1 - ї

'» 1

П-
Выражения для Р Р1, Р рг имеют сходный вид. Значения ач> ге, т)8 
учитывают влияние многократных отражений от границ слоя на 
формирование внутреннего поля включения. Диады деполяризации 
в нашем случае являются одноосными — в отличие от ситуации, 
когда включение погружено в безграничную однородную среду [1].<̂ч
Кроме того, элементы матрицы Рп зависят от местоположения шара 
по толщине волновода.

Рассеянное поле в дальней зоне представляем в виде разложе­
ния по распространяющимся волнам ТЕ-, ТМ-поляризаций дискрет­
ной и непрерывной частей спектра:

ЕЛЮ- V V - И )

и . ( Я )  г *
Ы)

Т)=8. И 0

Оно справедливо при х |г  — гр | > 1 ,  (г — гр \^>1

Е ,) (к, 2), 
Н п (х, г).

х /1 / ! г —

—гр |<с! (9). Здесь х =  хл; л = ; х =  йсоз0; & =  60] / е 2р2;

V == х | г — гр |; 0 — спектральный параметр; — наибольший размер 
горизонтального сечения включения. Под внешним знаком суммы 
проводится суммирование по ТЕ-, ТМ-поляризациям собственных
волн. Сумма ^  понимается как обычная сумма по собственным 

е



я/2
значениям 0* дискретной части спектра и интеграл ] с?0 — по не- 

и о
прерывной части спектра. Омические потери в окружающей среде 
отсутствуют, так что всюду в (8) собственное волновое число х 
положительно.

Функции Е п (х, г), Н,  (х, г ) — пространственные гармоники поля, 
отвечающие ТМ-поляризации (г) =  е) и ТЕ-поляризации, (т] =  р),

Р Г  V 1 и , <г- 0)

-я Г  > Т « х * ’',<*.«> -л -  ,7  -■ (10)Г/Ё(х, г) =  —  "дГ(оу-» Н е -± — Е и, г**  р.

Функции Те. „ (г, 0) — собственные функции дискретной и непре­
рывной частей спектра задачи

( Д  +  ^  (г) — к? соз2 0) 4% (г, 0) =  0, | %  (г, 0) | <  оо, (11)

Тц (г, 0) =  54% (г, 0)/5г =  0 на проводящей плоскости 2 =  сопэЕ 
ортогональные в смысле 

+°°
{ «Р, (2, 0) (2 ,0 ')  &/т)г (2) =  N1 (0) бее',
О

б ее '— символ Кронеккера или Дирака.
Величина ^  (х) определяется формулой

Яц (^) =  Ец ( »̂ 2р) Ре 4" (̂ > 2р) ’ Рт» (12)
{ в (Я )£ (Я )< * Я , рт =  { р ( ^ ) .Я ( Л ) й Д  

ур

При исследовании рассеивающих свойств включения в качестве 
главной характеристики удобно использовать полный поток мощно-

“*■ Г — Т ости рассеянного поля ] 3 (п ) в данном направлении п =  ———  через
I г -  Гр I

вертикальное сечение слоистой среды

J s ( n ) =  |  <кР3(Я)-п,

- V  -  (13)
Р 8(Я) =  ^ е В Д )  х Н * , х ( К ) .

для которого из (8) получается представление в виде «суммы» вкладов 
за счет рассеяния в распространяющуюся собственную волну с вол-
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ноеым вектором и =  хп  ТМ-поляризации (г] =  е) или ТЕ-поляриза- 
ции (Г] =  ц):

] 5{п) =  \г —  гр \-1 £  I I  -М «); «М и) =  кос \ коЯ-ц(х)/8л\2. (14)
Г)=Е, Д 0

Методом стационарной фазы из (8) нетрудно получить выраже­
ние для плотности потока энергии рассеянного поля в дальней 
зоне ( £ £ » 1 )  в окружающей волновод среде:

Р 3( Ъ ) = 7 $Рв(п,в);

Р Л  О) =  2  ^ 7л—‘ cos 0
Ц=£. Д

И =  kn  COS0.

Здесь ls — единичный вектор ВДОЛЬ луча, идущего ИЗ ТОЧКИ (гв, Ь)
на верхней границе волновода в точку наблюдения R ( z > b ) \  
0 — угол скольжения этого луча, 0 =  arcsin ((г — b)/L) (0 <  0 ■< я/2);
L  =  [(г — Ьу  +  (г — Гр)2]1/2. Величина P s (п , 0) выступает в качестве 
дополнительной характеристики рассеивающих свойств включения. 

Если на включение из бесконечности набегает собственная волна
дискретного спектра Е  (R ) =  Е л (х0, г) H  (R) =  Н л (х0, z) е1'1'» '' 
ТМ- или ТЕ-поляризации с полным потоком мощности

4 -во

A> =  R e ^  j* Е п(х ,г )  Н^( к ,  z)-n0dz, (16)
о

равным согласно (10) x 0cf8nk0, рассеивающие свойства включения 
удобно характеризовать дифференциальными сечениями рассеяния

<М«о- n)s m \r  —  rp \ J- ^ -  (17); аГц (п0, п,  0) =  L?PS (п, Q)/J0 (18). * 0

Первое из них — дифференциальное сечение рассеяния собственной
волны дискретного спектра с волновым числом х 0 и поляризации т], 
которое равно отношению полных потоков мощности рассеянного
поля в данном направлении п  и падающей волны в направлении 
распространения п0 =  х0/х 0. Представляется оно в виде «суммы» вкла­
дов за счет рассеяния в волну дискретного спектра а чр(х0, х к) и рас­
пространяющуюся волну излучения Оф(хо, 0, ф) с углом скольже­
ния 0:

я/2
° п К >  п) =  Yi  «*) +  j  0, <p)cos0d0]. (19)

“ -е .  Д 0*
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Второе — диаграмма рассеяния—характеризует рассеяние мощности 
в окружающее пространство.

Проинтегрировав (19) по всевозможным азимутальным направле­
ниям рассеяния, получим аналогичное представление для полного

2л
сечения рассеяния 'о^х,,) =  j  dqxr,, (n0, n):

о

Ч  К )  =  о ?  ,, ^  ‘a n&(xo’ (ffT)(x i))> (20)р=е. И

где *0^3 (х0, х*) — полное сечение рассеяния в волну дискретного
спектра с волновым числом щ  и поляризации р, (х0, щ )  =

2л
=   ̂ dcpa^p (х0, х/,); (а ^ (х 0) — полное сечение рассеяния в волны из-

0
лучения обеих поляризаций,

2я я/2

Ц  (х0) =  j  £ cos 0d0 [a^e (х0, 0, ф) +  ст̂ ц (х0, 0, ф)].
о о

Исходя из физического содержания введенных параметров, инте­
гральные рассеивающие свойства включения удобно характеризовать 
безразмерными величинами

Е ч ( Ио) =  1 g ( 4 ( * o ) / 6 ) >  Е ч ( * о )  =  l g ( 4 ( Xo)/b);

rfTiP(*«. =  (хо)> Т̂1 (х о) == *°ri
Верхние из них характеризуют полное сечение рассеяния и сече­
ние рассеяния в волны излучения, нормированные на толщину 
слоя 6, а нижние дают долю полной мощности, рассеянной в выде­
ленную волну дискретного спектра (d^g) и излученной наружу 
из слоя (cQ.

Полученные общие результаты, относящиеся к двухслойной 
среде на проводящей подложке, проиллюстрированы рис. 1—3 
применительно к рассеянию основного мода ТМХ планарного волно­
вода интегральной оптики на малом изотропном и однородном сфе­
рическом включении. Численные расчеты выполнены на ЭВМ. 
В качестве характеристик рассеяния выбраны безразмерные полное 
сечение рассеяния 2* и сечение рассеяния в волны излучения 2 Г-, 
удельные вклады d{ =  deE (х1; хх) мода того же типа, что и падаю­
щий, и волн излучения dr =  dre (хг), а также диаграмма рассея­
ния D (0, ф) =  Og (п0, п, 0). Диэлектрические проницаемости вол­
новода е* и окружающего пространства е2 составляют 2,25 и 1,0; 
магнитная проницаемость равна 1,0. Все величины с размерно­
стью длины (радиус включения а, толщина волновода Ь, длина 
волны в свободном пространстве Я,0, координата гр центра включе­
ния) измеряются в одних и тех же единицах длины, которые кон­
кретизированы лишь в отдельных случаях. Падающая волна рас­
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пространяется вдоль оси абсцисс (п0 — х0). От последней отсчиты­
вается азимутальный угол ф в направлении к точке наблюдения.

На рис. 1, 2 представлены зависимости характеристик рассея­
ния диэлектрического включения от яастоты /  для разных по тол-

о,,

0,5

Рис. 1

50 /50 250 550 450 /,Пи

Рис. 2

щине диэлектрических слоев в случае, когда координата центра 
включения гр =  Ы2 при а — 0,05 мм; &р =  ] Д  Ь =  0,15 мм 
(рис. 1), Ь =  5 мм (рис. 2). Здесь 1 — 2 ,;  2 — йГ\ 3 — £ г; 4 — 
й1. Вследствие интерференционных явлений с изменением частоты

удельный вклад волн излучения колеб- 
^  лется в значительных пределах.

Таким образом, правильно выбирая 
частоты, значительно увеличиваем рас­
сеянную мощность, излучаемую из вол­
новода, что может облегчить обнару­

жу жение включений. На рис. 3 представ­
лены зависимости тех же характерис­
тик рассеяния, что и на рис. 1, 2, от 
диэлектрической проницаемости вклю­
чения ер (а =  0,01, ко =  1, ь =  1,0). 
Цифрами со штрихом и без штриха 

0 отмечены случаи гр =  0,5, гр =  1.5 со­
ответственно. Если диэлектрическая 
проницаемость включения превосходит 
диэлектрическую проницаемость окру­
жающей среды, сечения рассеяния 

включения с увеличением ер возрастают. При приближении
ер снизу к значению диэлектрической проницаемости окру­
жающей среды они уменьшаются, стремясь к нулю, так как 
рассеиватель но существу исчезает.

Анализ картины рассеяния показывает также, что сечения рас­
сеяния монотонно возрастают с увеличением размеров рассеива­
теля. Сечения рассеяния включения вне волновода значительно 
меньше этих же величин для включения в волноводе, что связано

V 2

V"
\ \

-и г  /

77 Г /■

■20

5

Рис. 3
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с экспоненциальным уменьшением возбуждающего поля по мере 
удаления от верхней границы волновода. При этом рассеяние про­
исходит в основном в волны излучения.
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