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ДВА КОНЦЕНТРИЧЕСКИХ СФЕРИЧЕСКИХ СЕГМЕНТА 
В СИММЕТРИЧНОМ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ПОЛЕ

Пусть два концентрических бесконечно тонких идеально прово­
дящих сферических сегмента, имеющих потенциалы фх и ф2, на­
ходятся в аксиально симметричном электростатическом поле, кото­
рое описывается потенциалом ср0. Введем декартову и сферическую 
системы координат, начала которых совместим с центром сфериче­
ских сегментов, а ось Ог сориентируем в направлении оси симметрии 
структуры. В сферической системе координат радиусы внутреннего 
и внешнего сегментов зададим величинами ах и а2 (а^С а2), а урлы 
среза плоскостями, параллельными хОу, — 0Х и 62. Предполагая, 
что источник, поле которого описывается потенциалом ф0, нахо­
дится на оси симметрии структуры на расстоянии г0 от начала коор­
динат, запишем
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где И п, M n, M {n — известные величины.
Требуется найти распределение потенциала источника (1) в присут­
ствии исследуемой структуры.

Для решения применим метод интегрального преобразования 
Абеля [1] — один из вариантов метода частичного обращения опера­
тора задачи {2; 3]. Разделим пространство на три частичных области, 
в каждой из которых отыскиваемые потенциалы представим в виде 
рядов
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ФS’ =  v  b f r- n - \ p n (cos 0), г  >  а2, (5)

’коэффициенты которых принадлежат гильбертовым пространствам 
l[l) (i равно 2, 3, 4, 5), определяемым условием конечности интеграла 
энергии в любой ограниченной области пространства, не содержа­
щей источников поля [41.
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Рассмотрим случай размещения источника внутри малого сег­
мента (r0<  аг). Из граничных условий находим связь между коэф­
фициентами разложений потенциалов (1)—(5):
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где Ип =  «г1 (гй/а^пИпМп\ п равно 0, 1, 2............
и устанавливаем связанные парные сумматорные системы функци­
ональных уравнений первого рода с ядром в виде полиномов Ле­
жандра
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Из них в дальнейшем будем определять неизвестные коэффициенты 
рядов (2)—(5).

Системы (7), (8) имеют неограниченные в i f  операторы. По­
этому классические схемы отыскания решений, применяемые к огра­
ниченным операторам в конечномерных пространствах, здесь не­
пригодны. Регуляризуем системы, использовав алгоритм полного 
обращения оператора электростатической задачи, соответствующей 
одному сферическому сегменту. Для системы (7) такая структура— 
сегмент радиуса ах, а для системы (8) — сегмент радиуса о2.

На первом шаге регуляризации оператора задачи обратим вспо­
могательные интегральные операторы типа Абеля. Для этого в (7),
(8) исключим коэффициенты а(п2>, Ь(пг> с помощью (6) и введем обо­
значения: :
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где е<1) == О((а11а2Уп+х), в{2) =  О{{а-1!а2)п) при п-*-оо.  Подставив
(9) в (7), (8) и воспользовавшись связью

(2п +  1) Рп (*) =  Р'п-1 (х) — Р'п+1 (х)
(штрих обозначает дифференцирование по аргументу), проинте­
грируем по 0 в (7), (8) уравнения, заданные на интервалах 0 <  0 <



< 0 Х и 0 с  0 <  02. Поскольку коэффициенты А п, Вп принадлежат 
одному и тому же гильбертовому пространству 12 и полиномы 
Рп (cos 0) при 0  =  0  и п Ф  0  равны нулю, константы, возникающие 
при интегрировании, равны нулю.

Воспользовавшись интегральными представлениями Мелера— 
Дирихле [5] для полиномов Лежандра, сведем сумматорные уравне­
ния к однородным интегральным уравнениям типа Абеля, имеющим 
единственное тривиальное решение [6 ]. Обратив эти уравнения, 
установим эквивалентные исходным сумматорные функциональные 
уравнения, но уже с ядром в виде элементарных функций, ортого­
нальных на интервале [0, я]. Воспользовавшись этим, а также при­
надлежностью коэффициентов А п, Вп разложений гильбертовому 
пространству /2, полуобратим сумматорные функциональные урав­
нения. В результате установим эквивалентные (7), (8) связанные 
системы линейных алгебраических уравнений второго рода

(Ьп т— символ Кронекера; п, т. равно 0, 1, 2 ...).
При размещении источника в областях аг<  г <  а2 или г >  о2 

решение задачи проводится аналогично и получающиеся при этом 
СЛАУ-П, с точностью до линейных замен, имеют вид (10), (11). 
Таким образом, независимо от места расположения источника, 
к полученным СЛАУ-П могут быть применены единообразные ме­
тоды решения, например, метод редукции или метод последователь­
ных приближений.

Важное достоинство установленных систем, характерное для 
метода интегрального преобразования Абеля в целом, исключитель­
ная простота матричных элементов, вычисление которых сводится 
к вычислению элементарных функций.

Используя асимптотические п ->оо опенки параметров малости 
е£>, е<г2>, нетрудно показать, что матричные операторы систем вполне
непрерывны в соответствующих гильбертовых пространствах 1 )̂- 
Это служит доказательством существования и единственности реше­
ний этих систем, а также обоснованием применимости к решению 
систем метода редукции в широком диапазоне изменения парамет­
ров задачи.

—  6/im + 1 )  а  пт (0 i)  -f- <Pi [SnO —  ОС nO (@l)]'> ( 10)

Bn+Yi (В"г™ -  | )  (0s) =  £  e«  ?2 anm(%) +
4" Ф2 1̂ *0 — &n0 (®g)] 1 ( 11)

* 126



Приведенное решение электростатической задачи относится 
к случаю некоторого обобщенного источника, расположенного на 
оси симметрии структуры и создающего аксиально симметричное 
электростатическое поле. Примером конкретной реализации такого 
источника может служить электростатический диполь, расположен­
ный на оси 0%, момент которого ориентирован вдоль последней, 
либо заряженная круговая петля, ось симметрии которой совпадает 
с осью Ог.

В первом случае коэффициенты разложения потенциала поля 
источника в ряд Фурье имеют вид

Ип =  й  ’ Л*») ~ п> п =  0 > 1* 2 ............ (12)
во втором — И п =  р ( п ) ^  Рп (соэ сс0), М р  =  1, п =  0, 1, 2 . . .  (13)
(в обоих случаях предполагаем, что источник находится на Ог
в области г <  й;). Здесь Р — дипольный момент; — полный 
заряд петли; а 0— полярный угол, характеризующий угловой раз­
мер петли в сферической системе координат; Р (п) =  1, если источ­
ник расположен выше начала координат, Р (п) — (— 1)"+1— источ­
ник ниже начала координат.

Рассмотрим вопрос об экранирующих свойствах * исследуемой 
структуры для двух, указанных источников.

Пусть источник (электростатический диполь или заряженная 
круговая петля) находится внутри малого сегмента (г0<  аг) и вы­
полняются условия: ах<С 01=  62=  0о< 60°; 9 !=  ср2— 0 (14) 
означающие, что структура представляет собой два заземленных 
концентрических сегмента с одинаковыми углами раскрыва и силь­
но отличающимися радиусами. Воспользовавшись быстрой сходи­
мостью метода редукции применительно к СЛАУ-П (10), (11) и ре­
шив связанную систему (второго рода относительно коэффициен­
тов Лп, В0, найдем, что, с точностью до величин порядка ах!аг и 
0®, в случае диполя А 0=  В0~  0, а в случае круговой заряженной 
петли

А — И — 9 90 — 8ш9„
л » “  ° * ~ Ш Г 2

1 +  2 — (0О — з!п 60)«2
Отсюда следует, что при выполнении условий (14) поле электро­

статического диполя экранируется исследуемой структурой лучше, 
чем поле заряженной петли. В последнем случае полная экрани­
ровка наблюдается только при 0О=  0 .
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