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УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ В СИСТЕМЕ УРАВНЕНИЙ 
АКУСТИКИ ДЛЯ НЕОДНОРОДНОЙ ДВИЖУЩЕЙСЯ СРЕДЫ

Создание широкого класса приборов для диагностики веществ и 
материалов базируется на использовании волновых процессов в неод­
нородной среде. Потребность в увеличении объема первичной инфор­
мации приводит к необходимости комплексного использования элек­
тромагнитных и акустических волн. Математический аппарат анали­
за акустических волн имеет множество общих элементов с аппаратом 
анализа электромагнитных волн, но его разработка заметно отстает, 
и при создании систем комплексной диагностики это приходится учи­
тывать.

Система акустических уравнений основана на общих уравнениях 
гидродинамики. В настоящее время дая составления этих систем ис­
пользуется ряд подходов [1 — 6]. Однако они обладают общим свой­
ством: уравнение непрерывности и уравнение движения составляются 
для фиксированного объема, а уравнение состояния__ддя фик­
сированной массы, и такой набор уравнений не является системой,
описывающей один объект. Переход к одному объекту несложен __
для ряда простых задач он делается автоматически в процессе преоб­
разований или его можно осуществить на конечных этапах решения. 
Но в более сложных задачах, к которым относятся и задачи распро­
странения акустических волн в неоднородной движущейся среде, такое 
преобразование необходимо производить вначале. Оно основывается 
на законах сохранения энергии и вещества, которые применяются к 
фиксированном) в пространстве объему с прозрачными ддя  
перемещения вещества и энергии стенками. Использование иных за­
конов сохранения менее удобно, поскольку для преобразований 
требуется связь величин, а ее наиболее просто осуществить с исполь­
зованием энергетических характеристик. В данной работе рассматри­
вается вывод уравнения состояния для объема, фиксированного отно­
сительно координатной системы. Полный вывод этого уравнения в 
совокупности с остальными представлен в [7].

Внутренняя энергия Е( некоторой массы газа т равна [В]

Е; (I)
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где г — число степеней свободы у молекул газа; ц, — молекулярная 
масса газа; Л — универсальная газовая постоянная; Т — абсолютная 
температура; р  — давление; V — объем.

Плотность внутренней энергии

в/ = 11П1 - у  . (2)
к-»о V

Согласно (1)

В общем случае, например, для газовой смеси значение г не обя­
зательно целочисленное; более того, оно может изменяться в 
пространстве и времени, но далее рассматривается газ, однородный 
по химическому составу.

Существует ряд механизмов, приводящих к изменению вну­
тренней энергии газа. Наиболее важными из них являются следующие 
четыре: 1) перетекание энергии через границу; 2) воздействие внешних 
источников теплоты; 3) работа внешних источников массы, которые 
сообщают генерируемой массе некоторую энергию; 4) изменение объ­
ема вещества при совершении им работы против внешних сил давле­
ния.

Первый механизм в дифференциальной форме можно выразить 
на основании теоремы Остроградского:

где V — скорость движения среды.
При отсутствии иных причин второй механизм приводит к изме­

нению внутренней энергии, которое составляет

где qi — удельная мощность внешних источников теплоты.
Источник массы создает поток нового вещества, которое имеет 

температуру, отличную от абсолютного нуля, т. е. источник массы 
сообщает вновь вводимому веществу некоторую внутреннюю 
энергию. Плотность и давление вновь вносимого вещества могут быть 
любыми, для определенности можно ограничиться случаем равенства 
этих величин у источника и потока. Кроме генерации массы с неко­
торой внутренней энергией, этот источник дополнительно совершает 
работу по вытеснению некоторой массы из рассматриваемого объема. 
При сделанном выше предположении о равенстве значений удельная

(3)

ое,- +  сЦу(е;  V) = 0 ,
аг

(4)
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мощность, отдаваемая источником для поддержания этого процесса, 
равна отношению рО ,(р , где О  — ■ удельная производительность 
источника вещества; р — плотность. На основании (I) и (3) полное 
изменение внутренней энерг ии газа за счет третьего механизма соста­
вит:

де, і О рОр + і — . (6)
а  2 р р

Четвертый механизм требует детального анализа. Работа, со­
вершаемая газом, традиционно определяется для фиксированной его 
массы. Необходимо сформулировать вывод для фиксированного объ­
ема, оіраниченного стенками, через которые газ может свободно 
перетекать. Работу А  фиксированного объема газа можно определить 
через массу газа, которая была перемещена за его пределы. Тогда 
изменение массы газа, отнесенное к его плотности, является эквива­
лентом изменения объема для фиксированной массы. Запишем 
сразу эт*> соотношение дая производных по времени:

аА
дг ~ р дг ’

Отметим, что р здесь считается постоянным. Изменение массы
в объеме V  на основании формулы Остроградского можно выразить 
так:

= р \ ) д У . (8)

Подставив это выражение в (7) и перейдя к пределу по объему, 
для производной от удельного значения работы а , которая совершена 
газом, получим:

—  = рсііуу . (9)
ді

Собрав в правой части слагаемые, соответствующие 
рассмотренным выше механизмам, получим уравнение сохранения 
в виде:
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дв: ,. , _  _ i Q Op -^- + div(ei v) = qi - p d i v v + -  — p + —  
d t 2 p p

(10)

Подставив в это выражение (3) и умножив полученное равенство 
на 2//, после несложных преобразований запишем:

dp i +  2 j  ч 2 / + 2 Q—- н------- p d iv v  + (v g r a d р ) = —q; + ----------р  . (11)
ot i i i р

Использовав уравнение непрерывности, выразим divv :

d ivv =  — -  ——  -  — (v g r a d p) . (12)
p p dt p

Подставив (12) в (11) и заменив (/’ + 2 )// на у — адиабатиче­
скую постоянную, после преобразований получим уравнение состоя­
ния для элементарного объема в подвижной неоднородной газовой 
среде:

+ (v gradp) -  — (v g rad p) = - — —q( . (13)
d t yp d t yp yp i

Уравнение (13) совместно с уравнением непрерывности и 
уравнением движения составляют полную систему для описания ди­
намических процессов в идеальном г азе. Причем в данном случае все 
уравнения записаны в единой системе координат, не зависящей от 
скорости потока.

Дальнейший вывод уравнений акустики представляет собой 
традиционную линеаризацию для малых возмущений. В отличие от 
выводов, известных ранее, в данном случае для получения уравнений 
распространения акустических волн в условиях движущейся неод­
нородной среды нет необходимости производить переходы между сис­
темами координат. Необходимо только использовать обычные 
предположения: акустические волны не изменяют параметров основ­
ного потока; при возбуждении в движущейся среде акустических волн 
ее характеристики определяются суммой параметров исходного пото­
ка и поля акустических волн. Параметры исходного потока обозначим 
через индекс 0 , поля акустических волн — через индекс S , тогда:

172



Р =  Ро +  Рг ; V =  У0 +  ^ ; р =  р „ +  Рх ■ (14)

Аналогичные обозначения введем дои источников массы, тепло­
ты и внешних сил. Действие источников массы и внешних сил подроб­
но рассмотрено в [7], где для вещества и кинетической энергии приме­
няется подход, аналогичный представленному выше. Ввиду малости 
возмущения, вносимого акустическими волнами, обычно 
предполагают, что они не влияют на основной поток, и для него сис­
тема уравнений удовлетворяется всегда. Подставив (14) в исходные 
уравнения и исключив слагаемые, относящиеся к основному потоку, и 
слагаемые второго и более высоких порядков малости, получим:

Необходимо напомнить, что при выводе уравнения состояния 
использовались следующие предположения: источник массы ге­
нерирует вещество, которое обладает нулевой скоростью; его тем­
пература равна температуре потока; химический состав газа постоян­
ный. Данной системы достаточно для описания широкого круга 
практических задач, но представленный в [7] подход позволяет полу­
чить и более общие уравнения.

В качестве примеров, вытекающих из системы (15), рассмотрим 
два частных, но практически важных случая. Первый — случай не­
подвижной неоднородной среды. Вычтем из первого уравнения третье, 
тогда:

(15)

Р*.
1Ро

[(Уо8га< ір*)+ (у і 8 га е ір 0)  ] =
1р0 I
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—  % - + р0Луг, = 0 ,  + 
УРо &

д^, -
\ Р о ~  +  8 га с 1 Р* = />•01

Хро г
2
т Я/,

(16)

Данная система полностью соответствует уравнениям в невоз­
мущенной среде, неоднородность среды выражается только в непосто­
янстве ее параметров по пространству. Ранее уравнения системы для 
этого случая включали слагаемые, с о д е р ж а щ и е  градиенты параметров 
среды. Правая часть первого зравнения показывает, что действие ис­
точников массы и теплоты при формировании акустических волн 
полностью эквивалентно. Это соответствует случаю, когда параметры 
среды для заданной точки пространства считаются постоянными.

Далее рассмотрим случай стационарного бездивергентного по­
тока однородного газа, в котором возбуждаются акустические волны 
с длиной волны значительно меньшей, чем характерные размеры ос­
новного потока. При этих предположениях система (15) также может 
быть сведена к системе двух уравнений

Ро Ф, -+ р0с11У +
УРо 

Ро

УРо
т&;

д\’ -  О.̂ <0- г -  + Р0( ^ | / ,  + -  ——
дг. 2

УРо I (17)

Ранее третье слагаемое в первом уравнении имело вид ска­
лярного произведения скорости потока и градиента изменения плот­
ности, причем для исключения приращения плотности еще раз исполь­
зовали уравнение состояния, что не вполне корректно. Здесь это сла­
гаемое получено путем прямых преобразований.
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