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О  СВОЙСТВАХ  ДЕСКРИПТОРНЫХ
НЕЙРОННЫХ  СЕТЕЙ

РУТКАС А.А.

Конструируется дескрипторная нейронная сеть как опре-
деленная комбинация динамических и статических ней-
ронов. Ее функционирование описывается системой
разностных и чисто алгебраических уравнений, как в
случае дескрипторных систем управления. Исследуются
условия разрешимости системы, в частности, находятся
необходимые ограничения на вектор входных сигналов
сети. Подробно рассматривается дескрипторная сеть с
линейными активационными функциями нейронов.

1. Введение
 Динамические системы с дискретным временем как
математические модели инженерных объектов и есте-
ственных процессов могут содержать одновременно
с разностными уравнениями еще и чисто алгебраи-
ческие, статические уравнения связей между динами-
ческими переменными в один и тот же момент време-
ни. В качестве лишь нескольких примеров можно
указать макроэкономическую динамическую модель
Леонтьева в дискретной форме [1], математические
модели биологии и физики [2], вычислительные схе-
мы решения дифференциально-алгебраических урав-
нений (ДАЕS)[3,4], неявные и вырожденные дискрет-
ные динамические системы [5] и др.

 Здесь рассматривается простейший класс разностно-
алгебраических систем, допускающих преобразова-
ние к следующему виду:
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Уравнения подсистемы (1) являются разностными
уравнениями первого порядка, остальные )mn(  урав-
нений в подсистеме (2) – чисто алгебраическими,
связывающими переменные )k(x),...,k(x n1  в один и
тот же момент времени k . Числовые значения jiw ,

)k(j  и функции одной переменной )u(j  считаются
заданными ,...)2,1,0k;n,...,1i,j( .

Мы покажем, что уравнения (1), (2) описывают
динамику искусственной дискретной нейронной сети
с m  динамическими нейронами типа Хопфилда [6,7]
и )mn(  статическими нейронами Маккалоха-Пит-
тса [8,9]. Будем называть такую комбинированную
ИНС дескрипторной, по аналогии с терминологией
теории управления, где дескрипторными называются
системы управления с дифференциально-алгебраи-
ческими уравнениями состояний [10,11]. Дескрип-
торная ИНС имеет ряд свойств, которые не реализу-
ются в чисто динамических или в чисто статических
сетях. Изучение этих «дескрипторных» свойств пред-
ставляет интерес для теории ИНС и для приложений
этой теории к анализу объектов и процессов, в
математических моделях которых комбинируются
разностные (динамические) и алгебраические (ста-
тические) уравнения.

2. Модельная дескрипторная ИНС с двумя
нейронами
 Сеть, изображенная на рис. 1, содержит один динами-
ческий нейрон с активационной функцией 1  и один
статический нейрон с активационной функцией 2 .
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Рис. 1. Дескрипторная сеть с динамическим и статичес-
ким нейронами

В момент времени k на вход сети подается два сигнала
)k(x),k(x 21 , выходы )k(y),1k(y 21  отвечают раз-

ным моментам времени k),1k(  соответственно и
вычисляются по формулам

))k()k(xw)k(xw()1k(y 121211111 ,   (3)

))k()k(xw)k(xw()k(y 222212122 .    (4)

Для получения входных сигналов в момент )1k(

)1k(y)1k(x),1k(y)1k(x 2211

следует воспользоваться динамическим уравнением
(3) и статическим уравнением (4) в следующий мо-
мент )1k( :

))k()k(xw)k(xw()1k(x 121211111 ,   (5)
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)1k(xw)1k(xw()1k(x
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Предположим, соотношение (6) можно разрешить
явно относительно переменной )1k(x2 :

)]1k(),1k(x[F)1k(x 212 .          (7)

Тогда путем подстановки правой части (5) вместо
)1k(x1  в (7) можно получить выход

)1k(x)1k(y 22  как функцию от  входов

)k(x),k(x 21 , смещения )k(1  в момент k  и смещения

)1k(2  в следующий момент )1k( :
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Естественно, что наличие динамического и статичес-
кого нейронов в сети предопределяет использование
сигналов смещения )k(1  и )1k(2  в разные момен-
ты времени для получения полного выходного состо-
яния )1k(y),1k(y 21  в момент 1k .

Подставляя правую часть (5) в (6) вместо )1k(x1 ,
получаем функциональное уравнение относительно

)1k(x2 :

)}1k()1k(xw)]k()k(xw
)k(xw[w{)),1k(x()1k(x

22221212

111121222
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Функция (8) может быть найдена непосредственно
(без использования функции F  (7)) из соотношения
(9). Возможность получить единственное явное реше-
ние )1k(x2  уравнения (9) предполагает определен-
ные согласования между параметрами сети – синапти-
ческими весами ikw , активационными функциями

k  и сигналами смещения )k(1 , )1k(2 . В частно-
сти, подходящими являются такие условия согласо-
вания, которые обеспечивают сжимаемость отобра-
жения (9) как функции от переменной )1k(x2  в
нетривиальной замкнутой ограниченной области зна-
чений этой переменной.

3. Ограничения на входные векторы,
распознаваемые дескрипторной ИНС

Равенство входа )k(x2  и выхода )k(y2 (4) в статичес-
ком нейроне порождает на функциональной схеме
рис.1 цикл, содержащий блок отождествления  .

Это означает, что входные сигналы )k(x1 , )k(x2  не

могут выбираться произвольно на любом k -м шаге
(итерации), а должны удовлетворять соотношению,
вытекающему из уравнения (4):

,...2,1,0k
)],k()k(xw)k(xw[)k(x 222212122

   (10)

Следовательно, вектор tr
21 ))k(x),k(x()k(x воспри-

нимается или распознается дескрипторной ней-
ронной сетью (см. рис.1) в том случае, когда он
принадлежит определенному одномерному многооб-
разию k  в двухмерном пространстве входов

1dim,X k
2R . В частности, допустимые вход-



24 РИ, 2008, № 3

ные векторы )0(x  начального шага 0k  должны при-
надлежать одномерному начальному многообразию

}0x
)]0(xwxw[:)x;x{(

2

22221212
tr

210 (11)

 Приведем достаточные условия разрешимости фун-
кционального уравнения (10) относительно )k(x2 ,
которые позволяют указать конструктивное правило
построения отображений F  (7),  (8).

 Теорема. Пусть для каждого ,...2,1,0k , каждо-
го x  из открытого множества )( R  и каждого y

из сегмента 21 yyy  активационная функция
)u(2  непрерывно дифференцируема при всех соот-

ветствующих значениях своего аргумента
)k(ywxw)k,y,x(uu 22221 . Предполо-

жим, для каждого фиксированного k  функция

1w
du

)u(d)u(g 22
2  отлична от нуля и не меняет

свой знак в области ]}y,y[)y,x{( 21  , а на
концах сегмента ]y,y[ 21  одновременно для всех
x  выполнено знаковое условие

0]y
))k,y,x(u([Sgn]y))k,y,x(u([Sgn

2

22112
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Тогда при фиксированном k  и заданном смещении
)k(2  для каждого значения 1x  существует един-

ственное ]y,y[)k(x 212 , такое что равенство (10)
выполняется, а соответствующая явная функция

)x(f)k(x 1k2  непрерывна и дифференцируема по
1x . Размерность многообразия k  соответствующих

векторов tr
21 ))k(x,x(  равна 1dim .

Дока з ат е ль ст в о .  Функция

y)]k(ywxw[)y,x( 222212k

имеет непрерывные частные производные по x  и y .

Производная 1w
du

d
y

)y,x(
22

2k  всюду в обла-

сти ]y,y[ 21 отлична от нуля и сохраняет знак, так

что по переменной ]y,y[y 21 функция )y,x(k  явля-
ется строго монотонной. Вследствие (12)

)y,x(Sgn)y,x(Sgn 2k1k , так что по теореме о
промежуточных значениях непрерывной функции
существует нуль у функции )y,x(k  и при каждом
фиксированном x  он является единственным нулем
на интервале )y,y()x(yy,0)y,x(:)y,y( 21k21 .
Таким образом, глобально на области  определена
функция нулей ]y,y[:)x(fy 21k  такая, что

x,0))x(f,x( kk . Из локальной теоремы о не-

явной функции следует, что явная функция )x(fy k
непрерывна и дифференцируема. Соотношение (10)
удовлетворяется для каждой пары точек

11k211 x),x(f)k(x;x)k(x . Теорема доказана.

4. Предельные режимы функционирования
дескрипторной нейронной сети

Для каждого входного сигнала ix  существует такой
интервал его «малых» значений, что после синапти-
ческого усиления ijixw  он все же не преодолевает

порога чувствительности j -го нейрона и потому не

воспринимается j -м нейроном. При большом разбро-

се значений синаптических весов jiw  входной сиг-

нал ix  может не восприниматься j -м нейроном, но

восприниматься другим, k -м нейроном. Отметим три
таких предельных режима в дескрипторной сети
(см.рис.1).

I. Режим автономного функционирования динами-
ческой и статической составляющих.
Если в уравнениях (1), (2) величины

)k(xw),k(xw 212121  малы, то заменяя их нулями, по-
лучаем несвязанные уравнения

))k()k(xw()k(y
));k()k(xw()1k(y

222222

111111

динамического и статического нейронов.

II. Режим относительно слабой собственной си-
наптической связи в статическом нейроне.

Пусть влияние собственного сигнала )k(xw 222  в
статическом нейроне не ощущается по сравнению с
влиянием )k(xw 121  со стороны динамического ней-
рона. В частности, это верно при любых входах, если

0w22 . Тогда необходимость решения неявного
функционального уравнения (6) относительно

)1(2 kx  отпадает, использование достаточных ус-
ловий типа теоремы также излишне. Из (5), (6) с
учетом 0)1k(xw 222  получаем явное выражение
для отображения (8):

)}1k()]k(
)k(xw)k(xw[w{)1k(x

21

21211112122
(13)

III. Режим активационной компенсации собствен-
ного синаптического усиления в статическом ней-
роне.
Рассматривается дескрипторная сеть (см.рис.1), в
которой активационная функция статического нейро-
на имеет вид

)u(bu
w

1)u( 222
22

22 ,          (14)
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где нелинейная часть )u( 2  мала в рабочем диапазоне

изменения внутреннего сигнала 2u , а скорость изме-
нения линейной части является постоянной, обратной
к синаптическому весу 22w . Подстановка в (6) акти-

вационной функции )u( 22  вида (14) с внутренним
сигналом

)1k(
)1k(xw)1k(xw)1k(uu

2

22212122
(15)

приводит к соотношению

).u(wbw)1k()1k(xw 2222222121 (16)

После исключения )1k(x1  в (16) и (5) мы получаем

0))1k(u(wbw)]k(
)k(xw)k(xw[w)1k(

2222221

2121111212
. (17)

Отбрасывая малую нелинейность ))1k(u( 2 , в каче-
стве главного линейного приближения получаем пра-
вило упреждающего выбора смещения )1k(2  на
статическом нейроне:

2221

2121111212
bw)]k(

)k(xw)k(xw[w)1k(
 (18)

Правило (18) есть условие корректного функциони-
рования дескрипторной сети (см. рис.1) в режиме
активационной компенсации (14) собственного си-
наптического усиления 22w  в статическом нейроне.

Замечание. Рассмотренный режим «компенсации»
является исключительным в том смысле, что он пара-
метрически неустойчив. Действительно малое возму-

щение 
2222 w
1

w
1

 линейной части в (14) меня-

ет соотношение (16) на равенство

.0))1k(u(
b)]k()k(xw)k(xw[w

w
1)1k(

w
1)1k(xw

2

21212111121

22
2

22
222

Пренебрегая величиной )u( 2 , мы вместо упреждаю-

щего значения )1k(2  получаем формулу для на-

хождения )1k(x2  при произвольном задании сме-

щения )1k(2 .

5. Линейная дескрипторная ИНС
В случае линейных активационных функций нейронов

kkk bua)u(  уравнения (5), (6) имеют вид

1121211111 b)]k()k(xw)k(xw[a)1k(x ,(19)

222

12122222
b)1k(a

)1k(xwa)1k(x)wa1(
(20)

Кроме самостоятельного значения, исследование ли-
нейных дескрипторных сетей представляет интерес
для качественной оценки эволюции нелинейных дес-
крипторных сетей, у которых активационные функции
нейронов имеют участки линейности или участки
удовлетворительной линейной аппроксимации.

Исключительный режим компенсации синаптическо-
го усиления 22w  и активации 2  реализуется, если

1wa 222 . В этом случае упреждающее значение

смещения )1k(2  единственным образом вычисля-
ется по формуле

.bwbw)]k(
)k(xw)k(xw[wa)1k(

2221211

2121112112
    (21)

 В нормальном, параметрически устойчивом режиме
функционирования дескрипторной нейронной сети,
когда 1wa 222 , из (19), (20) находим

)}1k(abbwa)]k()k(xw
)k(xw[awa{)wa1()1k(x

22212121212

1111212
1

2222 (22)

Равенства (19), (22) определяют отображение рекур-
сии

.))k(x),k(x()k(x),1k(x)k(x:S tr
21k  (23)

Если смещения 21,  не зависят  от k , то отображе-

ние SSk  также не зависит от k , а в однородном

случае нулевых смещений 0)k(j  и 0b j  отобра-
жение S  линейно и имеет матричную форму

222

212

1211

1211
1 wa1

war,
wrwr

ww
aŜ .     (24)

Многообразие )}k(x{k  допустимых входных век-
торов, распознаваемых дескрипторной ИНС и удов-
летворяющих соотношению (10), в данном случае
определяется как

}b)k(a
)k(xwa)k(x)wa1(:)k(x{

222

12122222k
 (25)

Формально отображение рекурсии kS (23) можно
применять к любым векторам 2x R , однако только
векторы )()k(x 2

k R  образуют распознаваемые
входы k -й итерации, а отображение kS  переводит их
в допустимые входы )1k( -й итерации:

,...2,1,0k,)(S 1kkk            (26)

Этот факт следует из равенства (20). Учитывая (26), с
помощью суперпозиции отображений jS  можно по-
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лучать распознаваемые векторы входов )k(x  и стро-
ить многообразие k , исходя из допустимых началь-
ных векторов )0(x  и начального многообразия 0  на
нулевом шаге 0k :

)(S...SS
;))0(x(S...SS)k(x

002k1kk

02k1k

.           (27)

При этом начальное многообразие 0  описывается в
виде

}x,]b)0(axwa[
)wa1(x:)x,x()0(x{

12221212

1
2222

tr
210

R .  (28)

В частности, если 0b)0( 22 , то начальное много-
образие })r,1{(spanˆ tr

0  есть одномерное линейное
подпространство в 2R , а вследствие структуры ре-
курсивного отображения Ŝ (24) оно отображает 0

ˆ
на 0

ˆ . В этом случае все реализуемые векторы
входов-выходов )k(x  лежат в начальном многообра-
зии 0

ˆ  и 0k
ˆˆ  для всех k .

6. Дескрипторная ИНС с произвольным числом
нейронов
 В общем случае разностно-алгебраическая система
(1), (2) описывает дескрипторную нейронную сеть с
m  динамическими и )mn(  статическими нейрона-
ми. Принципиальная логическая схема этой сети пред-
ставлена на рис.2, где входные состояния )k(x j  в k -
й момент времени сгруппированы в векторы

.
)k(x
)k(x

)k(x;
)k(x

:
)k(x

)k(x;
)k(x

:
)k(x

)k(x
C

D
CD

n

1m

m

1

Здесь и далее индексом D  помечаются векторы
переменных или параметров, отвечающих динами-
ческим нейронам, индексом C  – статическим нейро-
нам. В частности, внутренние состояния нейронов ju

на k -м шаге объединяются в два вектора:

.m,...,1j,)k()k(xw)1k(u

,))1k(u),...,1k(u()1k(u
n

1i
jijij

tr
m1D

.n,...,1mj,)k()k(xw)k(u

,))k(u),...,k(u()k(u
n

1i
jijij

tr
n1mC

С помощью nm -матрицы D  и n)mn( -матрицы
C : ]E;0[C,]0;E[D mnm  матрица синаптичес-
ких весов )nn(W  разбивается на четыре блока соот-
ветствующих размерностей, присутствующих на блок-
схеме рис.2:

.:
CWC|CWD

DWC|DWD
W mnmmnm

**

**

RRRR

Рис. 2. Блочная схема дескрипторной сети с m  динами-
ческими и )mn(  статическими нейронами
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Тогда уравнения (1), (2) записываются в векторной
форме:

)]k()k(DWx[)1k(x DDD  ,         (29)

)]k()k(CWx[)k(x CCC .            (30)

Статическое уравнение (30) связи между входными
сигналами )k(x j  перепишем детальнее для )1k( -го
шага:

)]1k()1k(xCWC

)1k(xCWD[)1k(x

CC

DCC

*

*

.         (31)

Пусть уравнение (31) разрешимо относительно векто-
ра )1k(xC :
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)}1k()],k()k(xDW[{F
)}1k(),1k(x{F)1k(x

CDD

CDC

.      (32)

Функция F  явно выражает статическую векторную
компоненту )1k(xC  через динамическую )1k(xD

и смещение )1k(C , что отражено на блок-схеме
дескрипторной сети рис.2 пунктирным блоком F .

Соотношения (29), (32) определяют отображение ре-
курсии (ср.(23))

))1k(),k((SS;
)1k(x
)1k(x

)k(x:S CD
C

D
kkk . (33)

Распознаваемые сетью на k -м шаге входные векторы
)k(x)k(x)k(x CD  образуют в nR  многообразие

)]}.k()k(xCWC

)k(xCWD[)k(x:)k(x{

CC

DCC

*

*
k

В случае линейных активационных функций нейронов
kkkkk bua)u(  примем обозначения векторов и

матриц:

n
1jj

n

1
}a{diaga,
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u;bua)u(
C
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Уравнения (1), (2) имеют векторную форму:

.bC)]k(
)k(xCWC)k(xCWD[CAC)k(x

Db)k(DAD)k(xDWDAD)1k(x

C

CDC

DD

***

** ,

  (34)

Из последнего уравнения можно выразить )k(xC  че-
рез )k(xD :

,CWCCACEV

},bC)]k()k(xCWD[CAC{V)k(x
**

**1

C

CDC

если 0Vdet . Отсюда входы статических нейронов
)1k(xC  на )1k( -м шаге образуют вектор

}.Cb)1k(CAC]Db)k(DAD

)k(xDWDAD[CWDCAC{V)1k(x

CD

C

**

***1

 (35)

Отображение рекурсии (33) задается равенствами
(34), (35), а в однородном случае

)k,j,0)k(,0b( jj  оно не зависит от k  и принима-
ет форму блочной матрицы:

.
)1k(x
)1k(x

)k(x:
DWDADCWDCACV

DWDADŜ
C

D
***1

*

В последней ситуации многообразие распознаваемых
сетью входных векторов одинаково для всех шагов

,...)2,1,0k( , является линейным подпространством
ˆ  в nR :

.ˆdim

},,*:{ˆ *1

m

xxCWDCACVxxx m
DDCCD R

7. Выводы
 Рассмотрена искусственная нейронная сеть, сконст-
руированная из динамических нейронов типа Хоп-
филда и статических нейронов типа Маккалоха-Пит-
тса. Функционирование сети описано разностными и
алгебраическими уравнениями, векторная форма ко-
торых содержит вырожденную матрицу при полном
векторе разностей. Подобные уравнения встречаются
в дескрипторных системах управления, в связи с чем
указанная нейронная сеть названа дескрипторной.
Изучены особенности нейронной сети, обусловлен-
ные ее дескрипторностью – комбинированием дина-
мических и статических нейронов. В частности, не
всякий набор входных сигналов (входной вектор)
распознается сетью. Исследованы многообразия до-
пустимых входных векторов, их зависимость от сме-
щений и активационных функций нейронов, от конст-
рукции сети. Описано три предельных режима функ-
ционирования дескрипторной нейронной сети, опре-
деляемых специальными выборами синаптических
весов либо активационных функций нейронов. Пред-
ложенные нейросетевые модели могут применяться
для анализа и синтеза физических и вычислительных
систем, описываемых неявными разностными и ал-
гебраическими уравнениями.
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