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This paper presents, which describes a problem of mathematical design of 
phase transformations. The main point of the paper is about transformation the 
solid body in a liquid. For the modeling of this process the classic model of Ste-
phen is used. The problem is solved by using the Galerkin method. Also, some 
examples of using Stephen model in daily life are designated. 

 
К необходимости решения задачи Стефана часто приходят при теоре-

тическом моделировании процессов тепло-массопереноса, сопровождаю-
щихся изменением агрегатного состояния среды, в первую очередь ее 
плавлением или затвердеванием [1]. 

Рассмотрим основные подходы к решению задач типа Стефана с вы-
делением границы фазового перехода на примере простейшей одномерной 
однофазной задачи Стефана. Рассмотрим отрезок (0, )l  , который точ-

кой ( )x t   (граница фазового перехода), (0) 0   разбивается на две по-

добласти: 

 ( ) { | 0 ( )}t x x t     , 

 ( ) { | ( ) }t x t x l     . 

Будем считать температуру фазового перехода равной нулю *( 0)u  , 

поэтому в твердой фазе, которая занимает область  , положим ( , ) 0u x t  , 

а в жидкой (область  ) – ( , ) 0u x t  . Для определения температуры в 

жидкой фазе рассматривается уравнение теплопроводности (однородная 
среда) 

 
2

1
2

0
u u

t x
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а для определения температуры в твердой фазе рассматривается уравнение 
теплопроводности вида (однородная среда) 
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,     ( )x t ,     ( )t t l   . (2) 

Дополним уравнение (1) начальным условием: 
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Пусть левый и правый концы поддерживаются при заданной темпера-
турах: 



 1 0 cx
u u


 ,    2 0x l

u u

 , (4) 

На границе фазового перехода выполнены следующие условия: 

 1 20 0x x
u u
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. (5) 

Постоянная   связана с энтальпией фазового перехода. 

Для решения данной задачи был применен метод Галёркина [3]. 
Сделаем в задаче (1) – (5) замену 

 ( , ) ( , ) ( , )u x t x t v x t   , 

где ( , )v x t  – новая неизвестная функция; ( , )x t  – функция, удовлетворяю-

щая условиям 
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Согласно методу Галеркина решение задачи будем искать в виде 
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где ( )kc t , 1, ...,k n   , – неизвестные функции; ( , )k x t , 1, ...,k n   , – коор-

динатные функции. Функции 1( ), ..., ( )nc t c t   найдем из условия ортогональ-

ности невязки функциям 1( , ), ..., ( , )nx t x t   : 
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   ,  1, ...,j n   , (8) 

Начальные условия 0(0)k kc c , 1, ...,k n   , для системы (8) получим, 

решив систему линейных алгебраических уравнений 
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где обозначено  
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    ,  , 1, ...,k j n   . 
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