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6. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäó-

þùèå èñõîäíûå äàííûå: w=20; νw
0 =0,08; νl

0=0,05;
m=6; n=7; R1=3; R2=4,1; R3=2,7; R4=3,7; R5=2,2;

R6=1,8; R7=2; νx1
0 0 09= , ; νx2

0 01= , ; νx3
0 0 05= , ;

νx4
0 012= , ; νx5

0 0 01= , ; νx6
0 0 02= , ; νx7

0 0 03= , ;

νy1
0 0 03= , ; νy2

0 014= , ; νy3
0 0 06= , ; νy4

0 0 07= , ;

νy5
0 0 04= , ; νy6

0 0 05= , ; νy7
0 0 05= , .

Ïðèìåíÿÿ ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èçëî-
æåííûé âûøå ìåòîä, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò: òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (20), (21) ðàâíî: l =10,8577.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ, òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ èäåàëèçèðîâàí-
íîãî ñëó÷àÿ ðàâíî: l0=10,503, à òî÷íûå íèæíÿÿ è
âåðõíÿÿ îöåíêè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (20),
(21) ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî: l-= 9,657, l+=11,1442.
Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî l-< l0<l< l+, ïðè÷åì ïðåä-
ëîæåííûé â ðàáîòå àëãîðèòì ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü
âåðõíþþ îöåíêó l+ íà 0,0965.
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Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ìåðû ôîêóñèðîâêè, áàçèñà ôîêó-
ñèðîâêè è áàçèñà ñòàáèëèçàöèè. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû èõ
ïðèìåíåíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ,
êîòîðûå ìîãóò áûòü îïèñàíû ñèñòåìàìè óðàâíåíèé
Êîëìîãîðîâà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïðîöåññàìè ôî-
êóñèðîâêè è ñòàáèëèçàöèè  [1—4]. Ôîêóñèðîâêà è
ñòàáèëèçàöèÿ èìåþò ìåñòî â ñèñòåìàõ,ýâîëþöèÿ
êîòîðûõ ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ìàðêîâñêèõ
ïðîöåññîâ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è êîíå÷íûì
÷èñëîì ñîñòîÿíèé. ßâëåíèÿ ôîêóñèðîâêè è ñòàáèëè-
çàöèè ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ âîçäåé-
ñòâèÿõ íà ïðîöåññ åãî îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè
(âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé, ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè è
äð.) ñ èçìåíåíèåì âðåìåíè âñå ìåíåå îòëè÷àþòñÿ îò
íàïåðåä çàäàíûõ çíà÷åíèé. Ýòè âîçäåéñòâèÿ ìîæíî
âûáðàòü òàê, ÷òî ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íåîáõîäèìûé
äëÿ ôîêóñèðîâêè è ñòàáèëèçàöèè, ìîæíî ñäåëàòü
ñêîëü óãîäíî ìàëûì. Â ñòàòüå îñíîâíîå âíèìàíèå
óäåëåíî èìåííî ýòîìó ñëó÷àþ. Îáùèé ñëó÷àé, êîãäà
âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ôîêóñèðîâêè è ñòàáèëèçà-
öèè, ïðîèçâîëüíî, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Â [1,2] ïîêàçàíî, ÷òî ôîêóñèðîâêà â òî÷êå t0

ìîæåò èìåòü ìåñòî, åñëè ýëåìåíòû λ i j t( )  èíôèíè-

òåçèìàëüíîé ìàòðèöû Λ( )t  (âñå èëè èõ ÷àñòü) ïðè t t0↑
áûñòðî âîçðàñòàþò. Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì â òî÷-

êå t0  ðàçðûâû ôóíêöèé λi j t( )   äîëæíû áûòü íåèí-
òåãðèðóåìû (ñëó÷àé òî÷íîé ôîêóñèðîâêè) èëè ïî÷òè
íåèíòåãðèðóåìû (ñëó÷àé s-ôîêóñèðîâêè). Åñëè êðî-
ìå ýòîãî âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå óñëîâèÿ (ñì. [2,4]),

òî ïðè t t0↑ :
à) äëÿ ñëó÷àÿ òî÷íîé ôîêóñèðîâêè

P S tj 0( , ) → π j ;                     (1)
á) äëÿ ñëó÷àÿ s-ôîêóñèðîâêè

lim P S t

lim P S t - , + ).    
t t0

j 0

t t0
j 0 j

↑

↑

∈ − +

∈

( , ) ( , ),

( , ) (

π σ π σ

π σ π σ

j j

j          (2)

Çäåñü èíäåêñîì j íóìåðóþòñÿ ñîñòîÿíèÿ π j >0,

π j
j

=∑ 1, (1) è (2) äîëæíû âûïîëíÿòñÿ äëÿ âñåõ

ñîñòîÿíèé; âåëè÷èíà s â (2) ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ

ïî âñåì ~σ , äëÿ êîòîðûõ óñëîâèÿ (2) èìåþò ìåñòî.
Ñëó÷àé òî÷íîé ôîêóñèðîâêè ñâÿçàí ñ áåñêîíå÷íûìè
ýíåðãîçàòðàòàìè è ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé èäåàëèçàöè-
åé, ïîçâîëÿþùåé íàèáîëåå ïîëíî èññëåäîâàòü ïðî-
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öåññ ôîêóñèðîâêè. Äàëåå, ãäå ýòî íå îãîâîðåíî, ïîä
òî÷êàìè ôîêóñèðîâêè áóäåì ïîíèìàòü òî÷êè s-
ôîêóñèðîâêè.

Áûñòðûé ðîñò (ïðè t t0↑  ) ýëåìåíòîâ ìàòðèöû L
îáû÷íî âîçíèêàåò èç-çà âîçäåéñòâèÿ íà ïðîöåññ
áûñòðî èçìåíÿþùèõñÿ ôàêòîðîâ, ëîêàëèçîâàííûõ
íà ìàëûõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè. ×àñòî áûâàåò, ÷òî
òàêèå ôàêòîðû, ìíîãîêðàòíî âîçäåéñòâóÿ íà ïðîöåññ
â òå÷åíèå íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè, âñÿêèé
ðàç âûçûâàþò ñèëüíûå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàò-
ðèöû L, ÷òî ïðèâîäèò ê ìíîãîêðàòíîìó “òèðàæèðî-
âàíèþ” òî÷åê ôîêóñèðîâêè, ïîäîáíûõ òåì, êîòîðûå
áûëè îïèñàíû âûøå äëÿ òî÷êè t0 . Íà ïðàêòèêå
ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ òàêèìè ôàêòîðàìè, êîòî-
ðûå, íåïðåðûâíî âîçäåéñòâóÿ íà ïðîöåññ â ïðîìåæóò-
êå âðåìåíè [a,b]Ì[0,¥), ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ íà
íåì òî÷åê ôîêóñèðîâêè, ðàñïðåäåë¸ííûõ ïî÷òè íå-
ïðåðûâíî. Òàêèå ôàêòîðû áóäåì íàçûâàòü ôîêóñè-
ðóþùèìè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî [t’,t”)Ì[a,b]
ìîæíî ââåñòè ìåðó ôîêóñèðîâêè F[t’,t”). Ïîëîæèì

{ }F[t' , t' ' )=sup R t', t' ' r x', x' '

R t' , t' ' supP t', t' '  r inf P t', t' '
j

j j

j
i

i j j
i

i j

( ) ( ) ,

( ) ( ), ( ),

−

= =    (3)

íèæíÿÿ ãðàíü â (3) áåð¸òñÿ ïî âñåì çíà÷åíèÿì j.
Âåëè÷èíà F(t’,t”) ôèêñèðóåò ñóììàðíûé ôîêóñèðó-
þùèé ýôôåêò, âîçíèêàþùèé çà ñ÷åò âñåõ òî÷åê
ôîêóñèðîâêè, ”ðàçìàçàííûõ” íà [t’,t”).

Åñëè âêëàä ëþáîé òî÷êè ôîêóñèðîâêè èç [a,b] â
ñóììàðíûé ôîêóñèðóþùèé ýôôåêò íà ýòîì îòðåçêå
ìàë, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
òî÷åê ôîêóñèðîâêè P tF ( ) . Ïðè ýòîì ñëåäóåò èñïîëü-
çîâàòü ìàêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå ïîíÿòèÿ ïëîòíî-
ñòè (ñì, íàïðèìåð, [5]), êîãäà ïðåíåáðåãàþò “ìèêðî-
ñêîïè÷åñêèìè” çíà÷åíèÿìè óñðåäíÿåìûõ âåëè÷èí.
Åñëè ñðåäè òî÷åê ôîêóñèðîâêè, ðàñïðåäåë¸ííûõ íà
[a,b], åñòü òî÷êè, âêëàä êîòîðûõ â ñóììàðíûé ôîêó-
ñèðóþùèé ýôôåêò ñóùåñòâåíåí, ïðè îïèñàíèè ïëîò-
íîñòèP tF ( )  ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü d-ôóíêöèè. Â ñëó-
÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü ôîêóñèðîâêè ïîñòîÿííà íà [a,b],
äëÿ ëþáîãî [t’,t”) ìåðà F[t’,t”) çàâèñèò ëèøü îò äëèíû
[t’,t”) è íà ëþáîì [t’,t”) ôîêóñèðîâêà ïðîöåññà
ïðîèçâîäèòñÿ íà îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P âåêòîðîâ 

P(P ,P ,... )1 2 ,

âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîìåðíûõ, òàêèõ ÷òî

P   (i =1,2,... ),   Pi i
i

> =∑0 1.

Ëþáîé òàêîé âåêòîð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ïóñòü{ }
Pn  (n=1,2,...) -

ε -ñåòü â Ï. Ñ ëþáûì ýëåìåíòîì 

Pn  ýòîé ñåòè ñâÿæåì

ìàðêîâñêèé ïðîöåñ ñ èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöåé
Λ n ( )t   (S < t < t )0 0 , äëÿ êîòîðîãî t0  ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

ôîêóñèðîâêè íà 

Pn . Îòìåòèì,÷òî ìàòðèöó Λ n ( )t ,

ðåàëèçóþùóþ ýòó ôîêóñèðîâêó, ìîæíî âûáðàòü

íåîäíîçíà÷íî. Ìíîæåñòâî{ }Λ Ωn ( ) ( )t t0=  âñåõ òàêèõ

ìàòðèö áóäåì íàçûâàòü áàçèñîì ôîêóñèðîâêè íà t0 .
Ðàññìîòðèì âåêòîðíóþ êðèâóþ


ϕ ϕ ϕ α β( ) ( ( ), ( ), ... ),t t t  t [ , ]= ∈1 2 , âîîáùå ãîâîðÿ, áåñ-
êîíå÷íîìåðíóþ, òàêóþ ÷òî

ϕ ϕ α βk k( ) ( )t   (k =1,2,... ),  t  на [ , ]
k

> ≡∑0 1
.

Äëÿ ëþáîãî t  [ , ] вектор t∈ α β ϕ

( )  ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Èñ-
ïîëüçóÿ ïîäõîä, èçëîæåííûé â [2,3], ìîæíî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîöåññ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
îáðàçîì ïîäîáðàííîé íà [ , ]α β  ïëîòíîñòüþ òî÷åê
ôîêóñèðîâêè, äëÿ âåðîÿòíîñòåé âñåõ ñîñòîÿíèé êî-
òîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

P t t  t [ + , ],  j =1,2,...j ( , ) ( ) ,α ϕ σ α δ β− < ∈j      (4)

Ýòî ( , )δ σ -ñòàáèëèçàöèÿ.
Ðåøåíèå çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè ìîæíî ñòàíäàð-

òèçèðîâàòü, ââåäÿ ïîíÿòèå áàçèñà ñòàáèëèçàöèè. Åãî
ïîñòðîåíèå (ñ íåêîòîðûìè èçìåíåíèÿìè) ïðîèçâî-
äèòñÿ òàê æå, êàê è ïîñòðîåíèå áàçèñà ôîêóñèðîâêè.

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ î ôîêó-
ñèðîâêå è ñòàáèëèçàöèè îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-
þò òàêèå ñèòóàöèè, êîãäà: à) ôîêóñèðîâêà ïðîèçâî-
äèòñÿ íà ðàñïðåäåëåíèå

 

π π π= ( , ... , , ... )1 l ,                 (5)

â êîòîðîì âñå êîìïîíåíòû, êðîìå îäíîé, íàïðè-

ìåð,π l , ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ, àπ l  ëèøü íåçíà-
÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû; á) àíàëîãè÷íî,
ñòàáèëèçàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ íà òàêóþ âåêòîðíóþ
êðèâóþ


ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ α β

( ) ( ( ), ( ), ... )

( ) , ( ) ,

t t t

t  t  t [ , ],
k

=

> = ∈∑
1 2

0 1k k               (6)

â êîòîðîé âñå êîìïîíåíòû, êðîìåπ l ,  ìàëû, àπ l  ìàëî
îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû. Äåëî â òîì, ÷òî ìàðêîâñêèå
ïðîöåññû, ñ êîòîðûìè ïðèõîäèòñÿ âñòðå÷àòüñÿ íà
ïðàêòèêå, îïèñûâàþò îïðåäåë¸ííûå òåõíîëîãè÷åñ-
êèå, ôèçè÷åñêèå, ýêîëîãè÷åñêèå è äðóãèå ïðîöåññû.
Èõ ñîñòîÿíèÿìè ÿâëÿþòñÿ êîíêðåòíûå ýêîëîãè÷åñ-
êàÿ èëè ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèòóàöèè, êîòîðûå ìîæíî
ðåàëèçîâûâàòü, âîçäåéñòâóÿ íà ïðîöåññ îïðåäåë¸í-
íûì îáðàçîì ïîäîáðàííûìè ôàêòîðàìè. Åñëè âûõîä
íà êîíêðåòíîå ñîñòîÿíèå (ðåæèì) ïðîèçâîäèòü ñ
ïîìîùüþ ïðîöåññà ôîêóñèðîâêè (èëè ñòàáèëèçà-
öèè), òî â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé, íà êîòîðûå ïðîèçâîäèòñÿ ôîêóñèðîâêà,
ñëåäóåò âûáðàòü òî, â êîòîðîì âåðîÿòíîñòü, îòâå÷à-
þùàÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîìó ðåæèìó, ìàëî îòëè÷àåòñÿ
îò åäèíèöû.

Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ î ôîêóñèðîâêå è
ñòàáèëèçàöèè íà ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà (5), (6) ÷àñòî
ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ òàêèìè, âîçäåéñòâóþùèìè
íà ïðîöåññ ôàêòîðàìè, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü,
ïîäâåðãàþòñÿ äåòåðìèíîâàííûì èëè ñëó÷àéíûì âîç-
ìóùåíèÿì. Ýòè âîçìóùåíèÿ îáû÷íî ïðèâîäÿò ê
òîìó, ÷òî îòëàæåííûé ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûì
îáðàçîì ïîäîáðàííûõ âîçäåéñòâèé òåõíîëîãè÷åñêèé
ðåæèì èçìåíÿåò ñâîè ðàáî÷èå õàðàêòåðèñòèêè, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî ôîêóñèðîâêà (èëè ñòàáèëèçàöèÿ) óæå
íå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (5), (6). Îïèñàííàÿ
ñèòóàöèÿ ïðèâîäèò ê çàäà÷àì î âîçìóùåíèÿõ ýëåìåí-
òîâ áàçèñà ôîêóñèðîâêè (ñòàáèëèçàöèè), î ïîòåðå
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áàçèñíîñòè è î òîì, êàê ïðè ýòîì áóäóò èçìåíÿòüñÿ
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëè-
çóþùèå çàäàííûé ðàáî÷èé ðåæèì. Ýòè çàäà÷è çäåñü
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíîãî òåõíîëîãè÷åñêî-
ãî ïðîöåññà ðåøåíèå çàäà÷è î åãî ôîêóñèðîâêå
(ñòàáèëèçàöèè) íà çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå óäîáíåå
ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííîãî áàçèñà ôîêóñè-
ðîâêè, êîòîðûé òåñíî ñâÿçàí ñ èññëåäóåìûì ïðîöåñ-

ñîì. Îïðåäåëèì ýòîò áàçèñ. Ïóñòü{ }Fα α =1
m  - ìíîæå-

ñòâî âîçäåéñòâóþùèõ íà ïðîöåññ ôàêòîðîâ èδα Λ,
(a=1,...,m) - èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâ-
ëåííàÿ èç âîçìóùåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû L ïðîöåñ-
ñà, âîçíèêàþùèõ ïîä âîçäåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ

ôàêòîðà Fα . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî { }δα αΛ =1
m è îòî-

áðàæåíèå

 δ δ αα α F   ( =1,...,m)→ Λ .            (7)

Äîïóñòèì, ÷òî êàæäîå âîçìóùåíèåδα Λ  ðåàëèçóåò
ôîêóñèðîâêó èññëåäóåìîãî ïðîöåññà íà íåêîòîðîå

ðàñïðåäåëåíèå 

Pα  è ÷òî 

 
P P1 m, ...,  ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìû. Òîãäà { }δα αΛ =1
m  áóäåì íàçûâàòü åñòåñòâåííûì

áàçèñîì ôîêóñèðîâêè. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò
ñëó÷àé, êîãäà îòîáðàæåíèå (7) ëèíåéíîå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ åñòåñòâåííîãî
áàçèñà. Ïóñòü ýòîò áàçèñ èçâåñòåí è èçâåñòíî ðàñïðå-

äåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé 

P , ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ïàñïîðòíîìó òåõíîëîãè÷åñêîìó ðåæèìó Rp .

Äîïóñòèì, ÷òî ðåàëüíî äåéñòâóþùåìó ðåæèìó Rd
ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäàåìîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-

ñòåé 

Pd , îòëè÷àþùååñÿ îò ïàñïîðòíîãî 


P . Òðåáóåòñÿ

íàéòè âîçìóùåíèÿ δ α F  ôàêòîðîâ Fα , êîòîðûå

ïðèâîäÿò ê íåñîâïàäåíèþ ðåæèìîâ Rp  è Rd . Åñëè
îòîáðàæåíèå (7) ëèíåéíîå, òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è
ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà îòîáðàæåíèå (7) íåëèíåéíîå, íå ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî áåç äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î
åãî ñâîéñòâàõ.

Ïóñòü ïðîöåññ ôîêóñèðîâêè èññëåäóåòñÿ íà

[ , )s t0 0 . Ïóñòü, äàëåå, ñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîÿíèå

j0 , äëÿ êîòîðîãî

 
f(t)dt

s0

t0

∫ = ∞
,                       (8)

ãäå f(t) = inf t  t [s , t ),  (t) 
i

 j0 0 0 i j0λ λi ( ) , ∈ – ýëåìåíòû

j0 -ãî ñòîëáöà èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöû. Óñëî-
âèå (8) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ òîãî, ÷òîáû
ôîêóñèðîâêà â t0  èìåëà ìåñòî [2]. Ïðè ðåøåíèè ðÿäà
çàäà÷ î ôîêóñèðîâêå è ñòàáèëèçàöèè â ðÿäå ñëó÷àåâ
óäîáíî ïåðåéòè îò ôóíêöèè f(t) ê ôóíêöèÿì

f (t),  f t, t  f t, s t t t+
0

+
0 1 n-1 0

∗ ( ), ( , , ..., , ) , îïðåäåëåíèå

êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ íèæå. Ïåðåõîä ê ýòèì ôóíêöè-
ÿì ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû èç
òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Ã.Ã.Ëîðåíöà [6,7]. Èç ïðèâîäè-
ìûõ íèæå îïðåäåëåíèé âèäíî, ÷òî äëÿ ôóíê-

öèé f t, t  f t, s t t t+
0

+
0 1 n-1 0( ), ( , , ..., , )  òàêæå áóäåò âû-

ïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (8). Èñïîëüçóÿ ïîäõîä, èçëîæåí-
íûé â [1,2,4], ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìåðà ôîêóñèðîâ-
êè íà [ , )s t0 0  ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé f(t).
Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò f(t)

ê f t  f t, s t t t+ +
0 1 n-1 0( ), ( , , ... , , ) , ìåðà ôîêóñèðîâêè

F [ , )s t0 0  íå èçìåíÿåòñÿ.
Ïóñòü f(t) – ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, èçìåðèìàÿ è

ïî÷òè âñþäó êîíå÷íàÿ íà âðåìåííîé îñè. Åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîå N>0, ÷òî ìíîæåñòâî { }E = t:  f(t) N>
èìååò êîíå÷íóþ ìåðó, òî îïðåäåëèì ôóíê-

öèþ f (t) (0 < t < )∗ ∞  óáûâàþùóþ, íåïðåðûâíóþ ñïðà-
âà, ðàâíîèçìåðèìóþ ñ f(t):

{ } { }mes t:  f (t) > N mes t:  f(t) N∗ = >           (9)

äëÿ ëþáîãî N>0. Çäåñü ñèìâîë mes îçíà÷àåò ìåðó
Ëåáåãà. Åñëè íîñèòåëü ôóíêöèè f(t) èìååò êîíå÷íóþ

ìåðó, ðàâíóþ  à, òî äîîïðåäåëèì f (t)∗  ïðè t>a, ïîëàãàÿ

f (t)∗ =0. Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññîâ ôîêóñèðîâêè

óäîáíåå ðàáîòàòü ñ ôóíêöèåé f t, t0
∗ ( ) . Îíà îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê f (t)∗ , íî çäåñü ðîëü íóëÿ èãðàåò òî÷êà

ôîêóñèðîâêè t0 , à îñü t íàïðàâëåíà âëåâî: −∞ < t < t0 .

Ïðè ýòîì f (t)+  ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(9). Îïðåäåëèì f t, s t t t+
0 1 n-1 0( , , ... , , ) . Ðàññìîòðèì

ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå Ò èíòåðâàëà [ , )s t0 0  òî÷êà-

ìè äåëåíèÿ t t  s t t t1 n-1 0 1 n-1 0, ... , ; ...< < < < . Äëÿ êàæ-

äîãî ÷àñòè÷íîãî îòðåçêà [ ]t tk-1 k,  çàäàäèì

f t, s t t t+
0 1 n-1 0( , , ... , , ) , ïîëîæèâ

f t t t t f t, t  t [t , t )
0,  t [t , t ]

+
0 1 n

+
k k-1 k

k-1 k
( , , ..., , ) ( ), ,= ∈

∉






      (10)

ãäå f t, t+
k( )  îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ t [t , t )k-1 k∈  òàê æå, êàê

è f (t, t )+
0 . Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íà êàæäîì ÷àñòè÷-

íîì îòðåçêå [t , t )k-1 k  ìåðà ôîêóñèðîâêè ïðè ïåðåõîäå

îò f(t) ê f t, s t t t+
0 1 n-1 0( , , ... , , )  ñîõðàíÿåòñÿ. Åñëè f(t)

èçìåðèìà è ïî÷òè âñþäó êîíå÷íà íà [ , )s t0 0 , òî ïðè

max t t
k

k k-1( ) ,− → 0 f t, s t t t+
0 1 n-1 0( , , ... , , )  ñõîäèòñÿ ê

f(t) íà [ , )s t0 0 . Åñëè æå f(t) íåïðåðûâíà íà [ , )s t0 0 ,
òî ýòà ñõîäèìîñòü áóäåò ðàâíîìåðíîé.

Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé

f (t),  f t, t+
0

∗ ( ), f t, s t t t+
0 1 n-1 0( , , ... , , )  ïîçâîëÿåò áîëåå

òî÷íî îöåíèâàòü ìåðó ôîêóñèðîâêè èññëåäóåìîãî
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ïðîöåññà è äàåò âîçìîæíîñòü ïðîñëåäèòü çà åå âàðè-
àöèÿìè ïðè âîçäåéñòâèè íà ïðîöåññ ôàêòîðîâ, áû-
ñòðî èçìåíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè.
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ÑÓÁÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ

ËÈÍÅÉÍÛÌÈ ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ ÑÎ

ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÌÈ È

ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÌÈ

ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ

ÓÄÎÂÅÍÊÎ Ñ.Ã.

Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ñèíòåçà öèôðîâûõ ðåãóëÿòî-
ðîâ, ó÷èòûâàþùèé ñòðóêòóðíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìàòðè-
öó îáðàòíîé ñâÿçè. Ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü ñóáîïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè îáúåêòàìè ñ
äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïåðåìåííûå ñî-
ñòîÿíèÿ.

Ââåäåíèå
Ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ëèíåéíûìè

ñèñòåìàìè ïðè êâàäðàòè÷íîì êðèòåðèè êà÷åñòâà è
çàäàííûõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ çà÷àñòóþ îñíîâàíû
íà ðåøåíèè äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè. Îäíà-
êî íà ïðàêòèêå òàêîé ïîäõîä íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
ýôôåêòèâíûì â ñèëó ñëåäóþùèõ ïðè÷èí:

– êàê ïðàâèëî, íå âñå ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ
ñèñòåìû äîñòóïíû íàáëþäåíèþ;

– îöåíêà íåäîñòàþùåé èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè
ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ íàáëþäàòåëÿ Ëþåíáåðãåðà èëè
ôèëüòðà Êàëìàíà ñóùåñòâåííî óñëîæíåíÿåò ðàñ÷åòû
íà êàæäîì òàêòå óïðàâëåíèÿ;

– ñèíòåç ìíîãîñâÿçíûõ ðåãóëÿòîðîâ òðåáóåò îï-
ðåäåëåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà îáðàòíûõ ñâÿçåé, çàäàþ-
ùèõ ñòðóêòóðó óïðàâëåíèÿ;

– ïðè îãðàíè÷åííîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î
ïàðàìåòðàõ îáúåêòà íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü àäàïòèâ-
íûå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ, ÷òî, â ñî÷åòàíèè ñ òðóäîåì-
êîé ìíîãîøàãîâîé ïðîöåäóðîé ïîèñêà îïòèìàëüíûõ
óïðàâëåíèé, ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì âû÷èñëè-
òåëüíûì òðóäíîñòÿì;

– â ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ âîçíèêàåò íåîáõî-
äèìîñòü ñîáëþäåíèÿ ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèé íà
ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ.

Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàþò
âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíà-
ëîì êà÷åñòâà, îïðåäåëÿÿ öåëåñîîáðàçíîñòü ñèíòåçà
ñóáîïòèìàëüíûõ öèôðîâûõ ðåãóëÿòîðîâ [1].

Íà ïðàêòèêå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü òàêîãî
ñèíòåçà äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ
ñèñòåì ïðè íàëè÷èè ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóðíûõ è ïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé.
1. Ñóáîïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äåòåðìèíèðîâàííîé
ñèñòåìîé

Ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíóþ äèñêðåòíóþ ñèñòåìó,
óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êîòîðîé ïðåäñòàâëåíû â âèäå

x(k+1)=Ax(k)+By(k);               (1)

u(k)=-Gx(k)=-GCy(k),              (2)
ãäå äëÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ, óïðàâëåíèÿ è âûõîäà
ïðèíèìàþòñÿ óñëîâèÿ

x(k)∈Rn,   u(k)∈Rm,   y(k)∈Rl,
à ìàòðèöû A, B, C è G èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçìåðíîñòè.

Îïòèìàëüíûì áóäåì ñ÷èòàòü óïðàâëåíèå u*(k),
ìèíèìèçèðóþùåå íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå êâàäðà-
òè÷íûé ôóíêöèîíàë

J=∑[xT(k)Qx(k)]+uT(k)Ru(k)],          (3)
ãäå Q – ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà
ðàçìåðíîñòè (n×n); R – ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäå-
ëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (m×m). Ïðåîáðàçóåì
óðàâíåíèå ñèñòåìû ê âèäó

x(k+1)=(A-BG)x(k).                (4)
Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó îáðàòíîé ñâÿçè G ñóììîé

ïîäìàòðèö G0 è G1, ãäå G0 – ïîäìàòðèöà, îòäåëüíûå
ýëåìåíòû g0ij êîòîðîé ñîäåðæàò ïðåäïèñàííûå ïîñòî-
ÿííûå çíà÷åíèÿ (îñòàëüíûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ íó-
ëåâûìè); G1 – ïîäìàòðèöà, îòäåëüíûå ýëåìåíòû g1ij
êîòîðîé ðàññ÷èòûâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèò-
ìîì îïòèìèçàöèè (îñòàëüíûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ
íóëåâûìè).

Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ (i, j), ñîîòâåòñòâóþùèõ íå-
íóëåâûì ýëåìåíòàì g1ij, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Ω. Ïðè
ýòîì

g1ij=gij, åñëè (i,j)∈Ω; g1ij=0, åñëè (i,j)∉Ω;    (5)
g0ij=0, åñëè (i,j)∈Ω; g0ij=const, åñëè (i,j)∉Ω.  (6)

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå
K(G)=∑xT(k)[Q+GTRG]x(k),

ïðåäñòàâèì ôóíêöèîíàë (3) â âèäå
J=0,5tr[K(G)X(0)XT(0)],              (7)

òàê êàê äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö
     xT(k)Kx(k)=tr[kx(k)xT(k)].

Äëÿ îïòèìèçàöèè ñèñòåìû ñ èçâåñòíûìè ïàðàìåò-
ðàìè âìåñòî (7) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ôóíê-
öèîíàë


