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Б Ы С Т Р Ы Й  А Л Г О Р И Т М  П О С Т Р О Е Н И Я  Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х  
С И Г Н А Л О В  Х А Р А К Т Е Р И С Т И Ч Е С К О Г О  Т И П А  ,

В Р А С Ш И Р Е Н Н Ы Х  П О Л Я Х  Г А Л У А

П оиск псевдослучайных последовательностей, используемых 
для расш ирения спектра в широкополосных системах, незначитель­
ной мере связан  с мощными структурами современной алгебры. 
Многие последовательности основаны на структурах полей Галуа. 
В работе [1] изложены Теоретические основы построения нели­
нейных сигналов характеристического типа (НСХТ) в простых по­
лях Галуа — G F (P ).  В тоже время известно, что такие сигналы 
могут быть построены и в расширенных полях Галуа, т. е. для 
значений длительностей L, определяемых из условий: L = 4 х =  
Р п— 1 и L = 4 x + 2  =  P n— 1, где х = 1 , 2, 3 . . . ;  п  — степень расши­
рения поля G F(P).

В настоящ ее время сущ ествую т только табличные методы по­
строения НСХТ в расш иренных полях, что ограничивает возмож­
ности синтеза- (формирования) и анализа данных сигналов для 
больших значений п.

Элементы расширенного поля Галуа представляю т собой по­
линомы степени не выше п, а коэффициенты при неопределенных 
переменных принимаю т значения над полем G F (P ).  В-се опера­
ции в расширенных полях выполняются по двойному модулю 
m o d d f /fx ) ,  Р ).  Если Р  — простое число, a f ( x )  — первообразный 
неприводимый над полем G F (P )  полином, то с использованием 
Ф(Р п— 1 ) /п  первообразны х элементов поля м ож ет быть построе­
на вся система сигналов.

Н иже приводится теорема, определяю щ ая алгоритм построения 
НСХТ в расширенных полях Галуа.

Теорема. Пусть G F (P n)  — расширение п-й степени поля  G F(P),
2 элементы-пблинбмы, степени которых не превышают п, вычисля­
ются над полем G F (P ); f ( x )  и Н ,— соответственно первообраз­
ный неприводимый над полем G F (P ) полином и 1-й первообраз­
ный элемент поля G F(P), ф ункция характеров гомоморфного от­
ображения элементов поля G F (P n) на поле G F (2) зафиксирована
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функцией  г|>(а<=!ехр(7 я£Л), причем щ определяется из  решения 
сравнения at =s х  (mod d f(x ) ,  Р ) ,  а £/<*0, Р п— 2 есть мно­
жество чисел-индексов, упорядоченных по возрастанию, тогда фор­
мирование нелинейны х сигналов в  поле G F (P n)  описывается сле­
дую щ ими шагами. _

1. Формируется массив номеров (индексов) £ / '=  £/,-+!, / = О, 
Р п—2, упорядоченных по возрастанию  и массив элементов-поли­
номов а , по правилу

МП (г) =  Н ' (m odd /  (х ) , Р ).
2. 'Строится массив М С(7) элементов-полиномов, элементы ко­

торого сдвинуты ,по значению на единицу относительно значений 
элементов 'массива' M Tl(i):

МС (/') =  МП (г 4 -1 ) , если  HJ +  1 ф  0 (m odd  /  (х )у Р ) ;
МС (i) —  1, если  Н | +  1 =  0 (m odd /  (х ) , Р ).

3. М ассив индексов U' записы вается в массив М К(£) по адре­
сам  А,-, которые определяю тся десятичным представлением элемен­
тов-полиномов, маооива М П (7). ______

4. Ф ормируется массив М Н (i) ,  i = О, Р п—2 — массив индексов 
путем считывания из массива M K (t) индексов, выбираемых по 
адресам, которые представляет собой десятичное представление В,- 
полиномов. Записы ваю тся выбранные значения индексов по соот­
ветствующим адресам десятичного .представления полиномов.

5. Вычисляется д л я  всех значений массива индексов М Н (7) 
двухзначный характер мультипликативной группы поля (символы
НСХТ) в соответствии с правилом1

( 1, если М Н (г) 2 = 0 (m o d 2 );
Ф (<*/) =  t  (Щ +  1) — -  «|> (М Н ( 0 )  “  ( _ ! f если  м н  (/) ^  о (mod 2).

(1)
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .  П окаж ем , что алгоритм 

синтеза НДСХТ в расширенном поле Галуа является эквивалент­
ным алгоритму, изложенному в работе [2]. П риведем этот алго­
ритм. *

1. Осущ ествляется построение расширенного поля путем возве­
дения в степени t= 0 ,  1, 2....... Р 71'—-2 ф (Р п— 1 ) /п  первообразных эле­
ментов поля, Вычисление элементов поля G F (P n)  производится по 
двойному модулю — модулю первообразного неприводимого над 
полем G F (P )  полиному f ( x )  и модулю простого числа Р. Таким 
образом, расш иренное поле представляет собой совокупность 
полиномов степени не выше п  с коэффициентами, принимающими 
значения над  полем G F (P ).

2. Строится поле G F (P n),  элементы-полиномы которого сдви­
нуты на 1 в сторону увеличения их. значения относительно эле­
ментов исходного поля, т. е.

а\  =  Н® +  1 (m odd /  (х ) , Р);  = - Н 1 +  1 (m odd /  (х ) , Р);

а( =  Н*-> +  1 (m odd  /  (х ) , Р); а рП̂  =  Я рП~2 +  1 (m o d d f (х ) , Р) ,
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& § ы чй слй ётся  х ар ак тер  эЛемёйтов йоля а\, а ' , ... а ),.,.дря_ 1
с использованием  соЬтнош ения ф (Н г +  1) =  ф (а |) =  exp ( jr .U ,,)

\

где Ui — индекс некоторого элемента ah для которого выполня­
ется сравнение

Н ‘ ф  1 (m odd /  (х), Р )  s= H ui modd ( /  (х ) , Р ). (2)

Сравнение (2) реш ается путем перебора, т. е. для каж дого эле­
мента поля а \ =  Н ‘ + ] среди всех элементов поля отыскивается 
элемент а/, равный (совпадающ ий) с а'{. Значение индекса, при 
котором выполняется сравнение (2), и будет решением сравнения.

Сопоставление алгоритма, сформулированного в теореме, 
с приведенным в работе [2] и описанным выше, показывает, что 
в обоих случаях строится расширенное поле Галуа в естествен­
ном виде. П оэтому эти этапы эквивалентны. Н а втором этапе 
в обоих случаях строится поле, элементами которого являю тся 
элементы-полиномы, сдвинутые на 1. Поэтому и вторые этапы 
алгоритмов совпадаю т. 1

■Покажем, что на этап ах  .3, 4 и 5 нового алгоритма.производится 
решение Р п— 1 сравнений вида (2), т. е., что в указанном в тео­
реме шаге 3 запись индексов по адресам, определенных десятич­
ным представлением элементов-полиномов, и чтение с  указанного 
массива значений индексов по адресам, задаваемы м десятичным 
представлением элементов приводит к получению массива .ин­
дексов, сдвинутых относительно истинных на 1, и является по су­
ществу этапом известного алгоритма перебора. П ри этом если i— 
номер элемента-полинома F h(x)  поля G F (P n) ,  a f ( x )  — перво­
образный неприводимый н ад  полем G F (P )  полином, то с  точнос­
тью до изоморфизма элементы полинома Fh(x) ,  их индексы 
Ind F k , i (x )  и номера позиций i связаны  рекуррентных соотнош е­
нием [3]

Fk.i =  Ind (F k,i (х ) +  1)(х) =  Fk.i- 1  =  Ind (F k,t (•*))(*) X
X (m odd /  (x), P). (3)

Действительно, если левую часть выраж ения (3) представить 
в виде Н '- 1 =  Fk,\ (Н ) mod d  ( f  (Н, Р )) ,  а правую часть как

(Н) =  Н '-2  ■ Н (m odd /  (Н ), Р )  =  Н '- 1 (m odd  /  (х ) , Р ).

Д алее убедимся, что индекс t— ] является индексом-элементом 
поля F k, i ( x ) .  Действительно, если х =  н  — первообразный эле­
мент, то из свойства цикличности мультипликативной группы /сле­
дует, что в/се степени Н ‘- \  t = 0 , Р п—2 принимают значения всех 
ненулевых элементов ноля. Поэтому такж е принимают
значения всех ненулевых элементов поля.

В результате записи номеров (индексов) по /адресам , опреде­
ляемым коэффициентами при элементах-полиномах (ш аг 3 ) , но­
мера (индексы) оказываю тся записанны м и/каж ды й соответственно
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Определенному элементу поля. Н омера (индексы) элементов Нг + 1  
оказываю тся сдвинутыми по закону коэффициентов при элементах 
поля Н‘ + 1  =  а, +  1. Д ля определения индексов этих элементов не­
обходимо считать номера (индексы), записанные по адресам, з а ­
даваем ы м коэффициентами при полиномах Н* + il (mod à ( f ( x ) ,  P ).  
Выполнение всех P n— I операций считывания номеров (индексов), 
записанных предварительно по ад ресам '3.t (m o d d f{ x ) ,P ) ,  приводят 
к реш ению всей совокупности сравнений вида (2). О днако номе­
ра отличаются от индексов сдвигом на 1, поэтому для получения 
истинных индексов после считывания номеров их значения необ­
ходимо уменьшить на 1. Д л я  случая двухзначного характера 
мультипликативной группы поля Галуа эту операцию можно не 
выполнять, так  как  сдвиг на 1 эквивалентен инверсии характеров. 
Действительно

' <|) (а;) =  е/лт/,+1) =  ehei*ui (cos u +  у sin тс) el*uc =  — et*ui .

П оэтому на 5-м этапе характер поля можно вычислять для сдви­
нутых на 1 индексов, учитывая этот сдвиг знаком «минус» в (1). 
Теорема доказана.

П окаж ем  на примере возможность построения НСХТ с  исполь­
зованием алгоритма, задаваемого теоремой.

Пример. Построить НСХТ длительностью 6 = 8 . В этом случае Р = 3, п = 2.
В качестве первообразною неприводимого «ад  GF(3) полинома выберем 

■ полином вида f ( x ) —x 2—х — ].
Массив элементов поля запишем, реализуя (шаг I) теоремы

МП (г) =  {1, H, Н + 1, 2 Н + 1 ,  2, 2Н 2Н +  2, Н +  2],

Модифицированное поле в соответствии с шагом 2 теоремы примет вид

М С (0  =  {2, Н +  1, Н + 2, 2Н +  2, 1, 2Н +  1, 2Н, Н}.
Сформируем десятичное представление элементов-полиномом исходного ПО­

ЛЯ в  соответствии с1 шагом 3 теоремы

А {= {  1, 3, 4, 7, 2, 6, 8, 5}.
Запишем массив М КО) путем записи номеров элементов поля по адресам, 

, задаваемым массивом А,, М К 0 ) =  {1, 5, 2, 3, 8, 6, 4 7}. Десятичное представ­
ление массива МСО) имеет вид В* =  {2, 4, 5, 8, I, 7, 6, 3}. В соответствии с ш а­
гом 4 формируем массив индексов М Н (Д  =  {5, 3, 8, 7, 1, 4, 6, 2}. Вычислим 
для всех значений М Н (/) двухзначный характер мультипликативной группы 
поля в соответствии с шагом 5 теоремы ф ( я ,) =  {I, 1, — 1, 1, 1 ,— 1,— 1 ,— 1}.

П оследовательность выполнения операций по формированию 
НДСХ Т для данного примера приведена в таблице.

Ut 1 2 3 4 5 6 7 8
мп O') 1 H H +  l 2H +  1 2 2H 2 H + 2 H + 2
МСО) 2 H +  l H + 2 2 H + 2 1 2H +  1 2H H
At 1 3 4 7 2 6 8 5
мк O') 1 5 2 3 8 6 4 7
Bi 2 4 5 8 3 7 I 6
мно) 5 3 8 7 2 4 1 6
f ( Û i )
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Вычислительная сложность известного алгоритма [2] форма- 
рования НСХТ может быть оценена с  использованием соотноше­
ния

Г ф =  (Р *  -  1 ) (* у  +  t ' f  +  д̂ел ( Р п -  1 ) / 2  +  *ср X

X  ( / >Л — 1 ) /2  +  (4)

г д е  t y, ’ten, h e n , tcv, t3an. —  в р ем я  ВЫПОЛНенИЯ О пераций уМНОЖеНИЯ, 
с л о ж е н и я , д е л е н и я , ср а в н ен и я , записи со о т в е т с т в е н н о .

Вычислительная сложность разработанного алгоритма оцени- / 
вается с помощью соотношения

Тф =  ( р п  -  1) (ty  +  *сл +  д̂ел +  6/зап +  Ар). (5)

Анализ соотношений (4), (5) показывает, что для известного ал­
горитма время формирования сигналов находится в квадратичной 
зависимости от t cр и /дел, для полученного алгоритма эта зависи­
мость линейная.
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