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Ïîð³âíÿííÿ ç àíàëîãàìè

Íàâåäåíà ìåòîäèêà âèçíà÷åííÿ âõ³äíèõ, ïðîì³æíèõ
òà âèõ³äíèõ ïîêàçíèê³â, ùî îïèñóþòü âçàºìîä³þ
ì³æ ïðîöåñàìè ÑÓß â³äïîâ³äíî äî âèìîã [1],
äîçâîëÿº îïòèì³çóâàòè çàãàëüíó ñèñòåìó ïîêàç-
íèê³â, ùî â ñâîþ ÷åðãó ðîáèòü á³ëüø åôåêòèâíèì
êîíòðîëü ³ óïðàâë³ííÿ êëþ÷îâèìè ïðîöåñàìè, ç
ÿêèõ ñêëàäàºòüñÿ ä³ÿëüí³ñòü îðãàí³çàö³¿.

Âèñíîâêè ³ ïåðñïåêòèâè

1. Çàïðîïîíîâàíî äîñèòü ïðîñòèé ³ íàî÷íèé ³íñòðó-
ìåíò îïèñó âçàºìîçâ’ÿçê³â ì³æ ïðîöåñàìè ÑÓß çà
äîïîìîãîþ ³íôîðìàö³éíîãî ãðàôà ñèñòåìè ïîêàç-
íèê³â ³ ìàòðèöü ñóì³ñíîñò³ òà äîñÿæíîñò³.

2. Çàïðîïîíîâàíèé ï³äõ³ä º óí³âåðñàëüíèì ³ ìîæå
áóòè çàñòîñîâàíèé äëÿ áóäü-ÿêî¿ îðãàí³çàö³¿,
ä³ÿëüí³ñòü êîòðî¿ ñêëàäàºòüñÿ ç âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³
ñêëàäíèõ ïðîöåñ³â, ùî â ñâîþ ÷åðãó õàðàêòåðèçó-
þòüñÿ çíà÷íîþ ê³ëüê³ñòþ ïîêàçíèê³â.
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ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ,

ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÍÛÕ Â ÅÂÊËÈÄÎÂÎ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ

ÃÐÅÁÅÍÍÈÊ È.Â.

Ââîäÿòñÿ íîâûå êëàññû êîìïîçèöèîííûõ îáðàçîâ êîì-
áèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ - ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê, ïàð-
íûõ ðàçìåùåíèé è ïàðíûõ ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè.
Èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà îáðàçîâ ýòèõ ìíîæåñòâ ïðè èõ
îòîáðàæåíèè â àðèôìåòè÷åñêîå åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî.

Ââåäåíèå

Ìíîãèå çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ, óïðàâëåíèÿ, êîí-
òðîëÿ îïèñûâàþòñÿ ìîäåëÿìè êîìáèíàòîðíîé îï-
òèìèçàöèè [1]. Ïðè ýòîì âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îáëàñòè
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿþòñÿ
êëàññè÷åñêèìè êîìáèíàòîðíûìè ìíîæåñòâàìè [2].
Îäíàêî äëÿ ñîçäàíèÿ àäåêâàòíûõ ìîäåëåé ðÿäà
çàäà÷ íåîáõîäèìî ïîñòðîåíèå êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ ñ áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé, îòðàæàþùåé
êîìáèíàòîðíóþ ïðèðîäó ðåøàåìîé çàäà÷è. Â ÷àñ-
òíîñòè, òàêàÿ íåîáõîäèìîñòü âîçíèêàåò ïðè ðåøå-
íèè ìíîãèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ [3,4].

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèñêðåòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ â êà÷åñòâå
îáëàñòåé äîïóñòèìûõ ðåøåíèé âûñòóïàþò êîìáè-
íàòîðíûå ìíîæåñòâà, ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû êî-
òîðûõ ñàìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè äðóãèõ êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîæåñòâ. Â öåëÿõ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâ-
íûõ ìîäåëåé çàäà÷ óêàçàííîãî êëàññà â [5] ââîäèòñÿ

íîâûé êëàññ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ñî ñëîæíîé
ñòðóêòóðîé – êîìïîçèöèîííûå îáðàçû ( k -îáðàçû)
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ. Â ðàáîòå [5] ïðèâîäèòñÿ
è àíàëèçèðóåòñÿ ñïîñîá îïèñàíèÿ k -îáðàçîâ êîì-
áèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ íà ÿçûêå îòîáðàæåíèé. Â
ñâÿçè ñ ýòèì âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå
è àíàëèç ðàçëè÷íûõ k -îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ èõ â ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëÿõ çàäà÷ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ.

1. Ïîñòàíîâêà öåëè è çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ

Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ðàáîòû [5], íåîáõîäèìî
âûäåëèòü è îïèñàòü êëàññû k -îáðàçîâ êîìáèíàòîð-
íûõ ìíîæåñòâ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ èõ â îïòèìèçà-
öèîííûõ ìîäåëÿõ çàäà÷ ñî ñëîæíîé êîìáèíàòîðíîé
ñòðóêòóðîé.

Öåëü äàííîé ðàáîòû – îïèñàíèå è èññëåäîâàíèå k -
îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, ïîñòðîåííûõ íà
îñíîâå ïåðåñòàíîâîê, ðàçìåùåíèé è ñî÷åòàíèé êàê
îáëàñòåé äîïóñòèìûõ ðåøåíèé êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷
îïòèìèçàöèè.

Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ñîñòîÿò â ôîðìóëèðîâàíèè è
èçó÷åíèè ñâîéñòâ êëàññîâ k -îáðàçîâ êîìáèíàòîð-
íûõ ìíîæåñòâ ïðè èõ îòîáðàæåíèè â åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî.

2. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâ ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê,
ïàðíûõ ðàçìåùåíèé è ïàðíûõ ñî÷åòàíèé ñ
ïîâòîðåíèÿìè

Îðèåíòèðóÿñü íà èçâåñòíûå ìîäåëè çàäà÷ ñ äèñê-
ðåòíûìè ïàðàìåòðàìè [1,3,4], ðàññìîòðèì k -îáðà-
çû êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå
áàçîâûõ âûñòóïàþò åâêëèäîâû êîìáèíàòîðíûå
ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê, ðàçìåùåíèé è ñî÷åòàíèé.

Ó÷åò ïîãðåøíîñòåé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ âûçûâàåò íåîáõîäèìîñòü
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ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
çàäà÷ ýòîãî êëàññà. Îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäå-
ëåé çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, ó÷èòû-
âàþùèõ ïîãðåøíîñòè ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
è ïàðàìåòðîâ ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ, ÿâëÿþòñÿ ìå-
òîäû èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà [6]. Îäèí èç ñïîñîáîâ
àíàëèçà èíòåðâàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
îñíîâàí íà èõ îòîáðàæåíèè â åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî [7]. Ïðè ýòîì îáðàçîì êàæäîãî èíòåðâàëà â nR
ÿâëÿåòñÿ ïàðà ÷èñåë, õàðàêòåðèçóþùèõ öåíòð è
ðàäèóñ èíòåðâàëà. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îáðàçîâ
èíòåðâàëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ â nR
ïîñòðîèì k -îáðàçû êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ïàð-
íûõ ïåðåñòàíîâîê, ïàðíûõ ðàçìåùåíèé è ïàðíûõ
ñî÷åòàíèé.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî 1 2 nA a , a , ..., a
=

ka1 2
a1 2 kg , g , ..., g , ãäå i nJ , aki J - êðàòíîñòè

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A , a1 2 k... n ;

a1 2 kg g ... g , è ìíîæåñòâî 1 2 nB b , b , ..., b ,
1

ia R , 1
ib R . Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà 1 2 nZ , Z ,..., Z

âèäà i i i nZ (a ,b ) , i J . Ïðè ýòîì k  ìíîæåñòâ

iZ  èç n  ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè, ak k n .

Èñïîëüçóÿ ïîäõîä, ïðèâåäåííûé â [5], ñôîðìèðóåì
ñëåäóþùèå êëàññû k -îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâ.

1. Êîìïîçèöèîííûé îáðàç êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ nkP , 1 2 nZ , Z ,..., Z , ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâà-
ìè 1 1 2 2 n na , b , a , b ,..., a , b , ãäå nkP  – ìíîæåñòâî
ïåðåñòàíîâîê èç n  ýëåìåíòîâ, k  èç êîòîðûõ
ðàçëè÷íû [4]. Îáîçíà÷èì òàêîé k -îáðàç ìíîæåñòâ
÷åðåç nk 1 2 nPI (Z , Z ,..., Z )  èëè nkPI  è íàçîâåì ìíîæå-
ñòâîì ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê. Ñëåäóÿ [5], ïðåäñòà-
âèì ìíîæåñòâî nkPI  â âèäå nknk PPI (x)  ñ ïàðà-
ìåòðàìè

1 1 1Z (a ,b ) , 2 2 2 n n nZ (a ,b ),...,Z (a , b ) ,

1 2 nx (x ,x ,..., x ) .

Êîìïîçèöèîííûé îáðàç nkPI  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê ïàð j ji i(a , b ) , ò.å. óïîðÿäî-
÷åííûõ íàáîðîâ âèäà nkh PI ,

1 1 2 2 n ni i i i i ih (a , b ,a ,b ,..., a , b ) , s s ni , j J , s si j ,

ns J . Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà nkPI  îòëè÷àþòñÿ äðóã
îò äðóãà òîëüêî ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ ïàð â íàáîðàõ.
Ïîñêîëüêó êàæäîå ìíîæåñòâî i nZ , i J , ñîäåðæèò
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

nkPI  ðàâíà ìîùíîñòè áàçîâîãî êîìáèíàòîðíîãî
ìíîæåñòâà nkP .

2. Êîìïîçèöèîííûé îáðàç êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ m

nkA , 1 2 nZ , Z ,..., Z , ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâà-
ìè 1 1 2 2 n na , b , a ,b ,..., a ,b . Çäåñü  m

nkA  ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îáùåå ìíîæåñòâî ðàçìåùåíèé èç n
ýëåìåíòîâ, k  èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû, ïî m [4]. Åãî
ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå m -âûáîðêè
èç n  ýëåìåíòîâ, k  èç êîòîðûõ  ðàçëè÷íû. Òàêîé k -

îáðàç ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì ÷åðåç m
nk 1 2 nAI (Z , Z ,..., Z )

èëè m
nkAI  è íàçîâåì ìíîæåñòâîì ïàðíûõ ðàçìåùå-

íèé. Íà îñíîâàíèè [5] ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî m
nkAI

â âèäå m
nk

m
nk AI

AI (x)  ñ ïàðàìåòðàìè 1 1 1Z (a ,b ) ,

2 2 2 n n nZ (a ,b ),...,Z (a , b ) , 1 2 nx (x ,x ,..., x ) .

Êîìïîçèöèîííûé îáðàç m
nkAI  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îáùåå ìíîæåñòâî ðàçìåùåíèé ïàð j ji i(a , b ) , ò.å.
óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ âèäà m

nkh AI ,

1 1 2 2 m mi i i i i ih (a , b ,a ,b ,..., a ,b ) , s s ni , j J , s si j ,

ms J . Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà m

nkAI  ðàâíà ìîùíîñòè áàçîâîãî îáùåãî
êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà ðàçìåùåíèé m

nkA .

3. Êîìïîçèöèîííûé îáðàç êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ
m
nC , 1 2 nZ , Z ,..., Z , ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâàìè

1 1 2 2 n na , b , a ,b ,..., a ,b , ãäå i i iZ (a ,b )  ðàçëè÷-
íû, ni J . Çäåñü m

nC  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî
ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n  ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ
ïî m [4], ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî 1 2 m

m
i i i nh (g ,g ,..., g ) C

ñïðàâåäëèâî 1 2 mi i ig g ... g . Ïðåäïîëîæèì ïðè
ýòîì, ÷òî êðàòíîñòè i  ýëåìåíòîâ a1 2 kg ,g ,...,g  ìíî-
æåñòâà A  ðàâíû

a1 2 k... m ,               (1)

à ìíîæåñòâî B  èìååò âèä:

1 2 nB b , b , ..., b ka1 2
a1 2 ke , e , ..., e ,

a1 2 k... m .                (2)

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâà iZ  ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

1 2 m 1 1Z Z ... Z (g ,e ) ,

m 1 m 2 2m 2 2Z Z ... Z (g , e ) , ... ,

a an m 1 n m 2 n k kZ Z ... Z (g ,e ) .

Ýòîò k -îáðàç îáîçíà÷èì m
n 1 2 nCI (Z , Z ,..., Z )  èëè

m
nCI  è íàçîâåì ìíîæåñòâîì ïàðíûõ ñî÷åòàíèé ñ

ïîâòîðåíèÿìè. Ñ ïîìîùüþ [5]  ïðåäñòàâèì ìíîæå-
ñòâî m

nCI  â âèäå m
n

m
n CI

CI (x)  ñ ïàðàìåòðàìè

1 1 1 2 2 2 n n nZ (a ,b ),Z (a ,b ),..., Z (a ,b ) , 1 2 nx (x ,x ,..., x ) .

Êîìïîçèöèîííûé îáðàç m
nCI  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ìíîæåñòâî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè ðàçëè÷íûõ

ïàð j ji i(a , b ) , ò.å. óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ âèäà

m
nh CI , 1 1 2 2 m mi i i i i ih (a , b ,a ,b ,..., a ,b ) , s s ni , j J ,

s s mi j , s J . Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

1 1 2 2 m mi i i i i i(a ,b ) (a ,b ) ... (a ,b ) , ãäå - íåêîòî-
ðîå áèíàðíîå îòíîøåíèå, çàäàííîå íà ìíîæåñòâå
ïàð i i(a , b ) , mi J .

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà m
nCI  îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà

ñîñòàâîì ïàð â íàáîðå h . Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà m
nCI

ðàâíà ìîùíîñòè êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà ñî÷å-
òàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè m

nC .
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3. Ïîãðóæåíèå êîìïîçèöèé êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

Îñóùåñòâèì îòîáðàæåíèå k -îáðàçîâ êîìáèíàòîð-

íûõ ìíîæåñòâ m m
nk nk nX PI , AI ,CI  â àðèôìåòè÷åñ-

êîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî NR . Çäåñü N – êîëè-
÷åñòâî ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ îäèí óïîðÿäî÷åí-
íûé íàáîð h X . Ñîãëàñíî [3,4] óêàçàííîå îòîáðà-
æåíèå (íàçûâàåìîå ïîãðóæåíèåì) çàäàäèì â âèäå:

Nf : X R , 1 2 Nh (h ,h ,..., h ) X ,        (3)

ãäå N
1 2 Nx f (h) (x , x ,..., x ) E R , i ix h , Ni J .

Â ðåçóëüòàòå ïîãðóæåíèÿ f  êàæäîìó ìíîæåñòâó X
ìîæíî ïîñòàâèòü âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ïîäìíîæåñòâî E  åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

NR . Èññëåäóåì ñâîéñòâà îáðàçîâ ââåäåííûõ âûøå
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, êîòîðûå îáîçíà÷èì nk nkEI f (PI ) ,

m m
nk nkEI f (AI ) , m m

n nSI f (CI ) .

4. Ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê PInk

Ðàññìîòðèì îáðàç ìíîæåñòâà ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê

nkPI â ïðîñòðàíñòâå NR , N w 2n , ïðè îòîáðà-
æåíèè f  âèäà (3): nk nkEI f (PI ) , 2n

nkEI R .
Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà nkEI  ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû

2nx R  âèäà 1 2 2n nkx (x , x ,..., x ) EI ,

s sj i j 1 ix a , x b , j 1,3,..., 2n 1 , s ri i  ïðè

s r , s r ni , i J , ns, r J . Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ
ìíîæåñòâà nkPI  ñëåäóåò, ÷òî âñå åãî ýëåìåíòû
ÿâëÿþòñÿ òàêæå ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà ïåðåñòàíî-
âîê 1wkP , ïîðîæäåííîãî ìíîæåñòâîì

1 2 n 1 2 nD a , a , ..., a , b , b , ..., b , w 2n , 1k k , ãäå

1k - êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâå

D . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîò-
íîøåíèÿ: 1nk wkPI P , 1nk wkEI E , ãäå

1 1wk wkE f (P ) .

Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ðàñïðîñòðà-
íèòü íà ìíîæåñòâî nkEI  ðÿä ñâîéñòâ, êîòîðûìè
îáëàäàåò ìíîæåñòâî 1wkE  [3,4].

1. Òî÷êè ìíîæåñòâà nkEI  ïðèíàäëåæàò ãèïåðïëîñ-

êîñòè âèäà 
2n n

i j j
i 1 j 1

x (a b )  â ïðîñòðàíñòâå 2nR .

2. Òî÷êè ìíîæåñòâà nkEI  ïðèíàäëåæàò (2n 1) -

ñôåðå W , îïèñûâàåìîé ñèñòåìîé

2n n

i j j
i 1 j 1
2n

2 2
i

i 1

x (a b );

(x ) r ,

ãäå

n

j j
j 1

1 (a b )
2n ;

2
n n

2
i i j j

i 1 j 1

1r a b (a b )
n .

Èññëåäóåì ñâîéñòâà ìíîæåñòâà nkEI , îòëè÷íûå îò
ñâîéñòâ åâêëèäîâà ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê. Îáî-

çíà÷èì wI 1,3,..., w 1 , wI 2,4,..., w , w 2n .

3. Ìíîæåñòâî nkEI  ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ãè-
ïåðïëîñêîñòåé âèäà

i jx x 0 , wi, j I , i j ,

i jx x 0 , wi, j I , i j .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì íà îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà
óòâåðæäåíèÿ î ñèììåòðèè ìíîæåñòâà wkE  îòíîñè-
òåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé

i jx x 0 ,  wi, j J , i j ,            (4)

ïðèâåäåííîãî â [4]. Â òî÷êàõ ìíîæåñòâà nkEI
êîîðäèíàòû i wx , i I , ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ âñå-
âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

1 2 nA a , a , ..., a , à êîîðäèíàòû i wx , i I , - çíà-
÷åíèÿ âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ ìíî-
æåñòâà 1 2 nB b , b , ..., b . Ïðîâîäÿ äîêàçàòåëüñòâà,
àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâó ñèììåòðèè wkE  îòíî-
ñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé âèäà (4), îòäåëüíî äëÿ
êîîðäèíàò i wx , i I  è äëÿ i wx , i I , ïðèõîäèì ê
ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ.

4. Òî÷êè ìíîæåñòâà nkEI  ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâàì
ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé 

aT , 
bT  âèäà

aT : t t

s s

i j
t 1 t 1

x a ,

ãäå t wi I , t nj J , 1 2 si , i ,..., i ; t p t pi i , j j

ïðè t p ; st, p J , ns J ,

bT : t t

s s

i j
t 1 t 1

x b ,

ãäå t wi I , t nj J , t p t pi i , j j  ïðè t p ; st, p J ,

ns J .

Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò n2 1  ñåìåéñòâî êàæäîãî
âèäà, à â êàæäîì èç ñåìåéñòâ ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå,

÷åì 
n
s

 ãèïåðïëîñêîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìîæåò
áûòü ïîñòðîåíî íà äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ î
ðàñïðåäåëåíèè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà wkE  ïî ñå-
ìåéñòâàì ãèïåðïëîñêîñòåé âèäà [4]:

j j

i i

j 1 j 1
x g ,
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ãäå j j w j t j t, J , ,  ïðè t j ; it, j J ,

wi J , à ìíîæåñòâî wkE  ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè

1 2 wg ,g ,...,g . Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëü-
ñòâà îòäåëüíî äëÿ êîîðäèíàò i wx , i I  è äëÿ

i wx , i I , òî÷åê ìíîæåñòâà nkEI , ïðèõîäèì ê
ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ.

5. Ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ïàðíûõ ðàçìåùåíèé m
nkAI

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî m
nkEI  – îáðàç ìíîæåñòâà m

nkAI
â ïðîñòðàíñòâå NR , N 2m v  ïðè îòîáðàæåíèè f
âèäà (3): m m

nk nkEI f (AI ) , m 2m
nkEI R .

Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà m
nkEI  ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû

2mx R  âèäà m
1 2 2m nkx (x ,x ,..., x ) EI , sj ix a ,

sj 1 ix b , vj I 1,3,..., v 1 , s ri i  ïðè s r ,

s r ni , i J , ms, r J . Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà m
nkAI , êàê

ñëåäóåò èç åãî ïîñòðîåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ òàêæå ýëåìåí-
òàìè ìíîæåñòâà 

1
v
wkA , ïîðîæäåííîãî ìíîæåñòâîì

1 2 n 1 2 nD a , a , ..., a ,b , b , ..., b , v 2m , 1k k , ãäå

1k - êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâå

D . Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

1
m v
nk wkAI A , 1

m v
nk wkEI E , ãäå 1 1

v v
wk wkE f (A ) .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà m
nkEI  ñïðàâåäëèâû

íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà 1
v
wkE [4]. Îïèðàÿñü

íà íèõ è èñïîëüçóÿ ïîäõîä, àíàëîãè÷íûé ðàññìîò-
ðåííîìó âûøå äëÿ ìíîæåñòâà ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê

nkEI , ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ìíîæåñòâî m
nkEI  ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî

ãèïåðïëîñêîñòåé âèäà

i jx x 0 , vi, j I , i j , vI 1,3,..., v 1 ,

i jx x 0 , vi, j I , i j , vI 2,4,..., v ,

ãäå v 2m .

2. Òî÷êè ìíîæåñòâà m
nkEI  ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâàì

ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé 
aT , 

bT  âèäà

aT : t t

s s

i j
t 1 t 1

x a ,

ãäå t vi I , t nj J , 1 2 si , i ,..., i ; t p t pi i , j j  ïðè

t p ; st, p J , ms J ,

bT : t t

s s

i j
t 1 t 1

x b ,

ãäå t vi I , t nj J , 1 2 si ,i ,..., i ; t p t pi i , j j  ïðè

t p ; st, p J , ms J .

Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò m2 1  ñåìåéñòâî êàæäîãî
âèäà, à â êàæäîì èç ñåìåéñòâ ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå,

÷åì 
m
s  ãèïåðïëîñêîñòåé.

6. Ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ïàðíûõ ñî÷åòàíèé ñ
ïîâòîðåíèÿìè m

nIC

Ïóñòü m
nSI  – îáðàç ìíîæåñòâà m

nCI  â ïðîñòðàíñòâå
NR , N 2m v  ïðè îòîáðàæåíèè f  âèäà (3):
m m
n nSI f (CI ) , m 2m

nSI R . Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà
m
nSI  ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû 2mx R  âèäà

m
1 2 2m nx (x ,x ,..., x ) SI , 

s sj i j 1 ix a , x b , vj I ,

s ri i  ïðè s r , s r ni , i J , ms, r J , ïðè÷åì äëÿ

ëþáîãî m
nx SI  âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

1 3 2m 1x x ... x .

Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà m
nCI  ñëåäóåò, ÷òî

âñå åãî ýëåìåíòû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó v
wC ,

ïîðîæäåííîìó ìíîæåñòâîì

1 2 n 1 2 nD a , a , ..., a ,b , b , ..., b

ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèé (1), (2). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ: m v

n wCI C ,
m v
n wSI S , ãäå v v

w wS f (C ) .

Îñíîâûâàÿñü íà èññëåäîâàííûõ ñâîéñòâàõ åâêëè-
äîâà ìíîæåñòâà ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè [4] è
èñïîëüçóÿ ñõåìó, àíàëîãè÷íóþ îïèñàííîé âûøå
äëÿ ìíîæåñòâà ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê, ñôîðìóëèðó-
åì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà m

nSI .

1. Òî÷êè ìíîæåñòâà m
nSI  ëåæàò íà ãèïåðñôåðå

v
2 2

i
i 1

(x ) r ,

ãäå 2 2
max min

vr (h h )
4

, min max
1 (h h )
2

,

i
max i

h D
h max h , 

i
min ih D

h min h .

2. Òî÷êè ìíîæåñòâà m
nSI  ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâàì

ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé 
aT , 

bT  âèäà

aT : t t

s s

i j
t 1 t 1

x a ,

ãäå  t vi I , t nj J , 1 2 si ,i ,..., i ; t p t pi i , j j

ïðè t p ; st, p J , ms J ,

1 1 2 2 s s m m
m

j j j j j j j j n(a , b ,a , b ,..., a ,b ,..., a , b ) SI ,

bT : t t

s s

i j
t 1 t 1

x b ,

ãäå t vi I , t nj J , 1 2 si ,i ,..., i ; t p t pi i , j j

ïðè t p ; st, p J , ms J ,

1 1 2 2 s s m m
m

j j j j j j j j n(a , b , a , b ,..., a , b ,..., a ,b ) SI .

Ïðè ýòîì ñåìåéñòâ êàæäîãî âèäà ñóùåñòâóåò íå

áîëåå, ÷åì s
n

(n s 1)!Card C
(n 1)!s!

.
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Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû íîâûå òåîðåòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñâîéñòâ êîìïîçèöèîí-
íûõ îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

Ââåäåíû íîâûå êëàññû êîìïîçèöèîííûõ îáðàçîâ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ – ìíîæåñòâà ïàðíûõ
ïåðåñòàíîâîê, ïàðíûõ ðàçìåùåíèé è ïàðíûõ ñî÷å-
òàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Èññëåäîâàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ââåäåííûõ êîì-
áèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ïðè èõ îòîáðàæåíèè â åâê-
ëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïîñëóæèòü îñíîâîé
äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ ìîäåëåé è ìåòî-
äîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñî ñëîæíîé êîìáèíàòîðíîé
ñòðóêòóðîé, ÷åì îïðåäåëÿåòñÿ èõ íàó÷íàÿ öåííîñòü
è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â äàííîì íàïðàâëåíèè
ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ ïîñòàíîâêîé è ðåøåíèåì íà
îñíîâå îïèñàííûõ ðåçóëüòàòîâ êëàññîâ çàäà÷ îïòè-
ìèçàöèè íà êîìïîçèöèîííûõ îáðàçàõ êîìáèíàòîð-
íûõ ìíîæåñòâ.
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Äîñë³äæóþòüñÿ âëàñòèâîñò³ ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ðîç-
â’ÿçê³â, ùî îäåðæàíà ïðè ïåðåõîä³ â³ä çàäà÷³   ìàêñè-
ì³çàö³¿ äðîáîâî-ë³í³éíî¿ ôóíêö³¿ íà ìíîæèí³ ïîë³ïå-
ðåñòàâëåíü áåç äîäàòêîâèõ îáìåæåíü äî çàäà÷³ ç
ë³í³éíîþ ö³ëüîâîþ ôóíêö³ºþ.

1. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè â çàãàëüíîìó âèãëÿä³

Ðîçâèòîê ñó÷àñíî¿ òåîð³¿ îïòèì³çàö³¿ ïðèâ³â äî
âèîêðåìëåííÿ â äèñêðåòí³é îïòèì³çàö³¿ íàïðÿìêó,
ÿêèé ìîæíà íàçâàòè ”åâêë³äîâà êîìá³íàòîðíà îï-
òèì³çàö³ÿ” (äèâ., íàïð.[1-4]). Äîñë³äæåííÿ çàäà÷ â
öüîìó àñïåêò³ â³äáóâàþòüñÿ ÿê çà òèïàìè ö³ëüîâèõ
ôóíêö³é òà îáìåæåíü [1-14], òàê ³ çà âèäàìè
êîìá³íàòîðíèõ ìíîæèí, ùî áåðóòü ó÷àñòü â óòâî-
ðåíí³ äîïóñòèìî¿ îáëàñò³ êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çà-
ö³éíî¿ çàäà÷³.

Ñåðåä âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ äîñë³äæåíü îñòàíí³õ ðîê³â
ç åâêë³äîâî¿ êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ ìîæíà âè-
ä³ëèòè ðÿä ïóáë³êàö³é, â ÿêèõ, ç îäíîãî áîêó
äîñë³äæóþòüñÿ êîìá³íàòîðí³ îïòèì³çàö³éí³ çàäà÷³ ç
äðîáîâî-ë³í³éíîþ ö³ëüîâîþ ôóíêö³ºþ [8,9,11], à ç
³íøîãî – âèâ÷àþòüñÿ ³ ðîçâ’ÿçóþòüñÿ çàäà÷³ íà
ïîë³ïåðåñòàâíèõ ìíîæèíàõ [7, 14].

Ïîòðåáè ïðàêòèêè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ,
çîêðåìà â³äíîñíèõ ïîêàçíèê³â, â ÿêèõ äîïóñòèì³
êîíô³ãóðàö³¿ ìàþòü âèãëÿä åëåìåíò³â ïîë³ïåðåñòàâ-
íî¿ ìíîæèíè, ðîáëÿòü àêòóàëüíèì ³ íåîáõ³äíèì
âèâ÷åííÿ òàêèõ çàäà÷, òîáòî çàäà÷ îïòèì³çàö³¿ ç
äðîáîâî-ë³í³éíîþ ö³ëüîâîþ ôóíêö³ºþ íà ïîë³ïå-
ðåñòàâëåííÿõ.

Ìåòà ëîñë³äæåííÿ – âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé ìíî-
æèíè äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â ç ìåòîþ âèêîðèñòàííÿ
¿õ äëÿ ðîçðîáêè ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷.

2. Âèêëàä îñíîâíîãî ìàòåð³àëó äîñë³äæåííÿ

Ââåäåìî â ðîçãëÿä çàäà÷ó ìàêñèì³çàö³¿ äðîáîâî-
ë³í³éíî¿ ôóíêö³¿ íà ìíîæèí³ ïîë³ïåðåñòàâëåíü áåç
äîäàòêîâèõ îáìåæåíü.
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