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ПОВЕДЕНИЕ ПОЛЯ ВБЛИЗИ  
ОСТРИЯ КОНУСА С ПРОДОЛЬНЫМИ ЩЕЛЯМИ

Введение
Одним из важных вопросов теории дифракции является определение поля вблизи нере­

гулярностей поверхности (границы) рассеивающего тела [1, 2]. Знание поведения электро­
магнитного поля в окрестности сингулярных точек, областей (вершины, острые кромки), на­
пример, при численных расчетах ускоряет сходимость используемого алгоритма и позволяет 
проверить правильность полученного решения при теоретическом исследовании задач рас­
сеяния и дифракции волн на объектах с граничными сингулярностями |3]. Особенность поля 
вблизи нерегулярностей определяет сингулярность заряда и тока в их окрестности. Известно, 
что поле в окрестности ребра идеально проводящего экрана (на расстоянии значительно 
меньшем его кривизны и длины волны) имеет корневую особенность (условие Мейкснера) 
[1]. Результаты исследования поведения электромагнитного поля у вершины сплошного кру­
гового идеально проводящего конуса приведены в [3]. Изучению поведения поля вблизи 
вершины сплошного эллиптического идеально проводящего конуса и его важного частного 
случая -  плоского углового сектора посвящены работы [4-6]. Математический аппарат, ис­
пользуемый в [3-6] для исследования поставленных задач, базируется на привлечении метода 
разделения переменных в сферической [3] и сферо-конической [4-6] системах координат для 
решения уравнения Пуассона, поскольку для изучения поля вблизи сингулярностей доста­
точно рассмотреть статическую задачу.

Поле вблизи острия радиально проводящего конуса (модель конической поверхности, 
образованной набором изолированных друг от друга радиальных проводников) изучено в [7]. 
Однако эта модель не учитывает размеры проводников и их количество, хотя и является 
удачным приближением проволочной антенны.

Цель данной работы -  исследование поведения поля вблизи острия идеально проводя­
щего кругового конуса с периодическими щелями, прорезанными вдоль его образующих. 
Важными частными случаями этой структуры являются полупрозрачный конус (модель про­
волочной антенны с учетом размеров проводников и их количества), конус с одной продоль­
ной щелью и плоский сектор.

Постановка задачи. Метод исследования
Рассматриваемая коническая структура представляет собой полубесконечный идеально 

проводящий круговой конус 2  с периодически 
прорезанными вдоль образующих N  щелями и 
углом раскрыва 2 у , Период структуры I - 2 л  / N  
и ширина щелей ё  -  угловые величины, равные 
величинам двугранных углов, образованных 
плоскостями, которые проведены через ось кону­
са и ребра соседних конических секторов (лент).
Введем сферическую систему координат ( г ,в ,(р) 
с началом в вершине конуса (г  = 0 ), в которой 
поверхность Е определяется уравнением в - у  
(рис. 1). В некоторой области радиуса г , который 
меньше по сравнению с величинами всех пред­
ставляющих интерес длин волн, поля ведут себя 
как статистические.
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Поэтому, следуя [3-7], составляющие электромагнитного поля (или потенциалы Дебая, 
через которые они выражаются) можно было бы представить в виде разложения в ряд по сфе­
рическим гармоникам. Но принимая во внимание тот факт, что поведение поля у вершины ко­
нуса определяется наименьшим из собственных значений соответствующей граничной элек­
тродинамической задачи [3-8], изучим спектр первой краевой задачи уравнения Гельмгольца 
относительно потенциала Дебая для конуса с продольными щелями. В соответствии с [8-10] 
электрический 11\ (задача Дирихле) и магнитный £ / 2 (задача Неймана) потенциалы Дебая рас­
сеянного конусом поля представляются в виде интеграла Конторовича-Лебедева [11]:

и j  =  ~  І  т яИ т С ; (I г, у =  1 ,2 ,  (1)
п  п "'/го

+ 0 0
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К1Т((/г) -  функция Макдональда, параметр д связан с волновым числом; -  известные

коэффициенты, а х^рп -  неизвестные коэффициенты, которые не зависят от волнового числа. 
Переходя в (1)-(3) к интегрированию по мнимой оси (/л = п ) и представляя полученный ин­
теграл в ряд по вычетам подынтегральной функции, приходим к выводу, что спектр первой

( 7 = 1 ) или второй ( 7 = 2 ) краевой задачи будет определяться полюсами коэф-
' ’ >р =О

фициентов х ^ п {/л).
В силу того, что продольные щели прорезаны до вершины конуса, поведение поля вбли­

зи острия будет зависеть не только от степени приближения по г , но также и от направления 
приближения по (р и в , т.к. перпендикулярные и параллельные кромкам щели (ребрам сек­
торов) составляющие ведут себя по разному в их окрестности [1 ,2]. Поведение поля вблизи 
острия будет зависеть также от вида падающего поля. Так, при возбуждении конуса с про­
дольными щелями электрическим радиальным диполем рассеянное поле определяется элек­
трическим потенциалом Дебая 11[, и спектр соответствующей граничной электродинамиче­
ской задачи совпадает со спектром задачи Дирихле ( /  = 1). Если в качестве источника рас­
сматривается магнитный радиальный диполь, то спектром граничной электродинамической 
задачи является спектр задачи Неймана { / = 2). В случае возбуждения конуса диполем про­
извольной ориентации или дифракции плоской волны (как частный случай рассеяния поля 
поперечного диполя) на данной конической структуре спектр граничной задачи определяется 
как спектром задачи Дирихле, так и спектром задачи Неймана. Например, для 7  = 1 или 
7  = 2 поведение поля определяется следующим образом [2, 7, 8 ]:

7 = 1 , | Ё  Н  с]г Г1+а, \Н \~ \дг \а , д г « 1 % (4)
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(7)

Найдем спектры в частном случае полупрозрачного конуса.

Задача Дирихле
«Полупрозрачный» конус -  это предельный случай рассматриваемой поверхности, когда

число щелей велико ( N  » 1 ), а их ширина сравнима с периодом структуры 

предположении существования предела

1 - й

I
« 1

0 =  1 ІШ
N-»+00 
<//./-> 1

1 п 4
--------ІП С 0 8 -------

Ж 2/
> 0 . (8)

Такая поверхность как пропускает, так и отражает (с учетом дифракционных эффектов) 
поле в зависимости от параметра заполнения () и может служить моделью проволочной ан­
тенны и отражателя. При этом на поверхности такого типа полупрозрачного конуса выпол­
няются усредненные граничные условия для радиальной составляющей электрического поля 
Ег н азимутальной для магнитного поля :

Е І  = Ег , ±
\vQsmy

ґ  я 2

д ґ
( г Н у ) , (9)

/

г д е Я  = # + - Я  ; / + и /  означают предельные значения функции /  при $ -  / ± 0  ; знак

"+" перед ц -  для гармонической зависимости е1(М, а знак -  для зависимости е ; уу- 
волновое сопротивление среды. В отличие от усредненных условий на поверхности радиаль­
но проводящего конуса [7] условие (9) для полупрозрачного конуса содержит параметр <2 > 
связывающий число щелей и их размеры.

В данном случае спектр задачи Дирихле определяется корнями уравнения:
Г(1 /2  + /г — т) пт (____\ Г>т I ____ \ , 1Чт

71- -Р~112+м(С0^Г)Р-1/2+м( - С0^Г) + Ш - ^ )  ‘ = (10)
Г(1/2 + гг + т)

Если источник находится на оси конуса (<р0 = 0 , 0о - к , т = 0), то уравнение (10) упрощает­
ся и принимает вид:

л Р - \ / 2+ц (с^ У ) р- \12+ + 2 £ с о з я ^  = 0 . (1 1 )
В частном случае полупрозрачного конуса, когда <2 мало ( £ ? « 1 ) ,  корни (11) находятся 

вблизи корней Р_ц2+ д (±сое/ )  = 0 , /и = ]и(у,6) :
г\ ±
2  со

------- з— -----------------------------І --------------------------- <2 + 0 ( 0 ^ ,  (12)
к

й
й ц

. (СОБ у) -  0 , Р

р-\І2+іл(со*У)р- \ і г+ ц (ш~(&&7)

е_ ( - соеу) = 0 , 4~ = £ г (у),  5 = 0 ,1, 2 ,... (13)
. - т и р  * -1/2+4;

При 0 - 0  (11)-(13) определяют спектр краевой задачи Дирихле для сплошного конуса в 
случае осесимметричного возбуждения [3, 7]. Таким образом, как это следует из (12) и (13) 
спектр задачи Дирихле для полупрозрачного конуса (<2 « 1 )  представляет собой возмущен-
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ный спектр задачи Дирихле для сплошного конуса. Наименьшим из собственных значений
(12)является //о;

Mo =4о - a Q  + 0 (Q  ) ,

где а
со

,rP- l l 2 +a-0 (-COSr ' > J » P- ' l l ^ (rCO!‘ r )

> 0 , 0 < у  <
л

(14)

(15)

Тогда поведение поля у вершины полупрозрачного конуса ((? « 1 )  (4) определяется из
1 _ 1 9 

(5), (14) значением а  = —  + Мо = —  + £о ~ а б  + 0 (£? )• (16)

Учитывая, что а Шг = —^+£о  характеризует поведение вблизи острия сплошного кону-
1

са [3,7], представление для а  ( 16) принимает вид а  = а Шг - а ( )  + 0((?г ).

Принимая во внимание (15) и неравенство 0 < а 1: <1 , у < я  /2  [3], заключаем, что 
особенность у электрического поля у вершины полупрозрачного конуса ( й  « 1 ) выше осо­
бенности электрического поля вблизи вершины сплошного конуса. В соответствии с (4) маг­
нитное поле у вершины конуса ограничено.

В другом частном случае полупрозрачного конуса ((9 » 1 )  асимптотика корней (11) 
имеет вид:

Т + До = “  + 0 ( б - ' ) .  (17)fis = "  + 5 + ̂ “ f ^ ( cosr ) 32 + 0 (ß  2)> 5 = 0 ,1, 2 ,..., а а - L  + 0  ( Q - 2 ) .
2 Q

Согласно (4), (17) электрическое поле у вершины такого типа полупрозрачного конуса 
(() » 1) имеет сильную особенность. Магнитное поле при дг « 1  ограничено. Как это сле­
дует из (17) особенность у вершины полупрозрачного конуса зависит от параметра заполне­
ния <2 » 1 , в то время как зависимость от угла раскрыва у  несущественна (в отличие от 
сплошного идеально проводящего конуса). К такому выводу пришли и авторы работы [7] для 
радиально проводящего конуса, поскольку рассматриваемый тип полупрозрачного конуса 
( 0  » 1 ) можно считать также радиально проводящей конической поверхностью с разомкну­
той вершиной. На рис.2-5 даны кривые зависимости собственных значений /и§ , щ  от пара­
метра <2 при различных у (1,у  = тг/ 8 , 2. у - п ! 4 , 3. у ~ п ! Ъ ) .  При < 2 « \  кривые прибли­
жаются к корням функций Лежандра (13) и их поведение согласуется с асимптотиками (12). 
При увеличении <2 кривые приближаются к значениям 0.5 и 1.5 соответственно, что совпа­
дает с их асимптотическим поведением (17).

Рис. 3
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10  15  
Рис, 4

Рис, 6

1 0  15  
Рис: 5

Рис. /
На рис. 6-7 приведены зависимости параметра а ( 0 д л я  различных значений у  

{ \ . у ~ п ! Ь ,  2 . у - я / А ,  3, у - ж ! 3), характеризующих поведение поля вблизи вершины по­
лупрозрачного конуса.

Заключение
В данной статье приведены результаты исследования поведения поля у вершины не­

замкнутой конической поверхности. Изучено влияние щелей на особенность поля в случае 
полупрозрачного конуса. Показано, что при возбуждении электрическим диполем полупро­
зрачного конуса (модель проволочной структуры) особенность электрического поля у вер­
шины выше особенности поля у вершины сплошного конуса. Приведены кривые зависимо­
сти для показателя, зависящего от параметра заполнения структуры, характеризующего по­
ведение поля вблизи острия.
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