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При исследовании систем автоматического управления, содержащих 
сложные гидравлические или пневматические сети, возникает задача опре­
деления динамических характеристик этих сетей и исследования их дина­
мических свойств.

Д ля сложных сетей или систем решение этой задачи связано с по­
лучением математического описания их неустановившихся процессов и 
решением полученных зависимостей при помощи электронных вычисли­
тельных устройств.

Математическое описание ступенчато-неоднородных гидравлических 
цепей или сложных сетей структурно определяется математическим опи­
санием их отдельных однородных участков и топологией всей сети. Не- 
установившиеся процессы в отдельных однородных участках сети могут 
быть описаны дифференциальными уравнениями в частных производных. 
Математическое описание гидравлических сетей в неустановившемся ре­
жиме наряду с дифференциальными уравнениями однородных участков 
будет включать в себя и уравнения их связи, определяемые топологией 
сети, что в совокупности представит сложную систему уравнений, анали­
тическое решение которой может быть весьма затруднительно. Представ­
ляется возможным использовать аппарат теории многополюсников и не­
которые сведения из теории графов для математического описания гид­
равлических сетей с целью определения на электронных вычислительных 
машинах динамических характеристик этих сетей в любых сечениях их 
однородных участков. Эта задача тесным образом связана с нахождением 
установившихся колебаний давлений и расходов в некоторых точках сети.

Известные работы в области исследования подобных систем с при­
менением теории пассивных четырехполюсников, например [1], предусма­
тривают знание нагрузочных импеданцев и предназначены для разветв­
ленных цепей, имеющих вид корневых деревьев. Д ля сетей, которые 
имеют наряду с висячими ветвями циклы, метод, описанный в [1], не 
пригоден. .

Цель данной работы заключается в изложении метода определения 
колебаний давления и расхода жидкости или газа в произвольных сече­
ниях однородных участков сети при помощи ЭВМ.

1. Д ля описания неустановившегося движения воздуха по изоли­
рованной ветви шахтной вентиляционной сети воспользуемся уравнением 
одномерного неустановившегося движения сжимаемой жидкости, движу­
щейся с дозвуковой скоростью [2]
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=  Са — удельная акустическая гибкость, коэффициент связывает из-

Здесь Л, р, v — средние давления, плотность и скорость потока,
С0 — скорость распределения звука в шахтной атмосфере,

X — коэффициент сопротивления,
8 — гидравлический радиус сечения.

Практически плотность шахтной атмосферы при дозвуковых ско­
ростях течения меняется незначительно в силу этого можно принять 
Р =  const. Умножим и разделим каждый член уравнения, содержащий 
о на 5 , a v 2 на S 2, где 5  площадь сечения выработки. Обозначим S v  =  
=  q расход воздуха через сечение х  в единицу времени,

=  R a — удельноя аэродинамическое сопротивление ветви;

■g- =  L a — удельнае акустическая масса, коэффициент, связывающий из­
менение расхода и потерю давления на участке ветви равной 
единице при нестационарном движении;

_S

менение давления на единичном участке ветви с избыточным 
притоком воздуха на этот участок.

С учетом этих обозначений система (1) перепишется в виде

^   т дд . р  а
L °dT +  H*q

dq _ r  dh ^
’ d x ~ L a d f

Уравнение (2) содержит нелинейный член R aq2. С целью упрощения за­
дачи производится линеаризация уравнений посредством разложения не­
линейной функции в ряд Тейлора по степеням малых приращений, взя­
тых в окрестности установившегося режима, принимаемого за начало 
отсчета. После соответствующих преобразований и принебрежения чле­
нами более высоких порядков малости система (2) приобретает вид

- g “ i . ^  +  2R A A  Ч

  dAq  р, дАh
~~~дх ~  a ~ d t  *

Здесь Aq, ДА — избыточные значения расхода и давления в сечении х  ветви 
над стационарными, существовавшими при t <  0 .

Тогда, в силу линейности системы (3) граничные и начальные условия 
могут быть записаны в виде

х  =  0 ДА (0j/) =  h i t )  t =  0 ДА(х. 0) =  0 
х  =  / Дq ( /jt) =  /а (/) Д<7 (х. 0) =  0 .  ̂ '

Пусть ДА(Х]/) и Дq (x . t )  функции, удовлетворяющие условиям Д и­
рихле. Тогда имеют место соотношения

ДА (x ,t)  =  ^  j  Н (х, о>) eimtdu>.

Г  Ф
Дq (х, t) =  ~  $ Q (х, u>) eJmfdu>.
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"Здесь Ъ \ х ,  и);, Ъ \ х ,  в); *чжгл7’1'1ыа.''Лккг7]ы .,'1р5ЧКОДИ.ДЛ.^Ди.До1̂ .,Й / , 
определяемые из выражений

Н (х ,  «)) =  Г ДА (х, {) е~>ш‘<И

1 (6)
<2 (х, ш) =  £ Д<7 (х, /)

о

Функции Д/г (лг, 0  и Д<? (л, /) можно рассматривать как бесконечные 
суммы функции вида Н  {х, <о)е>ш‘ и £) (х, ш) е;ш'.  Будем искать решение си­
стемы (3) для каждого составляющего этих сумм. В этом случае система 
(3) может быть записана в виде

Здесь

-  =  (*1т > +  2^ < 2  

Н ( Х ,  (О).

Решение системы (7) имеет вид
<2 (х, (о) =  А 1 (ш) е '^ *  +  А 2 (<») е—,(а>1х 
Я  {х, ш) =  — р ((о) А ^ м *  +  р («>) А 2е— ^ .

(7)

(8)

V (со) =  У (/ш£а +  2/?а<70) /шСа

/ \ 1 /  2^а‘?о
р И  =  I /  -

/ шСа *

^ М ш)> ^ з ( ш) — определяются по заданным граничным условиям. В част­
ности при заданных граничных условиях вида:

х  =  0 <2 (0, о>) =
х  =  I 01 (I, (в) =  0 2еы .

Решение (7) имеет вид

Я  (0, ш) =  Р (ш) сШ V («) 10 (0, ш) -  0  (/, «),
п  (9)

н  (/’ “ ) =  « ( 0 . ®) -  р (“ ) с*ь V И  '<2 (Л <*>)■
или в матричном виде

Я(ш) =  2 (ш)<2 ( о>). (10)
Здесь 2  (ш) — квадратная матрица, составленная из коэффициентов си­

стемы (9), известая под названием матрицы полных сопро­
тивлений четырехполюсника.

2. Рассматривается задача нахождения установившихся колебаний
расходов в наперед заданных сечениях ветвей, расположенных в сети, 
имеющей замкнутые циклы.

Задана вентиляционная сеть С произвольной конфигурации. Связь 
между комплексными амплитудами потоков (расходов) и давлений на
концах ветви дается уравнениями (9).

Система й  содержит сосредоточенные источники давлений и местные 
сопротивления, падение на которых Я  =  Я м<2 (линеаризованный случай). 
Д ля узлов сети справедливы законы Кирхгофа.

Ставится задача: в заданных п — точках сети определить значения 
потоков <2<->, 0 (2~ )......... 0<п~>. Удобно рассматривать электрическую ана­
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логию этой задачи. Пусть й  =  (2СГ) конечный мультиграф, где X  — мно­
жество вершин, Г-— множество ребер [3]. Множество Г состоит из трех 
типов ребер.

1. Ребро ук(к =  \,  2, . . . ,  п), соответствует последовательно вклю­
ченному источнику напряжения (рис. 1) с уравнениями

<?£Г> =  0 . Ж  =  Н к +  Щ-У. (11)

$
' Нк |  Нн
о ■ <

С

2
Рис. 1. Рис. 2.

Логически систему рис. 1 можно заменить шестиполюсником рис. 2 
с уравнениями (10).

2. Ребро уь(к = п - \ - \ ,  п +  2, . . п +  г) соответствует четырех­
полюснику рис. 3 с уравнениями "

<Э* =  <2 ;, я ;  =  я * -<?;/?*, (12)
где — сосредоточенное пассивное 
сопротивление.

о

/ %  1

3. Ребро ук {к =  п -)- г +  1, п 4 ­
" ' I--------1 -* °  +  г +  2 , . . . ,  п +  г + т )  соответствует

 ̂ 1 ^  1 длинной линии с уравнениями

— 4 *  ^  0 я ;  =  М »  — **<!»•

Рис з Здесь а*, р* — элементы матрицы 2  («>)
' ' в ( 10). _

В соответствии с реальной газодинамической задачей* предполага­
ется, что на висячих вершинах мультиграфа О выполняется условие

я* =  о, ( я ; = о ) .  (И)
Д ля каждой невисячей вершины Х 8(Х $ е X )  должны выполняться 

два типа соотношений, связывающие граничные значения токов (потоков) 
и напряжений (давлений) для ребер ук, соединенных в вершине Х $ (рис. 4).

=  Н 1 =  Н , =  . . .  =  Н л. (15)
*=1

Например, рассматривается сеть, приведенная на рис. (5, а). Необхо­
димо определить значения потоков в точках А, В, С, О  и Е.  Эта сеть 
моделируется мультиграфом О, с вершинами Х$, ребрами ук с выбран­
ными на них направлениями, причем ребра у г, . . ., у ъ — типа / ,  оста ль-

* Висячими вершинами сеть сообщается с атмосферой так, что избыточное давле­
ние здесь было равно нулю.
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ные у  к ребра типа 3 (рис. 5, б). Ребра у г, у3, уА, у А введены формально 
в в  для того, чтобы определить токи (потоки) и 0 *4—*. К
приложенные напряжения (давления) #<->, Н'~К  в соответ­
ствии с рис. 5, а можно считать равными нулю. В силу услоляя (1 4 ) на

Рис. 4.

висячей вершине Х г ко входу длинной линии у ь (в точке А) п о л к ж ч ея  
активный двухполюсник, обеспечивающий напряжение (давление) Н ~ ■ =
=  Н ге’,а*.

Задача определения потоков в точках А, В, С, О, Е  равносильна 
задаче нахождения внешних токов О',- ), . .  ., пассивного 2л — вэ-
люсника (п =  5), составленного из ребер у8, . . ., у\ь-

Рис. 5.

Количество уравнений (11) равно Зл, уравнений (12) — 2г, уравне­
ний (13)—2 т ;  число уравнений (14), (15) для каждой вершины X ,  сов­
падает с числом ат, инцидентных ей ребер, так что всего уравнений (141. 

(*)
(15) будет 5 ]§ Ч =  2 | Г |  =  2 | л  +  г +  т \,  где |Л:{, | Г [ — количество вер-7]= 1 щ ^
шин и ребер мультиграфа С. Всех уравнений получится 4 (л — г  — 

+  т )  +  л. Следовательно, обозначая через с вектора =  (Я ,, /Г С ',. 5 , ,

11 6-728
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/ / 2, Я ',  . . 0'п+г+т, (ЗігК • •• ,  можно переписать систему

уравнений (11), (12), (13), (14), (15) в матричной форме V  • А  (ш )= ш, где

А  (ш) квадратная матрица, ш =  (0, 0, . . . ,  О, Н\~К Щ~К . . . ,  Эта

система имеет решение о =  о>Л (і»), если сієї А  (ш) ф  0.
Переменное Нк[Н'к  ̂ на висячих вершинах удобнее исключать, ис­

ходя (14); аналогично Я*, Н'к, (?*, С£к для всех активных ребер можно 
исключить с помощью (11), (14). После этого активные ребра, инцидент­
ные висячим вершинам могут быть удалены для упрощения схемы из 
О (ух, у5 на рис. 5, б), оставшийся мультиграф обозначается С0 =  (Х 0Г0). 
Получается система

М о (® ) =  ио ( 16)

меньшей размерности, чем предыдущая, с решением о0 =  (“ )• ®

(
т т \^  уг | ,  где У блок матрицы Л0-1 (со) размерности 

п х  п, можно записать часть решения а0 =  (о1, в виде

^ < - > = Я < - > Г .  (17)

Здесь для удобства все векторы считаются строками, так что матрица 
У ,  транспонированная по отношению к найденной, называется матри­
цей полных проводимостей 2л-полюсника.

В качестве исходных данных для.составления системы (16) выбира­
ются матрица инцидекций 5* мультиграфа б  и таблица значений 7*. 
р* (& =  п +  г +  1, . . . ,  п  +  г  +  т ) ,  заготовленных заранее, или вычисля­
емых по стандартным подпрограммам. Так рис. 5, б (без пунктирных ребер) 
соответствует таблица 1, приспособленная для составления системы (16).

( 5 5
С1 И

так, чтобы столбцы блока | ^ |  соответствовали активным ребрам, стро­

ки блока [535 4] — висячим вершинам Х 2Х 1г. Уравнения из системы (16< 
для вершины Х 3 имеют вид <2'6 — С}7 — ф 1О =  0, Я '6 — Н 7 =  0, Н'6 —
— Я 10 =  0; для вершины Х 4 С}'7 — =  0; для активного ребра у> —
— Я 7 + Я 8 =  Я^_ ); для пассивного ребра у-, (13) а7С? 7 — р7<3'7 — # 7 =  9.
р?@7— *7^7 — Я 7 =  0 и т. д. Сопоставляя эти уравнения с таблицей, 
можно сформулировать следующие правила составления системы (16). 
справедливые для всякого О и удобные для ввода в вычислительную 
машину.

1. Каждая строк;' блока (5 45 2) дает уравнение £5^фг=  0, где 1-й 
. / 

номер строки, /-й номер столбца; сумма берется по всем столбцам, 
5у  — элемент матрицы 5; (?, =  при /  <  п. 
ф, — первый поток (ток) /-го столбца при Бу  =  1 и /  >  п;
Сії — второй поток (ток) /-го столбца при 5 ц =  1 и /  >  л (см. уравне­
ние для вершины Х і ).

* См. [3] Напомним, что на ребрах мультиграфа О выбраны направления; с жх 
учетом составляется 5 , как матрица инциденций для дуг графа.
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2 . г-ая строка блока с к отличными от нуля элементами дает 
А — 1 уравнений: Я,у — Я ,2 =  0, Нц —  Я ,-3 =  0, . . .  Н п —  Н}к =  0, где 
1̂ , <2, . . . , / *  — номера столбцов с отличными от нуля элементами,
Я,- — первое давление (напряжение) /-го столбца при 5у  = — 1;
Я,- — второе давление (напряжение) /-го столбца при =  1 (см. уравне­
ние для вершины Х 3). '

3. /-му столбцу блока 5 0 соответствует одно уравнение Я г — Я* =  
=  Я(->, где Ни  Я* выбираются следующим образом. Пусть в /-ом столбце 
элемент 5// =  1, 6'р/ =  — 1. В 1-й строке блока 5 2 отыскивается любой 
отличный от нуля элемент и значение давления (напряжения) из 
столбца ц берется в качестве Ни  причем значению — — 1 отвечает 
левое давление (напряжение) столбца ц, значению =  1 — правое. Ана­
логично в р-ой строке из 5 2, отбирается элемент 5 р/- =  +  1 (— 1) и в ка­
честве Я* принимается правое (левое) давление (напряжение) столбца г
(см. уравнение для активного реб

4. Д ля /-го столбца блоков
ра Уъ)
*$2 , составляются два уравнения срф,—

— — Я,- =  0, В,0У — а , — Я'. =  0, где ф; (Я,) первый поток (давле­
ние) /-го столбца, ф ' (Я'.) — второй поток (давление) /-го столбца, причем, 
если Я , (Я'.) =  Я (—\  то последнее переносится в правую часть (см. урав­
нения для ребра Ут).

Можно подсчитать, что число уравнений системы (16) общей схемы 
О0 равно 4 | Г01 — 3п0 — й0, где л0, й0 — количество активных ребер и 
висячих вершин в Од. Д ля примера рис. 5, б число уравнений составляет
4-13—3-3—2 =  41. Вычисление матрицы У можно производить либо об­
ращая матрицу А 0 (со) системы (16), либо решая систему (16) и при этом 
выделять переменные на клеммах образованного 2п полюсника.
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