
УДК 621.391.832

О. В. ОВЧАРЕНКО
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Л (О ПРИ А (<)>0

Обозначим через S(to) комплексный спектр вещественного 
сигнала u(t). Если u(t) имеет сплошной спектр на носителе 
(—А—©о, —co0+ A)U (—A-ficoo, юо4-А), то u(t) может быть есте­
ственным образом представлен в виде u (t)= A (t) cos {(о0і+ Ф (і) ) ,  
где амплитуда A (t) и фаза Ф (0  однозначно определяются с по­
мощью интеграла [1]

д

72



следующим образом: '
A {t) —2 |/.(/», Ф (0 == arg/■(*). ( 1 )

Существует другой способ определения амплитуды и фазы 
модулированных колебаний, ооно-ванный на п-реобразовании Гиль­
берта: .

A(t)--=Vu* tt) + {Ни (7))2; Ф (0 =  - ^  + arccos^  (2)

оо
г, ... 1 ('й(х)^Тгде H a ( t )= — I ——

те J  х —  t> — во-
преобразование Гильберта (интеграл понимается в смысле глав­
ного значения по Коши). Оба описанные способа — спектральный 
и гильбертов дают одну и ту же амплитуду и фазу [2].

В работе под амплитудой и фазой сигнала и(() понимаются 
функции Л (7), Ф(1), определяемые формулами (1) или (2). Эти 
функции будем называть гильбертовой амплитудой и фазой.

В литературе давно рассматривается задача об установлении- 
связи между фазой и амплитудой модулированного сигнала (фа­
зовая проблема) [3]. К  настоящему времени установлено,, что 
в широких классах сигналов множество фаз для каждой фикеи- 
рованой амплитуды бесконечномерно и, следовательно, в, та­
ких классах сигналов эта задача не представляет интереса для 
практики. С другой стороны, в достаточно узких классах сигналов 
множество рсех фав для каждой фиксированной амплитуды*- 
может быть конечномерным и даже одномерным, например, 
в классе минимально фазовых сигналов. Следовательно, в узких 
классах сигналов рассматриваемая задача имеет практическое 
значение.

Цель статьи — вывод формулы, описывающей множество всех 
фаз, соответствующих заданной амплитуде, справедливой в уз­
ком классе сигналов «(7) с финитным аналитическим спектром 
на носителе. Помимо этого требования на класс сигналов налага­
ется еще два условия: сигналы иЦ) должны быть такими,- чтобы 
их амплитуда А(1) нигде не обращалась в нуль и убывала на 
бесконечности как \J\t\. Последнее требование дает возможность 
применить асимптотические формулы для амплитуды А(Ь), полу­
ченные в работе [1].

В данной работе в описанном классе сигналов решается урав­
нение

АЦ() =  «•(*) О)

относительно «(7) при фиксированной допустимой амплитуде 
.<4(7) а затем по формуле, (2) находятся все фазы, соответствую­
щие этой амплитуде. Уравнение (3), являясь нелинейным сингу-
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лярным интегральным уравнением (НСИУ), относится к наибо­
лее; сложному классу уравнений математической физики; для 
него нет разработанных методов решения. Ниже приводится ме­
тод решения НСИУ (3), и с его помощью решается поставленная 
выше задача о связи фазы с амплитудой. Отдельные классы ли­
нейных СИУ — так называемые характеристические СИУ, эф­
фективно решаются путем сведения их к соответствующей линей­
ной задаче Римана [4, с. 176]. Оказывается, НСИУ (3) тем же 
методом может быть приведено к линейной задаче Римана, в ка­
честве коэффициента G(t) которой [4, с. 106] выступает, функция 
A2(t). Известно, что линейная задача Римана решается в замк: 
нутой форме в том случае, когда G(t) удовлетворяет условию 
Гельдера на всей вещественной оси R, включая бесконечно уда­
ленную точку [4, с. 45], и при условии, что индекс функции G(t) 
[4, с. 101] конечен. Для обеспечения гельдеровости коэффициента 
задачи Римана На бесконечности1 мы используем асимптотику 
сигнала u(t) на бесконечности. Ее нетрудно получить в рас­
сматриваемом случае сигналов с аналитическим спекторм на но­
сителе с помощью прямых вычислений [1]. Для сигналов, имею­
щих более сложные спектры, нужно применять общие тауберовы 
теоремы. Отметим, наконец, что принятое ограничение A (t )> 0. 
не носит принципиального характера и налагается лишь для уп-_ 
рощения -вычислений. Наличие нулей у функции A (t) переводит 
соответствующую задачу Римана в разряд исключительных слу­
чаев [4, с. 130], которая также поддается решению в замкнутой 
форме, если количество нулей и их кратности конечны. Однако 
при Зтом вычисления становятся более громоздкими.

Решение НСИУ. Вводим функцию комплексной переменной, 
определяемую интегралом типа Коши:

. 4,1Ю - й Л - Т Г Г - 1 №* —00
Если u(t) непрерывна, то ^ (г ) голоморфна в верхней полуплос­
кости D+ и нижней D~ комплексной плоскости С [4, с. 16]. Обо­
значим через x¥+(t), Чr~(t) предельные функции 4r('z) при г-*- 

со стороны D+, D~ соответственно. 'Согласно формулам 
Сохоцкого [4, с. 38] u(t) = W^(t)—^-(t); (5);

со
-  с =  i [ Vjr + (*) + Чг-(0 ]. (б)
It J  т — Z-г **

Подставляч (5), (6) в(3), получаем граничное условие — 4ЧГ+(^)Х 
X ф" (0 = А2 (0 (7) для функции 4r(z). Предположим, что

Д Н (г)^ 0  в D~, тогда функция
i— 4W+(z) в D+;

ЧГ(2)= 1| 'К - (2)]-1 в О-
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т. е. ~4f(z) является решением классической линейной однород­
ной задачи Римана с коэффициентом G(t) =A2(t). .

Хотя A2(t)> 0 на R, эта задача относится к разряду исклю­
чительных случаев, так как на контуре, в качестве которого вы-

■ . . *•,
ступает замкнутая вещественная ось Я = имеется точ1ка
где коэффициент задачи Римана G(t) обращается в нуль. Такой 
точкой является бесконечно удаленная точка, так как A2(t) ^ О 
При |/|-*-оо как 1 /t2. Следует подчеркнуть, что при использова­
нии степенной регуляризации рассматриваемой задачи (обычно 
применяемой для нейтрализации нулей на контуре [4,с. 130]) при 
которой G(t) перейдет в G\(t) = (t2+\)G(t), мы не избавляемся, 
от нарушения на бесконечности гельдеровости коэффициента за­
дачи Римана. В самом деле, хотя при этом G\(t) и'не будет для 
111 —>-оо стремиться к нулю, G\(t) будет стремиться к периодиче­
ской функции E (t ) (см. асимптотику функции A2(t) в [1]). А,лю­
бая периодическая^функция, как известно, не удовлетворяет ус­
ловию Гельдера на бесконечности.

Для преодоления этой трудности мы используем при регуля: 
рйзации исходной задачи Римана асимптотику функции А2($) ‘ 
[1]: .

где Е  (t) = с0 +. са cos (2At -f <р2),  ̂ "
Со, С2, ф2 — вещественные константы, со>0, с2>0. В соответствии 
с нашим предположением. A (t) >0, имеем с0>сг.

Чтобы построить регуляризующие функции, продолжим опре­
деленную на вещественной оси R функцию E (t ) до целой функ­
ции E (z ) = c0+C2cos (2Дг + фг). Эту функцию можно представить
в виде произведения двух целых функций E (z )^2C 2E+(z)E-(<z), 
где Е±(г) не имеют нулей в D± и описываются формулами [1]

(8)

голоморфна в Z)+ Р ~  и удовлетворяет граничному условию ,.

где

Е ± (z) =  cos^Az г ^tp2 ± *АЛ ,̂

  (9)
£

при этом ch2AA =  —.
Теперь введем новую неизвестную функцию

ллл .: V 2ttE±{z) . VI- : -
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Так как Е ±{г) не имеют нулей в Е№, то' ( 2) являются голо­
морфными функциями в В ±. Из (7) получаем граничное условие 
для 'Р1(г):-ЧГ+У)ЧГГ «) =  а 1{П,

г м а л , ) = т ± в т  , ( И)
4 Е  (7)

. Ясно, что 0(7)-»-1 при | Г|-̂ -оо и, следовательно, коэффициент 
б; (7) новой задачи Римана "удовлетворяет условию Гельдер.а,
кроме того, он не равен нулю на всей оси включая бесконечно 
удаленную точку. Так как функция £(7) вещественна и удовле­
творяет неравенствам 0<£(7) ^ £ 0 + £2 то, согласно (11), веществ 
венная функция (?1(7) обладает свойством 0<С?1(7')<оо. Следо­
вательно, ее ивдекс равен нулю.

Пусть Х±(г) канонические функции [4, с. 109]'вспомогатель­
ной задачи Римана: Х^(0^=О\({)Х~^),
тогда Х * (г )е г±(г); (12)

где.

в силу того, что индекс равен нулю.
Функции Х±(^  голоморфны в В- и нигде не обращаются 

в нуль, поэтому можно ввести новую неизвестную кусочно-голо­
морфную функцию

[— Ф+ (2 )/Х+ (г) в Д+;
Ч М - Ь  <14>

Легко проверить, что эта функция должна удовлетворять грани­
чному условию (#)==>Р- 2 (/), представляющему собой условие 
аналитического продолжения, Но это значит, что ^ (г )-  может 
быть любой целой функцией /(«).

Выразим- граничные функции через !({). Из (10), (14)
имеем-

(*) =  _ /  (ОХ"+(0 К 2 с2Е+ (Ш М  + I); 

т - ш _  У ^ ,Е - Ц )  >

Подставляя Чг±("  ̂ в (5), получаем общее решение НСИУ (3): 

и (<) =  — | /2 с. Ц ' ) ^ « ' ) § Ш  + д а з = (Г > '^ е т Г  (15)
Выражение фазовой функции через амплитудную. Дальней­

шие шаги должны быть натравлены на выбор такой целой функ- 
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Цйй f(z), при которой правая часть равенства (i£>) будет веще­
ственна и представима в виде A (t) cos ((о0{+ Ф (()), где A (t) — 
заданная функция. Оказывается, это требование однозначно оп­
ределяет функцию }(г).

Представим входящие в (15) функции в экспоненциальной 
форме:

/ (0 -  \f (0|*м,) (16);' At ± i = V & t 2 + 1 е±ли), 0 < 3 (/) < тг; (17)

Применяя формулы Сохоцкого к интегралу типа Коши (13), по­
лучаем

откуда следует, что функции Г± ±(t) комплексно сопря­
жены и могут быть представлены в виде

r f (0=g(0 cos У (О ±Ш(0 siny(0.

Иеяользуя еоотношения (16), (17), (18), (.20), .записываем, выра­
жение (15) в виде

£±'(0 - c o s (m +  1 ?2 ±/ДА)= 1 [ ^ (' : 4Л+ е "'вд±4й1, (18)

где Д (/) =

где 8 (О =  П  (О I =  1ГГ  (01. У (0 -  arg Г+ (/);

8r(OsinY(0 =  ̂ ln6i(0.
поэтому /

Г+ (t) — F_ (t) — In Gi (tf) =  2g (#) sin y(<)- (19)
Итак,

X±(t)^=eT±W =  e—ig(<>coS7(0±e(*)SI4Tl<) (20)



' X [ ( f  i t ) !- I - c o s  (dj (/) -b A (/)) 4 > fc 6V («Д(t ) '-A(Jj)j + 

: + i { l f  (01 -  | j|^ ) [ r - 4*sin (a, (0  + A (0 ) -1- e*h sin (a, (0 -  A (0 )],

где ai (0 =  <* Ю — § (0 c° s y(t) — 8 (t). ^
Приравнивая к нулю мнимую часть выражения (21),' получаем 
два уравнения

sin (aj (0 .+ А (0) +.«‘lftsin (04 (0 — А (0 ) =  0. (22)
Первое из этих уравнений однозначно определяет 1/(01 — О 
а второе определяет a(t) = argf(t), входящую в a i(t).

Покажем, что если a (t) удовлетворяет уравнению (22), то 
выражение (21) не может описывать амплитудно-модулированное 
высокочастотное колебание. Действительно, пусть выполняется 
равенство (22), которое можно преобразовать так:

е2дл-  1 • '
t g ^ ( 0 = g2̂ 71.tgA(0,

откуда следует что o.\(t) является медленно-изменяющейся функ­
цией .В силу равенства (22) выражение (21) принимает вид

«1 (0 = - у ' М 0 /?(* )Я (0 , 

где ’ (t) =  ; (23)
V  ь ч 2 + 1

в  (t) =  е~4А cos (aj (t) + A (()) + еДА cos (a , ( t) -  A (/));

F (t )  =  \f (01 + Щ Щ '
причем вследствие медленности изменения функций A (t) И d i(0  
функции A v(t) и B (t) — медленно изменяющиеся. В этих усло­
виях функция F (t) должна быть быстро изменяющейся, если u(t) 
высокочастотное колебание. В силу медленности изменения про­
изведения A\(t) B (t ) можно выбрать равный нескольким периодам 
высокочастотных колебаний интервал времени Т, на котором 
произведение Ai(t) B (t) не изменяет знак. Но тогда ■

■ т = \ / т \ + \ щ { >о.

функция и (t) =  — А ! (/)/=■(/) В  (t) не изменяет знак в интер­
вале Т, а это значит, что u(t) не является высокочастотным амл- 
литудно модулированным колебанием: .

и (/) =  A {t) cos (w0f + Ф  (0).
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Мтак, нужно исходить из тогб, что \f(t)\ = i. Тогда выражение 
(21) примет вид .
и (t) — -  Ах (t) [е-м cos («! (/) + Д (/)) + <?4ft cos («i (/) -  A (/))], (24)

в котором txi (t), а следовательно, и a(7) уже не есть медленно 
изменяющиеся функции.

Покажем, что a (i) должна быть линейной функцией, чтобы 
выражение (24) описывало сигнал с финитным сплошным спект­
рам. Для этого, используя ( 10), (14), представим целую функ­
цию f(z) как

(A z_+ i)V+ (z) pD+,
V 2c2E+(z ) Х+ (2 ) ’

.. V  _
f  (z )=  4r2 (z) =

(Д2 — i) 4'- (2)X- (2)

Согласно определениям (4), (12), (8), функции xV±(z), X±(z) 
голоморфны в и убывают на бесконечности, а Е ±(г) явдяются 
целыми функциями экспоненциального типа. Поэтому в силу (25) 
f(z) — целая функция экспоненциального типа,. Кроме того, 
|/(7) |=1. Все такие функции i описываются формулой f(z) = 
= e{(u)z+<p0)t где ,р0 — произвольные вещественные числа. В са­
мом деле, из тождества f(t)f* (t) = \f(t)\2= l и аналитичности 
f(z)f*(z*) следует, что f(z)f*(z)^s 1, поэтому f(z) не имеет ну­
лей, но тогда указанное представление вытекает из теоремы Ада- 
мара о целых функциях [5, с. 31]. Следовательно, a(7) = (of-Hpo.
cti (t) =(ot+ai(t, ф0), где cii (t, ф0) =<p0—g(t) cos 7 (t )—i6(7):

Приведем выражение, стоящее в квадратных скобках фор­
мулы (24)., к виду A2(t) cos (u>t+(D(t)), где со>0. Это можно сде­
лать в двух случаях, соответствующих различным' знакам кон­
станты со в равенстве a (t) =<со7+(ф0. Имеем
— <?” 4Л cos (± со/ -f- aj (t, ср0) + А (/)) — £4Acos( + +aL (t, cp0) — Д(t)) =*

— — [e-4A cos (at (̂ , cp0) + A (/)) + eifl cos (at (/, tp0) — A (t) ) ] cos uxt ±

±  [e _4Asin (<*! (i, <p0) +  A(t)) ebh s in ( a x (/, ?„) — Д ( /)) ]  sin .01/ =»

=  At (t) COS (со/ ± Ф (t, cp0)),

где ф (<I ?o) =  3rrtgg~“ sin fa  (*■ ? ° )+A (*» + gAA sin к ( Щ  -A (O ).
’ ° e~4A cos (at (t, cp0) +Д (t)) + eAAcos(a (̂/, <p0) A(7))'

(26)
A\ (0  =  [<T4A cos (a, (t, cPo) + A (0 ) + еДА cos ( ax (t, cp0) -  A (0 )]a + 

+ \e^h Sin { a, (t, cp0) + A (0 ) +  a AA sin £  (/, <pe) -  A (0)12 =
79



:e* e~iUh 4  + 2'.cosÜ&t —  2 ßeti 2&h 4- cos (2At 4' <ps)l =

=  —  ко 4  c-, cos (2Д/ 4  Фа)! =  2^— (27)

На последнем шаге здесь использовано равенство (9). Из фор­
мулы (27) следует, что А2(1) не зависит от ф0. Теперь заметим, 
что согласно равенствам (23) и (19) находим

Следовательно,
a (t) =  A.t (t) А2 (t) cos (шt ± Ф (t, (f>0)) =  А (f) cos (wf ± Ф (t, <p0)).
Итак, все «функции u(t), имеющие одну и ту же допустимую 

амплитудную фуздсцию A (0 >0  и имеющие финитный аналити­
ческий спектр ширины 2Д, описываются выражением

в котором фазовая функция Ф(Х<ро.) определяется формулой (26). 
В нее1 входят медленно изменяющиеся функции, которые при фик­
сированных ш и фо однозначно определяются амплитудной функ­
цией A (t), поэтому поставленная в работе задача о выражении 
фазовой функции через амплитудную решена полностью.
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поэтому с учетом ( 11) произведение

0,(0  =  440-

И (0  <0, Фо) =  4  (0  cos (tat ± Ф (t, <Р„)),
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