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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПОЛЯ НА МЕТАЛЛИЧЕСКОМ ЭЛЛИПСОИДЕ 
В СЛУЧАЕ МНОГОМОДОВОГО РЕЖИМА ВОЛНОВОДА

При использовании металлических дисков в качестве элементов 
волноводных СВЧ-устройств возможны ситуации, требующие учета 
многомодового режима работы волновода. Например, при передаче 
электромагнитной энергии больших уровней необходим учет вклада 
высших типов колебаний в нагрев металлического диска. Для слу­
чая одномодового режима работы исследование нагрева диска про­
ведено в работе [1].

Для описания любого явления, связанного с работой металличе­
ского диска в поле волновода, необходимо знание распределения 
электромагнитного поля в ближней зоне диска. В работе расчет 
такого распределения производится для случая многомодового
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режима работы волновода.Как и в работе [1], диск аппроксимирует­
ся сплюснутым эллипсоидом вращения с полуосями R >  d, причем

размеры диска намного меньше длины волны Конечная
цель расчета — определение поля на поверхности металлического 
эллипсоида, что может быть найдено как предельное значение поля 
в ближней зоне рассматриваемого объекта.

Нахождение поля в ближней зоне тела произведем методом интег­
ральных уравнений макроскопической электродинамики [2], со­
гласно которому поле вне немагнитного тела объемом У при паде­

нии на него .волны Е0 определяется интегралом

Е (О =  Е0 (г) +  ±-г  (grad div +  №) ' j \ r ' \  dV, (1>
t ck  V \ T ~ t '  |

где k =  — , со — частота падающей волны; /  — общий ток, объеди­
няющий ток смещения и ток проводимости 

Т  ( т  (е— 1) , \~А
' “ I— —  +  ° } Е ’

е — диэлектрическая проницаемость; ст — проводимостьсредывнут­
ри объема У. Внося дивергенцию под интеграл в (1), приводим erD
к виду

Е (г) =  ~Ёв (г) — grad Ф — EL д > (2>

в котором скалярный и векторный потенциалы определяются выра­
жениями

ф  =  1 Г ( 1 ---------- 1 _ \  dV-
с  i  | Г —  Tr I2 v f e | p - f ' |  1

А =  - [  -S (r'^~ dK. (3>
c i  \ r - r ' \

Совершая предельный переход к электростатике, из выражения 
для Ф определяем, что при k -► О ток /  ~  k. Такое поведение наве­
денного тока существенно при разложении выражения для поля (2) 
в ряд Рэлея по степеням k, что целесообразно сделать в случае ма­
лых размеров тела по сравнению с длиной падающей волны к (kR -С 
<С 1). Оставляя в (2) только члены нулевого по k порядка, найдем,, 
что в приближении квазистатики поле в ближней зоне тела У опре­
деляется выражением Е (г) =» Е0(г) — gradФo (4), гдеФ 0— электро­
статический потенциал тела. Хотя Е0(г) и является функцией коор­
динат, в приближении квазистатики эта функциональная зависи­
мость при нахождении электрического поля не учитывается. Она 
должна учитываться при вычислении магнитного поля, которое 
выражается через электрическое с помощью уравнения Максвелла
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Н  =  rotE (5). Согласно сказанному получим более удобные фор­
мулы, выражающие поля через векторную амплитуду падающей
волны Е0: E0(r) =  W  (г)Е0 (6). Здесь W  (г) — диагональный тензор, 
определяющий зависимость падающего поля от пространственных 
координат и представляющий собой медленно меняющуюся фун­
кцию на расстояниях, сравнимых с размерами тела V.

Скалярный потенциал этого тела можно представить как 
=  1Е0 (г) (7), где вектор I — электростатическая характе­

ристика данного тела. Подставив (6) в (7), найдем Ф0 (г) — 
=  / (WE0) =  W(r) (IE0) (8). В этом выражении W — вектор с ком-

л
понентами тензора W ; /  — диагональный тензор с компонентами 
вектора /.

Для вычисления градиента потенциала Ф0 функцию W  (г) в (8) 
следует считать постоянной, так как в рассматриваемом приближе­
нии она медленно меняется по сравнению со вторым множителем.

Тогда получим grad Ф0=  (WW)(IE0) х  Wxrot  ( /  Е0) (9). При на­
хождении же магнитного поля необходимо учитывать функциональ­
ную зависимость обоих множителей, в результате чего имеем

Н  =  \  rot (WE0) - L  rot [ ( W v ) ( Ж )  +  W x r o t  I Ж )]. (10)

Здесь внешний ротор применяется только к функции W.
Если компоненты тензора W одинаковы, W W e , где Е  — 

единичный тензор,
Л  [  Я  Я  Я  \

( V w W E )  =  v [ i  +  ±  +  ± ) v E , ) .

Тогда формулу для вычисления магнитного поля в ближней зоне 
малого проводящего тела представим в виде

Я  - T g r a d  W х  | £ . - j £  + J -  +  ! ) ? £ „ ) } -

— у  rot (W хтоЦ1Е0)). (11)

Д ля дальнейших расчетов конкретизируем постановку задачи. 
Рассмотрим металлический эллипсоид, расположенный а  центре 
поперечного сечения прямоугольного волновода с размерами а, Ь. 
Введем две системы координат, связанные с волноводом и с эллип­
соидом, ориентированным так, что его ось симметрии г образует 
с осью, перпендикулярной к широкой стенке волновода, угол 0 , 
а ось у  перпендикулярна к узкой стенке волновода (рисунок).

Исследуем вначале многомодовый режим работы, когда в нена- 
груженном волноводе распространяется произвольный набор волн
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типа Нтп • В этом случае невозмущенное электрическое поле запи­
шем в следующем виде [3]:

т~і /  1 \  тчШ Я J f l  ГҐІТС і  •  tlJL  f  fE0 ( r ) = E 0 l y c o s  — л: sin —  y ' e x —

m . mn , nn , - f \  ,h_, sin —  x cos — y e j  Є~“йг ,a a b UJ * ( 12)

* = / * ■ - ( £ Г - 4
  Hmn
(mi)2 +  (na)2 0 •

Переход в этой формуле к системе координат эллипсоида позволяет*"\ —►
найти выражения для тензора № и векторной амплитуды Е0:

ют ют /<,„< т  . т я  І , а \  пп ( , , Ь \
ч  ~  зз “  е - з т  — ( р + ^ с о з — (г/

Г 22
п rrm / , a  ̂ . пп I ,  . b \

=  e- ^ - c o s — (p +  T J s m — (y'  +  T J .  ( 13)

Здесь
у' — —x sin 0 +  z cos 0, z' =  x  cos 0 +  г sin 0;

Е Г  =  E T  (— sin eTx + 7 y +  cos eTz). (14)

При вычислении grad Ф0 необходимо учесть медленность фун­
/Л ,

кции W, взяв ее значение в центре эллипсоида. Полагая в (13) 
х =  у  =  z — О, получаем: для мод m =» 2р +  I, п 2q

W2p+l, 2q =  _ ^ ± ± ( _ 1 ) ^ ( Х  +  О ; (15)

Для мод m =  2р, п =  2q +  1

^ 2Л ад-і =  ^ Г 1  ( ~ i r + V  (16)

Для остальных типов мод значение W в центре эллипсоида равно 
нулю.

При нахождении вектора I учтем, что в рассматриваемом при­
ближении квазистатики падающее поле Е0 однородно в окрестности



данного тела и, следовательно, можно воспользоваться известным 
выражением для потенциала идеально проводящего эллипсоида вра­
щения в однородном поле 14]. Если это поле имеет составляющие
Е0 =  {Е0х, Е0у, Е0г), то потенциал

Ф0 =  Я Ч  (£■  (хЕ0х +  уЕ0у) +  А  гЕ0г) , (17)

где 1Х— ^  [ агЫ^ у   ̂ я 2 + 1 / ’
к 2

/ . =

(Я2 — d2)
2

< | 8 >' 2
(/? 2 _ d2)2
/ г =  Я2 d l x (I =  0); 7, =  Я2 d l 2 (£ =  0).

Здесь |  — эллиптическая координата, определяемая в системе 
координат эллипсоида соотношением

х* +  у* г2 _  .
д2 +  |  -г d2 +  l  ^

и равная нулю на его поверхности.
Из (17) получаем выражение

7  =  R 4  (х7х +  y e j  +  гТ2) . (19)

Перейдем к вычислению полей на поверхности эллипсоида. Рассмот­
рим моды с индексами (2р +  1, 2q). Подставив значение W  из (15) 
и /  из (19) в формулу (9), запишем

grad Ф0 =  -  2E ± L  ( _  1 у+я grad (/,££*  +  / г£ Г ) . (20)

Поскольку поле определяется на поверхности эллипсоида, то удобно 
ввести угловые координаты поверхности эллипсоида ф £ [0, 2я]

и v £ 0, y j  согласно формулам х — Rsin vcos ф, у  =  7?sin тэшф,

г  =  dcosv. Тогда вычисление градиента в (20) дает

grad Ф0 =а 1 (— l y+ iE o '1 {ф (a sin v ер - f  cos v ez) +

+  (sin Qex — cos 0 ег)}. (21)

і  Здесь a  =  ~  ;ep — радиальный орт цилиндрической системы коор­

динат, связанной с эллипсоидом,
—aj sin 0 sin v cos ф-}- Oj cos 0 cos v



О ,* -

J3_
2(1 — а 2) 2

/ l  — a'
arctg  — -

Я, =

a

(1 -  a*) 2

V \  — a'2 — a  arctg

С помощью этих выражений определим электрическое поле на 
поверхности эллипсоида. Подставив (21) в (4), найдем

£ 2*>+1, 2</ _  — g£.+  I (— \)p+qeIp+1, 2q лр (а  sin v ер +  cos v ez). (24)

Для вычисления магнитного поля преобразуем формулу (10). Так 
как согласно (9)

E ^ W E 0- j ] W l grad UiE0l), (25)
1 = 1

после подстановки (25) в (10) получим явное выражение для маг­
нитного поля вблизи эллипсоида:

з

н  =  X  2  [grad Wt х  (etE0l — grad (I tE0l))]. (26)
*=i

Вектор в круглых скобках имеет вид

e<E0l —  grad ( / tE0i) =  ^ Е о п(a  sin v e p +  cos v ег), (27)

 sin v cos ф sin  6 _   a js in v s in rp  _
' ' ™ a 2 sin2 v +  cos2 v ’ ™ a 2 sin2 v +  cos2 v ’

.   a , cos v cos 0 * _
a 2 sin2 v +  cos2 v ’ (27a)

Для нахождения величин gxa&Wt в (26) необходимо использовать 
формулы (13), положив затем в полученных выражениях х =  у  =  
=  2 =  0. После выполнения всех вычислений из (26) определим 
выражение для магнитного поля на поверхности эллипсоида в слу­
чае (2/7 +  1, 2q) моды:

Jpp+иъ,  =  (2P + l) f t  (_ i )P+^ + ' ^ (l|3i +  ^  х

X {a sin v sin ф (sin 0 ех — cos 0 ег) —

— (а sin v cos ф sin 0 — cos v cos 0) 7y\. (28)

Полагая в этой формуле р — q =  получаем выражение для маг­
нитного поля в одномодовом режиме волны типа Н10 [1].
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Рассмотрим теперь моды с индексами 2р, 2q +  1. Вектор W  
в этом случае имеет только один компонент (16). Вычисление полей 
выполняется аналогично предыдущему случаю:

~Е2р’ 2"+1 =  — (— 1 )р+‘>Е20р- 2?+1 op' (a  sin v7 p +  cos vTz). (29)

Здесь ар' = ------- ^  ^ in \  ; (30)т а2 sin2 v 4- cos2 v

Н2Р, 2Я+1 =  ® Z ± \ ) h.$ P .  *+'  ( _ 1 ) Р+?г),2 X 

X {—а  sin v sin ф (sin 0 ех — cos 0 ez) —

— (cos v cos 0 — a  sin v cos ф sin 0) ey).  (31)

Если индексы моды колебаний оба четные или нечетные, то электри­
ческое поле в окрестности эллипсоида в рассматриваемом прибли­
жении равно нулю, т. е. равны нулю компоненты тензора W.  По­
скольку производные этих компонентов отличны от нуля, то соглас­
но (26) магнитное поле на поверхности будет отличаться от нуля 
и определится выражениями: при т =  2р, п =  2q

£ Г  (— 1)р+<7{ — -S -(^ i + t 3)c o sv  —

— -ÿî ор2 a  sin v sin ф cos 0 e x  +  fcT ^2  (a  sin v cos Ф cos 0 +
Г n2+  cos v sin 0) ey +  ap2a  sin v sin ф sin 0 4*

+  - ^ 1l’i +  ' » M a s i n v « ^ ]  e2| ;  (32)

при m =  2p -f- 1, n =  2q - f  1 

#" • n =  ~  ~  ( - 1 У + О Е Г  {[— apa cos v -

— (op! +  ap8) a  sin v sin ф cos 0] ex +

+  (^i +  'Фз) (a  sin v cos ф cos 0 -f- cos v sin 0] ey +

+  [— ( ^ 1  +  'Фз) COS v sin 0 +  apgtx sin v  cos ф] ez] . (33)
Исследуем многомодовый режим для волн типа Е.  Преобразуя 

выражение для невозмущенного электрического поля [3] в систему 
координат эллипсоида, находим
—*- —► —► —► *̂4
Е™п — E f n (ех 4- еу 4- ег) (34), а тензор W имеет компоненты

W =  Q-‘ihz' [ ihnn . т л I . a \ п л  ( , , b \  . п ,
Тхг-s in  —  ( V4 - T jc o s  —  [у 4- y ) sin 0 4*

, . тл ( , : : . пл I , , b \ „1
4- sin —  (y  4- 2 ; —  (y +  y ) cos 0J ;
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ттгт ,h,, ihmn mn j , a \  . n n [ , , b \Wi2 =  e _  COS —  ^  +  T ) Si n - J -  [y' +  —j  ;

iTi/гя nn I , ,  b \
~ ьх  ̂ cos —i - "2"/cos

tv7 ihtr ' mn / - d
^ 3 3  =  е - ‘Лг Sin —  ^  - f  T

/ ■ \1 • /IJT / / 1 Ö I . n+  s in  — (г/ +  y j  sin 0 (35)

г д е Г = ( Н 1 ) ! +  ( ^ ) г.

Определение полей на поверхности эллипсоида производится 
так же, как и в случае Я-волн. При /и =»2р, п — 2q электрическое 
поле в рассматриваемом приближении равно нулю. Если индексы 
имеют разную четность, выражения для электрического поля с точ­
ностью до постоянного множителя совпадают с соответствующими 

выражениями для случая Н-в олн. При нечетных индексах

Е =  (— \ y +qE™n (—г|}ctg 0 +  ф3 tg 0) (a sin v ер +  cos v ez). (36)

Магнитное поле можно вычислить по формуле (26), в которой 
вектор в круглых скобках определяется теперь таким же выражением
(27), если в нем произвести замену на фх и ф3 на ф3.
Координаты вектора изменяются в соответствии с формулами (35).

Полученные выражения, описывающие распределение полей на 
поверхности металлического эллипсоида, который расположен 
в центре поперечного сечения прямоугольного волновода и рабо­
тает в многомодовом режиме, позволяют учесть поправки, вносимые 
в режим работы высшими типами колебаний.
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