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К ТЕОРИИ АДАПТИВНОЙ ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ В СИСТЕМАХ 
С ЦЕНТРАЛЬНОЙ СИММЕТРИЕЙ КАНАЛОВ ПРИЕМА

Вводится совместное распределение элементов максимально правдо­
подобной оценки персимметричной корреляционной матрицы многомерного 
гауссовского процесса. Обсуждаются некоторые свойства полученного рас-\ 
пределения и его связь с известным распределением Уишарта. Приводятся! 
примеры использования для решения задач адаптивной обработки сигналов м 
системах с центральной симметрией пространственно-временных каналец 
приема.

1. Введение

В многомерном статистическом анализе случайных процессов и поле( 
важнейшую роль играет распределение Уишарта, описывающее распредели 
ние максимально правдоподобной (МП) оценки корреляционной матриці 
(КМ) выборки ііз многомерного нормального распределения [1—3]. На вщ| 
нове этой оценки моїуг строиться, в частности, эффективные адаптивнії 
системы пространственной и (или) временной обработки сигналов на фо  ̂
гауссовских помех различной природы [9—12], 1

В теоретических и практических задачах используются распределю 
Уишарта как действительных симметричных [1—5], так и комплексных 
митовых [6—10] положительно определенных оценочных КМ общего ВИЯ 

соответствующих системам ё произвольным расположением в общем 
различяых каналов прнема. В то же время для широкого класса систем об| 
ботки достаточно характерно построение, при котором (априори неизвест* 
ная) КМ обладает дополнительной спецификой структуры, создающей пред* 
посылки для повышения эффективности обработки из-за уменьшения 
размерности вектора параметров, подлежащего оцениванию в процессе адап­
тации [13, 14].

Так, в адаптивных антенных решетках (АР) зачастую используется 
центрально-симметричное расположение в пространстве попарно одинако­
вых приемных элементов (модулей). В этом случае КМ выходных сигналш 
АР, принимаемых от точечных внешних источников шумовых излучений, 
является не только эрмитовой, но и персимметричной (симметричной отно­
сительно побочной диагонали) [15—22]. В импульсных РЛС такой же сне-
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цификой может обладать КМ междупериодных флюктуаций отражений на 
выходах временных каналов приема системы СДЦ. Частным случаем пер­
симметричных являются блочио-теплицевы и теплицевы КМ, характерные 
для систем с регулярным расположением идентичных каналов приема [17].

В связи с этим для решения теоретических и практических задач адап­
тивной обработки, как и широкого круга других задач многомерного статис­
тического анализа [2, 3, 23], важное значение приобретают распределения 
МП оценок действительных и комплексных персимметричных КМ, отсутст­
вующие в литературе. Их получение составляет основную цель данной 
работы.

2. Некоторые свойства персимметричных корреляционных матриц

А. Действительная А*Мматрица вя4 является персиммет-
ричной, если она совпадает с матрицей, полученной после поворота Д отно­
сительно побочной диагонали, то есть при выполнении равенств

д - п „ д тпм ^ ^ М+1-С г I (1)

представляющих собой математическое определение персимметрии.
Если в роли Д  выступает корреляционная (симметричная) матрица, 

то справедливы дополнительные равенства .

д = п „ д тп ^ л „ л л м - - д т ,

П Н - 1 .  *

Здесь и далее Т — символ транспонирования,

« А л С и ' " ’* .  « Л - 1 .

(2)

(3)

-О — ортогональная симметричная матрица перестановок с единицами 
на побочной диагонали, Ес -  I  -й ( С£ 1 -̂0 ) — столбец единичной
))* I? матрицы .

При четных М-21 матрица Д  [2] допускает блочное представление

д *
д * Д а А н  ~ А 1г ,

Пи к  /7, т и , Л Дц~Пь. А 11
(4)

141

I



где Д„~[с11е}('1' Ее. 1,1*) и Д1г={ ^ е } ( ^ 1 1 у  ?еЬ  + 1,Н) — соответ­
ствующие Ь*Ь  блоки матрицы/?. ^

Введем £^*2д  матрицу 5^ = } {  £ - {  вида

Н г о  * $

1ч) Л-Э т - 1ч, о

~Щ. 1ч)
У иы

0  % '
(5)

с легко проверяемыми свойствами:

^  ^  > ^г-0 ^ 2 $  ~~Пц)  *^1"> • ^
С ее помощью матрица Д  ( ч) может быть преобразована в блочно­

диагональную матрицу

Л

с детерминантом

г
О пи Д А ц

А ^ А н *  Л ц П ц  '

А & = Лц ~Ац Пи г
(7)

<»)

(*)

^  =/д, /- /Лх / / /̂ ̂Д. /=I дг /1 Дл I=I д I ,
совпадающим с детерминантом }Д | исходной матрицы

Л Ч Г 4 Л
в силу ортогональности (б) Матрицы (5). , н
Б. Комплексная А/*-/! матрица ^  “ £ 1*уС
персимметричной, если выполняются равенства

с--п„ стл„ , с'=п„ с'тп„,
Если в роли С выступает корреляционная (эрмитова) матрица, те 

справедливы дополнительные равенства
>  _ г _ ~

является

(1в)

с-п„с л„ с п„--с, С --С ,
С - П „ С ' ГЛ„--Л/' С П „ = С Г ,

т/1 ---л„сал = - с “т-

(11)

с  --п„с
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Здесь ( *  ) и ( х)  — символы, соответственно, комплексного сопряже­
ния и эрмитового сопряжения (комплексного сопряжения и транспонирова­
ния).

Введем М* М матрицу [18, 22] '

Т я  { е н  *  Ж  f 1 ». ■  j  п » )  • (12)

со свойствами

Т * г Т * А : Т П „ ’ у  T ~ n „ = - j n „ r ,  . (13)

С ее помощью эрмитова персимметричиая матрица €  (li)  преобразу­
ется в действительную симметричную М*М матрицу

Сл  = Т с т *  = Сд  -  С *  (14)

е детерминантом

1сд \ - - \ с ' + с " т П „ 1 - 1 с \ , (15)

совпадающим с детерминантом [ С / исходной матрицы

С - Т * С А Т  (16)

в силу унитарности (13) преобразующей матрицы Т(iZ)>

3. Плотность распределения МП оценки действительной 
персимметричной корреляционной матрицы

Пусть случайные действительные гауссовские (нормальные)
М -мерные векторы К ~иеРНОЙ выборки У= {  У; }
взаимно независимы, имеют нулевое среднее и одинаковую неотрицательно 
определенную К1*М КМ Д  , то есть

- ? * № ! * ' \ У  к, по.
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где £(х) — символ Кронекера, черта сверху — знак статистического ус­
реднения.

Совместное распределение р (У )  элементов выборки У в этом слу­
чае равно [3, 5, 12]

р(уу(?я) Ц1 **/>{-{ *г (д*я)} >
где £г<Р — след (сумма диагональных элементов) матрицы ф  ,

Н ^ } - е , г £ Л У ! ^ у т- - / г т̂ л - (19)

1%+М выборочная (случайная) К М .  В условиях (17), (18) матрица 
Л=д { й  является МП оценкой действительной НМ Л  общего вида 
[11—14], а матрица Й “имеет распределение Уишарта )Йп (Л  К,А)  
с К степенями свободы и параметрической матрицей Д  [  5 ]  вида [2—5]:

р(Я)- А)~Р®(*ЛДр®(*> л),
К'М~ 1 •

(А)4 (Л КЛ)=1л1 [" г *г (Л 14  ,

/ Л  7  "  ;  \

О ф г ‘ 7  аы

где Г ^ у  — гамма-функция, для целых дГ * /7 5 /  равная ( П- 1)1 .
Под распределением случайной матрицы понимается совместное рас­

пределение определяющих ее различных случайных элементов [3—10]. Тем 
самым (20) представляет собой “экономную” запись неотрицательной функ­
ции М(М+ 1 )/ 2. скалярных переменных

р ( А ) * р Ч .в - 1 е \  ы < Я )  ^ ‘■ Л ,

в роли которых выступают действительные диагомадыше и наддиагональные
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элементы симметричной случайной матрицы й  (10) , полностью ее опреде­
ляющие. .

Если КП Д  нерсимметрична, то в условиях (17) ее МП оценка мо­
жет быть записана в виде

4,-тЧ, ^ - { ( у у т̂ (21)*

Решаемая в данном пункте задача заключается в отыскании плотности 
распределения матрицы й п .

Эта матрица как сумма двух симметричных матриц, каждая из кото­
рых есть результат поворота другой относительно побочной диагонали, так­
же симметрична и нерсимметрична, что сразу следует и из определения (2). 
В случае четных ГЧ-21, (которым мы здесь ограничиваемся для упрощения 
обозначений) она определяется Л (  /, * {) случайными параметрами — 
своими элементами й ц  при £ £ / ,/ ,  и Ее I •

Из сравнения (21) с (19) следует, что первое слагаемое матрицы йп 
имеет распределение Уишарта (20) с параметрической матрицей Д /2  • 
Такое же распределение имеет и второе слагаемое, поскольку в условиях (2) 
векторы Пм Ус ? с е  ^ К  “перевернутой” выборки П„ У имеют те же 
свойства (17), что и исходные векторы У*. Если бы эти слагаемые были 
взаимно независимы, их сумма имела бы распределение Уишарта вида (20) 
с 2*К  степенями свободы и матрицей Д,]2. [3 ,4  5 ] .  Однако для 
слагаемых матрицы йр  (21) это условие не выполняется, поэтому ее 
распределение должно быть другим.

Для его отыскания разобьем исходную 2Ь *К матрицу-выборку 
^ ^  <1)}р  на "верхний” Уа и “нижний” Уи блоки,

так что

У =
в

'и

(22)

Введем преобразованную с помощью матрицы 5 (5 )  выборку

* Из-за ограниченности объема опускаем вывод формулы (21), кото­
рая может быть легко получена но методике, использованной в [15, 16] при 
выводе МП оценки эршгговой персимметричной КМ.
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Н У і І Л У - -
V& ' (23)

позволяющую переписать (21) с учетом (6) в виде

Легко убедиться, что в силу специфики матрицы ( $ )  слагаемые 
в скобках последнего равенства имеют одинаковые й*Ь  диагональные 
и противоположные по знаку I, * Ь внедиагональные блоки. Поэтому

в,
а

* а ш  ;

(246)

а I/* Ь диагональные блоки В и 3& равны:

( й ) і і (25)

Взаимосвязи (24) позволяют свести решаемую задачу к отысканию 
распределения матрицы 8у  . Заметим вначале, что в силу ортогональности 
матрицы якобиан преобразования У - ^  г  равен единице и, следо­
вательно, плотность р  (У) преобразованной выборки V (25)  в условиях 

равна К
г

Р (Н г * ) * Ш  е* р \гЬ Г{& '$и у •

Используя известное свойство следа произведения- { г ( А В ) - і г  (8й)  
и учитывая (7), (8), последнее равенство можно переписать в виде

-  К

рМФ*) ІД.І Шліа рі’і іґ(Д^
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Но, в силу (7), (23) — (25), ,

Ъ О, <**>
V

поэтому

р ( ^ - р ( ^ У  р Ш ,  (266)

_ <1 „К
г г

ще
Р & У М  Ш  Щ  г Ч л У (27а)

> *А к
1 Г  г

№ У Ы  1Ш Л Ы (276)

Поскольку в силу (17), (4) корреляционные матрицы

% с \ - Л п , ^ Ш М г П Л Л М Л ,
то, используя определения (23), (22) и (7), нетрудно убедиться в том, что
входящие в (27) матрицы П и Л, Л П представляют собой КМ • 2 * Д ь

А = У , .  у!  пь а л п, -  у .  V* , 1 е1 'К  . (28)^ 2  2 1 21 /  ‘"ЦЛ -4 Д1 А1. у '

Тем самым К -мерные “суммарная” У̂  и “разностная” вы­
борки (23) случайных £=/^-мериых векторов 1/2  ̂ и Уд\ ( СЕ 1, К) 
имеют такие (нормальные) распределения (27), при которых сформирован­
ные из них по (25) матрицы В^ и $д имеют распределения Уишарта 
с К степенями свободы и параметрическими матрицами и Л^Д^Л^ 
соответственно:

Р ( ^ У У А)У Л Л г )  (29а), р ( 8 ^ У Л)(вй/ Л Л Л ) .  (« б )

Кроме того, в силу следующей из (26) взаимной независимости выбо­
рок 1/̂  и Уд матрицы и &д (25) также взаимно независимы, поэтому 
нх совместная плотность р /В г , Вд) -  р  • р  (  5& )  * ПеРемножая
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плотности (29а) и (296) и учитывая (26), (24), (8), получим плотность 
матрицы В у (24):р М

рМ~- ~т^) -  / ' г , . 4 г /  К* 1-1
2  21

(30)

/г/ \  ^
Каждая из образующих ее симметричных Ь*Ь  матриц и Вд 

(25) определяется Ь ( Ь +  1) 1 2. параметрами, так что число таких пара­
метров в матрице Ву (24), равное Ь ( Ь + 1) , в точности совпадает с чис­
лом параметров, определяющих матрицу /Iп (21). Поэтому для получе­
ния на основе (30) искомой плотности р  { й д )  достаточно определить 
якобиан связывающего В у и йп преобразования (24).

Используя определение (5) и (24), легко заметить, что
^Я г̂ь-И-е * Я-1=асР 1,26 +1-е> се 1,Ьу Ре.

Поэтому матрица Якоби преобразования (24) может быть записана
i  - /

, где ®  — символ кронекеровского про­
, 1 * к т )

изведения, и, следовательно, искомый якобиан равен 2.  ̂ *
Заменяя в (30) матрицу В у  на ее представление (24а) и учитывая

(246), (9), (8), получим 
К-Ь- 1

'  ВЩ1е 1и и * 1 )! гт

(31)/П \ IехЛ ~ г * г ( Д  1 я п ) )

Р ( п >" ( * - * & ,  Щ * - . и  1(К . ы \
2  ^  2Г г  Ы !  п 1 г ( — )

Последняя формула описывает искомую плотность распределения дей­
ствительной симметричной и персимметричной случайной матрицы Йп МП 
оценки (21) действительной персимметричной КМ Д (17), (2) четного 
порядка М - 2Ь •

4. Плотность распределения МП оценки комплексной 
персимметричной корреляционной матрицы

Пусть случайные комплексные нормальные М-мерные векторы 
У{ = { +j Y*  К  -мерной выборки взаимно
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независимы, имеют нулевое среднее и одинаковую  ̂неотрицательно опреде­
ленную эрмитову /7  * /7  КМ С={С£̂ }. ^  =сус\ то есть

У ^ С . Уг»с(о.с),Уг°, (32а)
/

Это означает [8, 12], что совместно нормальны реальные У\  и мни­
мые У; части векторов Ус (1е  ̂X), то есть нормальны, имеют нулевое среднее 
и взаимно независимы составленные из них 2М-мерные действительные 
векторы

<з2б>

с одинаковой 2М * 2М  корреляционной матрицей

/ /Т / „ т 
У< V/ У 

~ 2

• ч
С -С

// ,Т
У. у .

н ч Т
V. У;

// / 
с  с

1 11 1 11

,Се/,К.  (32в)

Совместное распределение элементов выборки в этом случае равно 
[8 , 10, 12]

р ( у )  = Я ~ ™  1 с Г е х р  { г [ С я ( ) }  ,

где

15 г ‘ ш -

(33)

(34)

М* М выборочная (случайная) комплексная КМ. В условиях (32) матри­
ца с - К ' 1 А  является МП оценкой комплексной КМ С общего 
вида [6—12], а матрица йс “имеет введенное в [6] комплексное распре­
деление Уишарта ч£с)(Дс , С )  с К  степенями свободы и матрицей 
С [8]" , имеющее вид [6—10]:

р (# сУ - ( К , с ) ,  (35а)
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/ *  % >  { '  Н ^ ’ Ч ) }  ,  (356)

м(м~1)

£ у(к ,ф я  2 1с\кп Г(кч-г), К * П . (35в>

Под комплексным распределением матрицы Дс понимается со­
вместное распределение реальных и мнимых частей определяющих ее слу­
чайных элементов [6—10]. Тем самым (35) является формой записи неотри­
цательной функции /7 г скалярных переменных

%Уплл*. аи-">*т >*и'>**}, ^  (мч> ,
в роли которых выступают действительные диагональные элементы 

0 (0 - 1)  реальных ) и мнимых ( а ”-* У частей над-
диагональных элементов О.;/Ч£ х а с£ *</а с£ /^/случайной
товой матрицы Лс (34), полностью ее определяющие.

Если КМ С персимметричиа, то в условиях (32) ее МП оценка может 
быть записана в виде [15—22]:

4 4 ^  Я'П-тМ Щ у'у\Х * 4 п„ . (36,

Цель данного пункта — отыскание плотности матрицы Ясд  .
Эта матрица как сумма двух эрмитовых матриц, каждая из которых 

есть результат поворота другой относительно побочной диагонали, эрмитова 
и персимметричиа. Поэтому она полностью определяется 0 ( 0 + { ) / 2  ска­
лярными действительными параметрами, из которых

Ь(1ч), Яг.Ц-1;
г г / . / т (З7)

Ь М =21  ,
Г -  \

представляют собой мнимые ( й  ц  ), а остальные щ п + 1 )[1  ~ Г — 
реальные { й  ц  ) части элементов 1,1, ;  £&1, 0 *  /- iJ  , задаю­
щих всю матрицу Дср  . В (37) б(х]— целая часть X .

Из сравнения (36) с (34) следует, что первое слагаемое этой матрицы 
имеет распределение И1^ (  Яс , Я, £/'£■ )  • Такое же распределение
имеет и второе слагаемое, поскольку в условиях (11) векторы 

^ % Я)  ’’перевернутой” и комплексно сопряженной выборки
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П „ Г '  имеют те же свойства (36), что и исходные векторы У і ♦ Выбор­
ки У и П^У~, кроме того, взаимно некоррелнрованы (У  ( Пп  У')* - О) 
[17], однако не являются совместно нормальными [21]. Поэтому из некор­
релированности не следует их взаимная независимость, что не позволяет 
представить совместную плотность У*) в виде произведения
р (У)' р (  П„ У ~)  » а для плотности их суммы — использовать распреде­
ление (й с ,  2 $  г С / 2 ) ,  справедливое только в условиях взаим­
ной независимости слагаемых *.

Рассмотрим преобразованную унитарной матрицей 1(12) выборку
К

• ■ 'Л  .  “ ■>

% - ы : ъ - ы л  ,э№

позволяющую, используя <13), переписать матрицу й  ср  (36) в виде

Яеш : т Т * ( ' / * * * 2 ~ ч т) Т -

Очевидно, что слагаемые в скобках этого равенства взаимно комплексно 
сопряжены, поэтому

йсП -- Т*&Г т , (39)

ше -  *  ( * * * ) '  вг  * 4 = 6 Ту ,  <4 0 а >
;

г , ( I ) ) м  # #Т _ ( , ., . . т (406)Г, 1</лГЧ Т А [&)•,* т
> &&= \ Ь£ е ) і М  ' / а Ка ■

Следствием (39) является справедливость равенств

. В , - - 1 Д с а Т * ,  1 В * І - І Я с П \ , (41)

* Такая взаимная независимость предполагалась в [17,19], что приве­
ло к некорректности ряда результатов, на это было указано в [21].



в силу которых решаемая задача сводится к отысканию плотности распреде­
ления действительной симметричной матрицы Ву .

Заметим, что в силу (326, 32в) КМ “суммарных” и “разност­
ных” \/̂ * ( С€  векторов в выборках 1/2 н I/ (386) совпадают
и равны

(42)

а плотность р(У)  преобразованной выборки /  (38а) вследствие унитар­
ности Т и (33), (9) есть

p (v )= (^ r\C Z I *l*p H t r f c ' v v  *)} , («)
где матрица Сд определена в (14).

Учитывая симметрию матриц Сд и С  ̂ и (40), летко проверить спра­
ведливость равенств

ir& w *)- tr(ĉ fie(v\/*Jj= tr(cz\ (44,
& ' . - ■ • 

в силу которых (43) можно записать в виде

(45)
где

№ )<>*) \с.\ . <«■»

m  * 
’ г

р Ш А  2 l C J  « p f  /  t r ( Cl  £  v* ) }  • (466)
«

Отсюда и из (18), (20), (40) следует, что плотности распределения 
матриц fag и 5д (40) равны

р М " >к ,Ы М =  сг), • (47*>
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а сами эти матрицы в силу (45) взаимно независимы. Поэтому их сумма (40) 
имеет распределение [18, 22]

2к-м ч

М (М -1) 
пк ч

2  Я
. ,к»  1гк+1-11с,1 п ГI-

(476)

и  \ г

Симметричная Ц* П  матрица Ву определяется М(М*1)/2. пара­
метрами, что в точности совпадает с числом параметров, определяющих 
эрмитову персимметричную матрицу , для элементов которойI ш ШЙ С //
&;р ~ &;р + в связи с этим справедливы равенства:

а - И * а «  ' а г  , М:=МЧ-1П{М1 Мр и  2 I > с

а 1 Г а П с * ^ а *1Ме = а и  > а и ' а пе м ~ ~ а п ^ ^ ~ а Ес >
Поэтому, учитывая (12), для элементов матрицы Ву (41) получим

Ь ц * а и - а 1гЯ г ,  Ь " '" .- а и  * а \ „ е ,  к , п ^ аХ  ’ и ( м > Ш ,М '
что позволяет представить якобиан преобразования (41) в виде

/  - /
I
I
1

1 1

о К -

11г в = 2 Г.
(48)

Заменяя в (476) матрицу Ву на ее представление (41) и учитывая 
, (42), (16), (15), получим

К.1
2к-т-1

2

\ 1псп1 е х Р \  ■"(*’ " сП Ц

ПЙспУ м(м-1) 7 “^  (2/(+1-1 х

\ Т ~

при м~21~1  И Г = Ь*  при 11=21* •

Ы с " й. , ) }
М/М-1) „ „

Г*"Нс.1 П Г

(М*1)
,(49 )
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Эта формула описывает искомое распределение комплексной эрмито­
вой персимметричной М* М матрицы й сп МП оценки Сп (36) эрмито­
вой персимметричной ЕМ С (32), (11).

то есть переходит в распределение Эрланга с параметрами формы К и мас­
штаба^2, описывающее плотность суммы Е квадратов модулей независи­
мых комплексных нормальных случайных величин с нулевым средним и оди­
наковой дисперсией ё 2 [24].

5. Некоторые свойства полученных распределений 
и примеры их использования

Распределения (31), (49) персимметричных оценочных КМ (21), (36) 
имеют тот же вид, что и распределения (20), (35) оценочных КМ (19), (34) 
общего вида, но с увеличенным числом степеней свободы. В связи с этим на 
полученные распределения переносятся (с соответствующими корректиров­
ками) все хорошо известные свойства действительного [1—5] и комплексно­
го [6—10] распределений Уншарта. Здесь отметим только некоторые из них.

А. Невырожденное преобразование

(51)
действительной персимметричной оценочной 21 * 21  матрицы йп (21), 
имеющей распределение (31), с неслучайной действительной симметричной 
и персимметричной 2Ь*2Ь матрицей ( /“(/ -  П ^ и  П^  порождает слу­
чайную симметричную и персимметричную матрицу Вп (51) с тем же распре­
делением (31), но с параметрической матрицей

к.

д = иди.... (52) *

* Применительно к распределению (35) это свойство в [9] названо 
теоремой Гудмена.
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Действительно, в условиях (21) матрица Ьп (51) может быть пред­
ставлена в виде

В „ 4 ( м Ъ * Ш и ГУ ГПа ф ( № Т*Пг ,  м тЛи ) . (53)

где V - С / У ~ { }  с = і  ~~ преобразованная /(-мерная выборка, состав­
ленная из 21  -мерных случайных векторов

(54)
У г ф . д ) ,  1 ■

Поэтому плотность матрицы Вл (51) можно записать в виде

М  * е*гН* ( » " * ) }  ■ „  .
%  ( Ф  и 1 ] /  1 0 -1 )  к  ,  ,  . (  ■ К * 1' -  (55)

' Т  гI I I2 п‘ К*1' 1 I
2  г  Л  ы  д г ( - г 7

Последняя формула позволяет, в частности, легко вычислить якобиан 
д(Вл) /д (Я л ) \=Р (Ап)!^В (& № )  преобразования. (51). Используя (31) и 
считывая (52), получим, что / д(Вп)/д(Йп)1 = /У)*** *

Аналогичным образом нетрудно убедиться в том, что если в (51) вмес­
то действительной матрицы Дп используется комплексная матрица й сЛ 
(36) с распределением (49), а V  — эрмитова и персимметрична, то преобра­
зованная матрица -  и  ДСЛ С/ имеет то же распределение (49),
во с параметрической матрицей С ц = и  С И • При этом якобиан
преобразования оказывается равным | З(Всп)!Д( Дсп)\~ IЩ * ■

Без использования распределений (31), (49) вычисление этих якобиа­
нов представляет собой достаточно сложную задачу.

Б. В качестве второго примера найдем плотность распределения отно­
шения двух квадратичных форм

вф*с'*ху\ 5 у * ч ^ ч ; * г , (5б>
ще Х^Х 4 / / *  — неслучайный комплексный Л7 -мерный вектор, С и

Сп — М* М комплексная персимметричная КМ векторов У̂ выборки 
У (32) и ее МП оценка (36) соответственно, А сП — определяемая по 

(36) случайная матрица с распределением (49).
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Рассматриваемая задача возникает, в частности, при анализе эффек­
тивности адаптивной обработки в связных системах с ФАР [10], “сверхраз­
решающих” алгоритмов спектрального оценивания [7] и т. д. В условиях, 
когда С является КМ общего вида, а вместо матрицы Д сП использу­
ется матрица йс (34) с распределением Уишарта (35), для отношения 
(56) справедлива формула [7, 10]

V = КV, (57а)

где (X — случайная величина с плотностью
1 ^  ^  а

р ,(х )= ((К -п У )' хгхр\-х)  ,  (576)
и

представляющей собой распределение Эрланга с параметром формы 
/( -  М + 1 и единичным параметром масштаба [24].

Для отыскания плотности V (56) в рассматриваемых условиях восполь­
зуемся для матрицы ЯСП ее представлением (39). Тогда, учитывая свойст­
ва (13) матрицы Т (12), для $ получим

ь ф г *  ̂  г}' <58)
где Ву — действительная симметричная матрица (40) с плотностью (47).

Для практических задач адаптивной обработки в системах с централь­
ной симметрией каналов приема основной интерес представляет случай, ког­
да вектор К. удовлетворяет условию Хг /7д7 X . При этом преобразо­
ванный вектор Х д /  \[% , а (58) преобразуется к виду

5 = К Ч Ч Г ’ Х4*х-х'.
Далее,воспользовавшись методикой [7, 10], можно показать, что ис­

комое значение V (56) в рассматриваемых условиях равно

• $ ~ К 9

где д/у — случайная величина с плотностью

Р ф )--[Г (К -(П -Щ ~ 'л '* * '* 11 «/>{-*} •
В частности, при нечетных М=21*~1 ( х )  переходит в рас­

пределение Эрланга
-1 к-1

(х )  =((К-1*)\)~ х  е х р { - х }
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с параметром формы ft-L * 4 , на L -1  , превосходящим соответст­
вующий параметр распределения (576). .

6. Заключение

Основной результат данной работы — распределения (31), (49), кото­
рые по аналогии с [6—10] могут быть названы, соответственно, действи­
тельным и комплексным распределениями Уишарта случайных иерсиммет- 
ричных КМ вида (21), (36) гауссовских процессов (полей). Их использование 
позволяет распространить большинство результатов многомерного статисти­
ческого анализа [3, 23] и на класс таких матриц, имеющих многочисленные 
приложения, в частности, в задачах адаптивной пространственно-временной 
обработки сигналов в системах с центральной симметрией каналов приема 
[15—22]. Практическим аспектам адаптации в таких системах, опирающим­
ся на введенные распределения, планируется посвятить специальную публи­
кацию. '

Автор выражает глубокую признательность П. М. Флексер за много­
численные обсуждения работы, Ю. И. Абрамовичу, указавшему в [21] на 
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