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Булева функция называется симметричной, если ее значения не 
изменяются при любой перестановке ее аргументов.

Определение 1. Если СДНФ симметричной функции от п переменных 
содержит конституенту единицы, в которой ровно т переменных (0 <  
<  т <  п) с отрицанием, то она содержит все другие конституенты еди­
ницы, обладающие этим же свойством.

Определение 2. Базовая симметричная функция — булева функция, у 
которой все конституенты, составляющие СДНФ данной функции, полу­
чаются из одной какой-либо конституенты при помощи различных пере­
становок переменных [1].

Базовая симметричная функция однозначно определяется двумя 
параметрами, а именно: числом переменных п и числом переменных к, 
входящих в произвольную конституенту единицы СДНФ базовой функ­
ции в обычном (неинверсном) виде (к является индексом соответствую­
щей функции). Таким образом ,^  — базовая симметричная функция от п 
переменных, имеющая индекс к. Свойства симметричных функций ука­
заны в [I].

•5* * * (от >  1) — симметричную булеву функцию от п перемен-
«ых — можно представить в виде дизъюнкции базовых симметричных 
функций

Теорема 1. Пусть (х1, . . . , *„ )  — произвольная базовая симметрич­
ная функция, тогда ее можно представить в следующем виде:

$  =  З Д - '  V З д г |  V . . .  V З - .Ч З - н  V З Д г |.  (1)
где л — число переменных исходной базовой функции;

£ — индекс базовой функции; ~
1 ~  число переменных, по которым производится разложение базовой 

функции. '
Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. Для I — I имеем

«г =  (2)
Это положение доказано в [1]. -
По индукции, пусть справедливо (1). Тогда имеем ■

'  (3)
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После подстановки выражения (1) в (3)
V  -  О Д  V а д _ ,  -  т е - '  V  а д '4 г (  V  т е = {  V  ■ • •

. . .  V  /+2 V  , V  / V  V V ■ • *
- - - V  « Я - А : ' * ,  V  5 $ _ ^ = } +1 V а д . д а  V 5 | ^ = '_ , =

=  5*+'52-' V  5 ^ В Д  V  . . .  V  V ^ - ‘а д  V е д а д +1-
Теорема доказана (с точностью до переиндексации переменных раз­

ложения).
Множество булевых функций, рассматриваемое вместе с операциями 

умножения и сложения (той 2), представляет собой алгебру Жегалкина. 
Основные тождества алгебры Жегалкина приведены в [1).
Теорема 2. Любая булева функция может быть представлена в виде 

одного и только одного (с точностью до перестановки ее членов) кано­
нического полинома Жегалкина.

Частным случаем полинома Жегалкина является линейная функция. 
О п р е д е л е н и е  3 [2].

Функция /(*!, . . д-ц) называется линейной, если имеет место соотно­
шение:

f ( x v  . . х п) — Со н- схх х -\-%хг 4  . . .  +  СпХп, (5)
где 0 =  0,1. '

Замечание. Пусть линейная функция Ц хх х„) существенно зави­
сит от переменной х£, тогда о =  1.

Очевидно, если в наборе а =  (а1Р а2 а„) заменить а£ на а£, то
значение функции хя) изменится на противоположное.

Обозначим: 1 п (хх, . ,  х„) — линейная функция, существенно зави­
сящая от п своих переменных.

Тогда имеет место
Теорема 3. Пусть задана произвольная линейная булева функция 

Ья (хг, . . , ,  хп) =  с,лг, +  сг*8 +  . . .  +  сахп. (6)
Она может быть представлена в виде

если
4 . 8 .  «.......*  если я  =  2к—  и

4 .8 . -1-
где к — 1, 2 . . .  — целое положительное число;

^ 1. з. з ,. . . .  п ~  симметричная булева функция, существенно зависящая
• от л переменных.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  -
1. Случай п =  2

^  (*1. Х3) =  х г +  Х 2 =  Х \Т 2 V  х[хп  =  5] (Хх, х %). (8)
2, Случай п — 3

£-3 (хг, Хд, х3) = Х , +  Хд +  X, =  5? (Хх, Хд) +  51 (Хд) М
=  5 Г гЗ} V  5=5,-1 -  5^5}  V е д  =  (О Д  V З Д )  V

V 5^5} =  5? V  5 | -  53 3 (хг. х3, х9). (9>
По индукции пусть справедливо (7). тогда имеем

а) п — нечетное целое положительное число
7>+‘ (хг, . . .  *„+,) =  £«5о V Ь " ”5! =  5?, з . V  5 Г £ ... „5! =  .

=  О Д  V  е д  V ^  V  . • • V Э Д  V 5*5| V  5"5| V  О Д  V • • -

я — 2А, / |Л (£], >.. ,  — (7)
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* * • V ОДЯ} = (О Д  V О Д ) V (О Д  V О Д ) V  а  . V (ОД V ОД$1) =
- ОД V ОД V - • ■ V ОД = ОД1 (Ю)

6) п — четное целое положительное число.
Доказывается аналогично. Теорема доказана. ,

С л е д с т в и е  1. Пусть задана линейная функция:
/  (,%!• * • •* % я) ^0 “Ь ^1^1 +  4" •«• "I" СпХп\ (11)

Со ф  0.

-  И х, * „ )—
0»2» . . «« л—] *

Тогда она может быть представлена в виде
; 5" „ если п =  2А;

если п =  2к — Г,
£ =  I, 2 . . . .

С л е д с т в и е  2.
А” (<#], •. *» Хп) =  5^ (8^ ( . . .  [Х\, х^},. . .  Хп— I)) хп).

Рассмотрим реализацию произвольной линейной функции на элементах, 
рассматриваемых в [3]. 4

Пример 1.
$Г (дг,лг3) =  А* =  ххх9 V  Х\Х± (сумматор на два входа) (рис. 1,а). 

Пример 2. (х2, х» х*) =  А®(х1, х 2, ха) =  сумматор на три входа
(рис. 1,0). ^
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