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Вступ

Питання інтегрального представлення залиш-
кових членів формул наближення диференційов-
них функцій було, є і буде одним з найскладніших 
в обчислювальній математиці. Інтегральні пред-
ставлення цінні тим, що вони дають точну фор-
мулу для залишку наближення диференційовних 
функцій тим або іншим оператором наближення. 
В противагу сказаному слід відмітити, що відо-
мі оцінки похибки наближення, які можуть бути 
отримані з інтегральних представлень, використо-
вують деякі параметри, які задані не точно, а нале-
жать деякому інтервалу. Наприклад, оцінка набли-
ження диференційовної функції f x C a bn( ) ∈ [ ]+1 ,  
поліномом Тейлора степеня n  може бути отримана 
з інтегрального представлення залишкового члена 
похибки [див. приклад 1] у формі Лагранжа, Коші, 
Пеано, Шлемільха-Роше [1]. Нижче наведемо де-
які відомі формули інтегрального представлення 
залишкових членів, які широко використовуються 
на практиці. Викладений загальний метод їх по-
будови використаний в даній роботі для побудови 
інтегрального представлення залишку наближен-
ня диференційовних функцій інтерполяційними 
кубічними поліномами Зламала-Женішека на до-
вільному трикутнику.

1. Аналіз літературних джерел

В працях [1-14] сформульовані та доведені те-
ореми існування та єдиності поліномів заданого 
степеня, які інтерполюють функцію f x y,( )  та її 
частинні похідні до заданого порядку у вершинах 
трикутника та у деяких точках на сторонах або все-
редині трикутника. В працях Ю.Н. Субботіна [9], 
[12], Байдакової Н.В. [13], Матвєєвої Ю.В. [14] до-
сліджувалися оцінки наближення диференційов-
них функцій такими поліномами. Слід відмітити, 
що ці оцінки не використовували явних інтеграль-
них представлень залишку наближення.

2. Відомі формули інтегрального представлення 
залишкових членів

1.	 Інтегральна формула для залишку наближен-
ня функції f x C a b nn( ) ∈ [ ] ≥, , 1  поліномом Тейлора 
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то отримаємо інший вираз для залишку узагальнен-
ня якого будемо використовувати у двовимірному 
випадку

R f x x x D f x u x x
u

n
dun

n n
n

( ) = -( ) ( ) + -( )( ) -( )
-( ) =∫

-

0 0 0
0

1 1
1

1 !

=
+ -( )( ) -( )

-( )∫
-d f x u x x

du

u

n
du

n

n

n
0 0

0

1 1
1

1 !
.

2.	 Інтегральна формула для залишку наближен-
ня функції f x C a b r Mr( ) ∈ [ ] ≤ ≤, ,1  інтерполяцій-
ним поліномом Лагранжа степеня M -1  
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3.	 Інтегральна формула для залишку наближен-
ня функції f x C a b r pr( ) ∈ ≥ ≥[ , ], 2  інтерполяційним 

УДК519.6

О.О. Литвин 

Українська інженерно-педагогічна академія, м. Харків, Україна, loo71@bk.ru

Інтегральне представлення залишку наближення  
диференційовних функцій інтерполяційними кубічними  

поліномами Зламала-Женішека на трикутнику

В даній роботі метод побудови явних інтегральних представлень залишкових членів вперше узагаль-
нюється на випадок наближення диференційовних функцій інтерполяційними кубічними поліномами 
Зламала-Женішека.

ІНТЕРПОЛЯЦІЯ ЗЛАМАЛА-ЖЕНІШЕКА НА ТРИКУТНИКУ, ЗАЛИШОК НАБЛИЖЕННЯ, 
ІНТЕГРАЛЬНА ФОРМА ЗАЛИШКУ НАБЛИЖЕННЯ

БИОНИКА ИНТЕЛЛЕКТА. 2013. № 1 (80). С. 62–67	 хнурэ



63

Інтегральне представлення залишку наближення диференційовних функцій інтерполяційними кубічними ...

поліномом Ерміта степеня n -1 , n Mp=  

E f x D f x
x x

s
h x

h x w x

n
s

k
k

s

k s
s

p

k

M

k s k

-
=

-

=
( ) = ( ) -( ) ( )

( ) = ( )

∑∑1
0

1

1 !
,,

, ww x w x x x

w x

k
x

p s

k i
p

i i k

M

k
x

p s

k

k

( ){ } ( ) = -( )

( ){ } =

- - -

= ≠

- - -

∏1 1

1

1 1

, ,
,

DD w x
x x

j

D E f x D f x

j

j

p s

k
x x

k
j

j
n x x

j

k

i

=

- -
-

=

- =

∑ ( )





-( )

( ) = ( )
0

1
1

1

!
,

xx xi
i M j p

=
= = -, , , ,1 0 1

має вигляд [15]
R f x f x E f x

x x

s
h x D f t

M M

k
s

k s
s

p

k

M
r

x

x

k

( ) = ( ) - ( ) =

=
-( ) ( )

-

=

-

=
∑∑ ∫

1

0

1

1 ! , (( ) -( )
- -( ) ≤ ≤

( ) = -( ) -

- -

= ≠
∏

x t

r s
dt p r n

h x x x x x

k
r s

k s j

p

j j k

M

1

1

1 !
, ,

,
,

jj

p

j j k

M

x

p s

a

p s s

k

g x D g a
x

( )











( ){ } = ( ) -

-

= ≠

- -( )

- -( )

∏
1

1

1

,

,

aa

s

s

s

p s ( )
=

- -

∑ !
.

0

1

3. Загальний метод побудови вказаних формул

 Цей метод можна сформулювати так. 
Встановлюється, що інтерполяційні формули 
Лагранжа та Ерміта є точними на поліномах степе-
ня n -1 . Наступним кроком методу є запис кожної 
величини f xk( )  та D f xs

k( )  за допомогою форму-
ли Тейлора у вигляді 
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Підставляючи ці формули у формулу Лагранжа 
і враховуючи, що вона є точною на поліномах сте-
пеня n -1 , приходимо до написаної в прикладі 2 
формули для залишку. Аналогічно, при доведенні 
відповідної формули для залишку наближення по-
ліномами Ерміта, використовуються такі формули 
Тейлора 

D f x D f x
x x

j
s

k
s j k

j

j

r s

( ) = ( ) -( )
++

=

- -

∑ !0

1

+
+ -( )( ) -( )

-( ) =
-

∫
d f x t x x

dt

t

r
dt k M

r
k k

r

r
1

1
1

1

0

1

!
, , .

4. Постановка задачі

Для побудови кубічних інтерполяційних полі-
номів Зламала-Женішека на трикутнику потрібно 
знати значення функції у вершинах і в центрі три-
кутника та значення перших частинних похідних у 
вершинах трикутника. Тому задача полягає у побу-
дові точної формули для інтегрального представ-
лення залишку наближення функцій вказаними 
інтерполяційними поліномами, метод побудови 

якої дозволив би знайти оцінки похибки для функ-
цій r  раз диференційовних ( 2 4≤ ≤r ). Описаний 
вище загальний метод побудови явних інтеграль-
них представлень залишкових членів вперше уза-
гальнюється на випадок наближення диферен-
ційовних функцій інтерполяційними кубічними 
поліномами Зламала-Женішека.

5. Основні твердження даної роботи

Вважаємо заданими систему точок 

A X Y D k Mk k k, , , ,...,( ) ∈ = [ ] =0 1 12 , яку ми тріангулю-
ємо – розбиваємо на трикутники T Dpqr ⊂  з верши-
нами A A Ap q r, , , та значення 
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Наведемо явні формули для базисних поліномів 
третього степеня поліноміальної кубічної інтерпо-
ляції Зламала-Женішека на трикутнику T Dpqr ⊂  
(див. [16])
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Ці функції є поліномами третього степеня з 
властивостями 
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Тобто вони є базисними функціями при побу-
дові операторів двовимірної кубічної інтерполяції 
на кожному трикутнику T Dpqr ⊂ . Не обмежуючи 
загальності, будемо вважати, що довільний трикут-
ник має вершини A A A1 2 3, ,  . В цьому випадку опе-
ратор [15]
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є оператором поліноміальної кубічної інтерполяції 
Зламала-Женішека на трикутнику з властивостя-
ми
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Згідно з теорією [2-5] ці оператори є точними на 
кубічних поліномах 3-го степеня
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Для доведення цього достатньо відмітити, що по-
ліном a x yβ
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лінійно-незалежних функцій x yβ β β β1 2 0 31 2, ≤ + ≤  і 
система лінійних алгебраїчних рівнянь (4) для зна-
ходження невідомих коефіцієнтів aβ  має розв’язок 
і цей розв’язок єдиний. Існування цього розв’язку 
випливає з того, що кубічний поліном Of x y,( )  за-
довольняє умови (4). Крім того, з припущення, що 
існує два таких інтерполяційних поліноми, які за-
довольняють умови (4), випливає, що їх різниця 
задовольняє однорідним інтерполяційним умовам, 
тобто обидва такі поліноми повинні бути однако-
вими. Таким чином, з тотожності (5) можна напи-
сати такі властивості вказаних операторів.
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Властивість 3. Якщо f x y y nn, ,( ) = ≤ ≤1 3 , то
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та групуючи доданки в останній формулі, отримаємо
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Таким чином, для залишку наближення 
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Теорему 1 доведено.

Висновки

Тут у всіх випадках під знаком інтегралів при-

ймають участь похідні f rα α( ) = =, 4 . Але і для 
α = =r 2  або α = =r 3  таким методом теж можна 

отримати інтегральне зображення залишку. 
В подальшому планується знайти оцінку похиб-

ки для випадку, коли f x y C T mm
pqr, , , ,( ) ∈ ( ) = 2 3 4  та 

порівняти отримані результати з оцінками, отри-
маними іншими авторами без використання інте-
гральних формул для залишку. 

Відмітимо, що для α = =r 2  та для α = =r 3  та-
ких оцінок взагалі нема.
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