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1. К ак  известно, анизотропны е среды можно характеризовать тензо­

рами диэлектрической проницаемости е(к и магнитной — рікш и связь между 
индукциями и напряж енностям и полей электром агнитны х волн вы ра­
ж ается формулой

Обычно встречаю тся преимущ ественно среды с сильно выраженными 
магнитными (ферриты) или электрическими свойствами (кристаллы , п л аз­
ма), В дальнейш ем мы будем рассм атривать последние. Т аким  образом, 
для диэлектрической анизотропной среды имеем

И звестно, что при определенном выборе систем координат тензор 
диэлектрической проницаемости принимает диагональны й вид:

т. е. свойства среды х арактери зую тся  тремя главны ми коэффициентами. 
В случае равенства д вух  из них (ех =  е2 =  е0, з , =  йе) анизотропная среда 
(кристалл) является  одноосной.

Отметим, что при распространении в анизотропной среде плоские 
электром агнитны е волны полностью  линейно поляризованы  в определен­
ных плоскостях , за исклю чением оптических осей.

В настоящ ей работе строго реш ена задача о диф ракции электром аг­
нитных волн на металлической реш етке, располож енной на полубеско- 
нечной диэлектрической анизотропной среде, являю щ ейся одноосным 
кристаллом . Эта задача п редставляет  значительны й интерес не только 
в теории диф ракции, но и при исследовании распространения электром аг­
нитны х волн в периодических стр у к ту р ах  цилиндрического типа. Кроме 
того, она мож ет быть использована д ля  изучения черенковского излучения 
частиц .

2. Н а м еталлическую  реш етку, состоящ ую  из периодически располо­
ж енны х лент с ш ириной I — с1 (I —  период реш етки) падает в плоскости 
уог  п лоская  электром агнитная волна произвольной поляризации под 
любым углом . Реш етка располож ена в плоскости двух  сред хоу. Ленты 
реш етки параллельны  оси ох. П ервая среда является* изотропным диэ­
лектриком  с показателем  преломления п х =  ] / е и расп олож ен а в полу­

Де =  вп Е х ■ )- ЧгЕ и е13£ ’г, 
В  у — ЬцЕх 4* ®22̂ (/ +  Є23̂ г>
Ц> =  еЗіАг*+ Ё32^г/ +  еЗзДг>

(2)

В  =  Н.

(3)
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пространстве г  >  0 ; вторая среда является  анизотропным диэлектриком , 
заполняю щ им пространство г <  0 (рис. 1).

В работе предполагается, что анизотропный диэлектрик является  
одноосным кристаллом  с е0 е  и ве. Оси координатной системы вы браны  
так , что ось кри сталла п араллельна оси ог. В данном случае волновые 
нормали падающ ей, отраж енной, обыкновенной и необыкновенной волн 
остаю тся в плоскости падения (плоскость уог).

П редполож им, что падает волна с амплитудами

Е  =  А а  +  В [п а  ],

Н =  А  [т а] — Впуа, 

Z

(4)

Рис. 1.

т. е., к ак  видно из записи полей, векторы разлож ены  на составляю щ ие
—*- —

по направлению  вектора а  и перпендикулярно к нему; а  — постоянный 
вектор, определяемый формулой

a = [ m q ]  =  [m'q] =  [m0q] =  [meq},  (5)

где q (0, 0 , — 1) — нормаль к границе раздела двух  сред, а т, т ", гпа,

ще — векторы  рефракции падаю щ ей, отраж енной, обыкновенной и не­
обыкновенной волн соответственно [4].

Чтобы получить падаю щ ую  волну единичной ам плитуды , обозначим
аА  =  cos ф,
а .6 =  sin  ф, (В!

тогда в новых обозначениях падаю щ ая волна имеет вид
їоі̂ -Ь'̂ оУ) ( JZf _ ,1,^4—їоіг+̂ о.У)Е х =■■ — cos фе'1 

Е у =  cos a  sin фе'(~ь»г+Л»0>
sin a  sin  фе'

где
h 0 = 

Т ої=

I H x =  n x sin  фе'1 
I / /„  =  n l cos a  cos фе"І - y
I Hz =  «1

« x^osina , 
n tk 0 cos a

sin a  cos фе'(—Ї.1 г+ЛоУ)
(7)

(»)

(а — угол падения, а временной м нож итель е ~ ш  опущ ен).
Требуется определить поле, возникш ее в результате дифракции этой 

волны (7) на реш етке с анизотропным безграничным диэлектриком , запол-
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няющим пространство г <  0. Т ак  как  реш етка однородна вдоль н ап рав­
ления ох, то искомые поля не будут зависеть от х. Они будут периоди­
ческими по направлению  оу, т. е. постоянны е распространения по оси 
оу мож но представить в виде

» _  и I“ я/ ” 0; “Г I ■ /д\
/1 =  0, +  1, ±  2, + 3 ,  . . .

И ндекс I относится к  разным волнам. М ожно п оказать , что все /г0, 
равны меж ду собой; тогда в дальнейш ем можем опустить индекс I.

В оспользовавш ись периодичностью реш етки по направлению  оу, раз­
лож им возникш ие в результате  диф ракции составляю щ ие полей в ряды 
Ф урье. Эти ряды имеют вид:

для отраж енной волны Е х =  ^  а„е,’<Т'»*+Л"у)\
П =-—

Н х =  У  С„е|(’л:Н-Л пу)
а ± -  (Ю)

N °%
Д Л Я  обыкновенной В О Л Н Ы  Е х =  У  Ьпе'{'~1п2°г+ПпУ\

п — — «
ч

ДЛЯ необыкновенной ВОЛНЫ И х =  У  тягег+ИпУ).
П = ~ ° а

О стальны е составляю щ ие отраж енны х и прош едш их волн получим 
из уравнений М аксвелла, записанны х отдельно д ля  каж дой волны. Они 
имеют вид:

д ля  отраж енной волны Е у — — У  спе‘1т^г+,,пу)\
П= — со

Ну  — V  1- у  а„е 'б  п^+нпу)-
П  = — “

Д Л Я  обыкновенной В О Л Н Ы  Н у — —  У  5яе*(_Ь 20г+ '<л»).

(11)

Д Л Я  необыкновенной В О Л Н Ы  Еу =  У  dne ^ nteẐ h ny).
*-* *0£0 

п  оо

В ф орм улах (10) и (11) y„t , ~[„2о и чп2е определяю тся из решения 
волновых уравнений, написанны х отдельно д л я  отраж енной , обыкновен­
ной и необыкновенной волны соответственно, т. е.

Тп1 =  — V г*2 —  (п7 х sin  а +  я )2;
2г.

7*20 =  у  V £ox2 —  (« Iх sin  а +  я )2; О 2)

Чп2е =  Y  | /  Е0*2 — ^  (« 1* sin  а +  n f  ,

где х =  y *
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П од значением корня в вы раж ениях (12) понимаем те значения, 
которые даю т затухаю щ ие волны в бесконечности или распространяю ­
щ иеся от реш етки в бесконечность.

3. Коэффициенты в вы раж ениях (10) можем найти, используя гра­
ничные условия, т . е. равенство нулю тангенциальны х составляю щ их 
электрического поля на м еталлических л ен тах , непрерывность танген­
ц и альн ы х составляю щ их магнитного поля и непрерывность тан ген ц и аль­
ных составляю щ их электрического поля на щ елях.

И спользование граничных условий приводит к  следую щ им двум 
системам уравнений:
f  “  2  к п  “  2тсл..I —— у I -т— •

—  COS ф -f- 2 j  а " е '  =  2 -  Ьпв
Л = — оО П — ------°°

v  т ., 'Ч 5 * V  ,? r - u (на Щел я х ). ( !3)n l cos a cos Ф +  > апе 1 =  — У —  Ьпе 1
М и  а у  т т т  K q

П    П — ~ о а

“  . 2 п п  “  . 2 тел J

— cos Ф +  V  апе ~ У =  V  bne ~ y =  Q (на металле)

и
г Ч 2rcn .  _ 2icn

. С„е! г У — 7 , 1—  d«e'
«о£ «0Е0rt—-—“ п. =—«>

А  А  (на щ елях), (14)
n , s i n ^ +  сле 1 =  V  dne 1 '

П = — оо
2гл . 2ял

cos a sin  ф —  У  1*>спе 1 У  ^ d „ < ?  *  ̂ =  0 (НЯ металле).
Г» —— т П — — «в

В обоих системах первое и третье уравнения совпадаю т при всех 
значениях у,  поэтому их коэффициенты долж ны  тож дественно совпа­
д ать , т. е. имеем

—  cos ф +  а 0 =  V . а„ =  (л =£ 0)

п, sin ф — с„ =  c n = — ‘̂ d n. (п Ф  0) •
Ео7о1 ьо [ ш

Это позволяет получить следую щ ие системы:
00 . 2пп /у (т«1 + Тл2о) 6„е' '  ̂=—2л4̂0 cos а cos Ф (на щелях),

Л——
2тсл

! = 0  (на металле)
П — «

(15)

(16)

и
" .  пгп

V  (1 г v =  2n!sini (на щелях)

” . 2гсл
V I — • |/
^  7n2ed-tfi  1 =  0 (на металле).

П*—•

(17)
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Системы уравнений (16) и (17), как  известно, приводятся к задаче
Рим зна— Гильберта, решение которой впервые получено и детально раз­
работано в [1].

4. Приведем решение уравнений (16), (17). Д л я  этого обозначим

=  1 +  { ] / " ; а п)г — 1 +  sin  а -f- п)г ~  *} *

Х„ =  Ьп (n Lx sin  а +  п), ф _

\ ^  -*-‘0 как  ~  при п -*■ о о ) .
Система уравнений (16) теперь принимает вид

V ! л ,х  sin  я 4 - я I . . V  I п Ш sin  а 4 -  п I ье— :   х „ е ,п¥ =  т , х  cos a cos ф 4-  > :—-— ;-----  — 1 \ п х пе ‘п*
a J  ИХ S in  а  -(•- П 1 т  1 м ’ Щ Х S in  а  - ) -  П
—  “ Л =-»  (на щ елях),
”,  (19)

^  лс„е-"* =  0 (на металле).

К системе (19) необходимо добавить ещ е одно уравнение, которое 

получается из первого уравнения (16) при у г = ~ \

У  ( _ 1у л --------------------=  0 . (20)
7 flyf. S i n  CL — /72 х

т —— м

О пуская промежуточные преобразования (19) [7], получим реш ение 
в окончательном виде:

~/
ЯлХт =  inp/. cos a cos I  [ Я Д С  — Я т У°] — 2 У  — R , „ V n,  ] +

П —— 1

ж

+  У  i-" |X>hM + - " l jr«6f  [ £ v ;  -  m = 0, ± 1 ,  ± 2 ,  ± 3 ,  . . .  (21)
Ашм П  ] У- 5111 Я —p  Д

i де Re, V j , R m и VZi имеют аргум ент и =  cos 0 =  cos ~  , a

& - =  Ё й -  v  ,22)

Коэффициенты R m и имеют те ж е значения, что и в работе [1]. 
Реш ение системы (17) производим по аналогии с решением системы (16). 

Обозначим

b С 1 , • «in =  1 -Г t

Ч'+й)’Т  ** (я»Х51пв +  я Ч , +  ^ , /  (23)

х„ =  (f ij* s in a  +  n ) ( l  - f
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тогда вместо (17) получаем
- I

R*Xm ~  —  2e* sin  a sin ф [RaV°m —  R mVl] — 2 У] хп [R,Vm  — +
П = — I

+  ]L  п\у. Sin а +  п  1 Хп^  —  RrnY*],  т  =  0 ,  ± 1 , + 2, . . .

где Хд =  х 0 — 2еч sin  а sin ф; Х т =  хт, т  Ф  0.
Здесь коэффициенты R„, У", R m, V nm имеют аргум ент

V — COS (тг —  0) =  COS — ■-■T -'ft — —  cos 0.

5. Д л я  нахож дения коэффициентов отраж ения (прохож дения) обы к­
новенных и необыкновенных волн в длинноволновом  приближ ении (х <£ 1) 
достаточно взять системы уравнений (21) и (24) при т  =  0 соответственно:

x 0Ra =  Ш,х cos a cos ф — R 0V ba] - f  х 0 о̂ [R .V l —  /?0V^1, (25)

X 0Ro =  —2 Е х 5 т а 5 т ф [ / ? 3Уо — +  x o^ 'J \R *K  ~  Я о^)>  (26)
где X 0 =  x0 — 2ex sin  a sin ф.

Зам етим , что коэффициенты R a, Va, R 0, Vj| в ф орм уле (25) зависят 
о т  аргумента и, а в формуле (26) — от v.

И з уравнений (25) и (26) получим коэффициенты прохож дения для 
обыкновенных и необыкновенных волн соответственно:

■ I \ и 1ПЛЪ COS a COS у In --^—
& о = -------— (27)

и dg  --- i4y
I

+  1п
(2 8 )

где
Чо =  j  УЧ cos a - f  ) / s 0 — (n , sin а)8];

/~
  * 1 o i ] /  Ео — г (л1 sina)2

-00 =  (е +  У  %%) — Ч — У - ; (2 9 )
ео7о1 4 -  еТо2е 

А 0 — 2п х sin  ф  — .
еО~< 01 +  £7о2е

6 . В ы раж ения тангенциальны х составляю щ их электрического и маг­
нитного полей для основной гарм оники в рассм атриваем ой нами задаче 
имеют вид

Е х\ =  —  COS ф е ‘( ~ То^+ЛцУ) _р. Q jjg 'U tii+ h a H j 

Ех 2 —  6 0e ,(~T«:»z+ ftoi/);

E„i =  COS a sin ф е ,(~Й*2+ Й«У) — 5̂1 С0е‘(1‘>г_
«0£

Е у 2 =  d 0e ‘(~ 1  ozez+h,y) .'
£о«о

Н х, — Л1ь!пфе'(-Т.1г+Л̂ ) 4 - с0е<(т..г+М);
И х-2 =  d ne '('-T02ez+ft,iy);

Н/,1  =  COS а  COS ф 4 -  121 а ^ Й Т и г + Л .* );
«о

Н »2 =  —  &о ^  е '<-Т .*.г+Л.У), (3 0 )

8 Радиотехника, вып. 1
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В ф орм улах (30) индексами 1 и 2 обозначены поля в первой и вто ­
рой среде соответственно. Т ак  как  тангенциальны е составляю щ ие эл ек ­
трического поля непрерывны во всех точках  плоскости раздела (щ ель -f- 
металл), т. е. на всем периоде реш етки , то

Е х \ I 2  — 0 =  Е х2 |г  —0 =  Е х | г= 0»  •

Е у \  |г —0 =  Е у 2  — 0 =  Е у | г = 0 . ( 3 1 )

У читы вая (31), из (30) получим после неслож ны х преобразований 
следую щ ие эквивалентны е граничные условия для м агнитны х состав­
ляю щ их поля:

! и  и  I   1 2 to i cos i> +  (7ot +  7020) i . /о о ч\Пу1 — Пу2 2=0 — "I------------------ г--------------- ь ,  |г=о,яа ио
\ Н х1 —  Н х2 |г_ 0 =  — ■ 2n1s i n f - ( e o1ol +  »TfoM) Ev  |2=о_ (33)

101 * 102е “0

Они связаны  меж ду собой параметром  <]>, которы й меняется при 
изменении ориентации векторов поля падаю щ ей волны в пространстве; 
тем самым изменяю тся соотнош ения между амплитудами обыкновенных 
и необыкновенных волн.

7. Рассмотрим некоторы е предельные случаи. П усть  первая среда 
имеет диэлектрическую  постоянную , равную  единице (е =  ti\ — 1), т. е. 
верхнее полупространство (z >  0) заполнено воздухом, и реш етка нахо­
дится на границе раздела вакуум  — изотропная среда. Тензор диэлектри­
ческой проницаемости изотропной среды есть скал яр н ая  величина, т. е. 
в любой прям оугольной системе координат всегда является  диагональны м 
тензором  с одинаковыми элементами. Обозначим этот элемент через е,. 
С огласно сказанном у выше, анизотропная среда превратится в изотроп­
ную, если ее параметры е0 и ве равны м еж д^ собой, т. е. имеет место 
Е, =  Е0 =  £г. П редполож им , что на реш етку падает под углом а  Е -поля- 
ризованная волна, для чего достаточно взять соэф — — 1. Здесь минус 
показы вает направление вектора электрической  напряж енности падающей 
волны; при таком  выборе направление Е х совпадает с направлением , вы­
бранным в работе [2].

При sin ф =  1 падаю щ ая волна, как  видно из (7), является  Н - поля­
ризованной волной. Если соэФ =  — 1 или s in ф =  1, наш а задача пре­
вратится в задачу , реш енную в работе [2], соответственно случаю  Е -  или 
/7-поляризации, если полож ить а о о .

П олученные нами уравнения (21) для обы кновенны х волн переходят 
в систему уравнений (12), а уравнения для необыкновенных волн (24) — 
в систему уравнений (21) работы [2 ] при а -» -с о .

Я сно, что при этом все выводы и результаты  работы [2] остаю тся 
в силе для случая  а-*- со.

При а — 0 ани зотроп ная среда в наш ей задаче ведет себя как  изо­
троп н ая , и в этом случае полученные результаты  будут совпадать с резуль­
татам и работы [1], если предполагать, что =  1, т. е. реш етка находится 
в свободном пространстве.

К оэффициент прохож дения (отраж ения) (27) обыкновенной волны 
в длинноволновом  приближ ении переходит в коэффициент прохож дения 
(отраж ения) (2) Е -поляризованной волны  работы  [6]. Здесь мы предпола­
гали , что реш етка находится в свободном пространстве (е =  ех =  1). Эти 
коэффициенты отраж ения и прохож дения при а =  0 переходят в коэффи­
циенты , впервые полученные Ламбом.
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Коэффициент прохож дения (отраж ения) необыкновенной волны (28) 
в длинноволновом  приближ ении ( х < 1 )  переходит в коэфф ициент (4) 
//-п оляри зован н ой  волны работы [6 ], если считать, что реш етка н ахо ­
дится в свободном пространстве.
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