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ДИСПЕРСИОННОЕ У РА ВН ЕН И Е СПИРАЛЬНОГО ВОЛНОВОДА 

3.  С. А гран ов и ч ,  В. П. Ш е ст оп алов

I. Рассмотрим спиральный волновод, образованный металлической 
спиральной лентой с шириной зазора, равной с1, периодом (шагом) I. 
Радиус волновода г =  а; 0 — угол намотки (рис. 1). Л ента м еталла спи­
рали предполагается бесконечно тонкой и идеально проводящей.

Введем цилиндрическую  систему к о о р д < р ,  г), приняв ось 
волновода за ось Ог, и будем искать электромагнитны е волны, которые

могут распространяться в т а ­
кой системе в направлении 
оси 2 без затухан и я  и с за ­
туханием .

В обоих случаях  задача 
сводится к  отысканию  реше­
ний однородных уравнений 
М аксвелла, которые внутри 
спирального волновода описы­
вают бегущ ие волны (возмож­
но, затухаю щ ие), а вне вол­
новода — либо затухаю щ ие, 
либо расходящ иеся волны.

П усть Е ( г ,  <р, г), Н  (г, <р, г) — такое решение (временной множ и­
тель е ~ а“‘ здесь и далее опущ ен). При замене в этом решении 2 на 
г + 1 мы, очевидно, снова получим решение, удовлетворяю щ ее тем ж е 
граничным условиям, так как  при смещении на период I вдоль оси вол­
новода система переходит сама в себя. Естественно поэтому счи тать, 
что при такой замене искомое решение приобретает только числовой мно­
ж итель, который мы запиш ем в виде е'к<-1, и что

I 'п.- |

Е  (г, ср, г) =  е,н°г Е  (г, 9, г); Н  (г , о , г) =  е'н«гН  (г, <р, г),

где Ё  (г , 9, г), Н  (г, о , г) периодичны относительно 2 с периодом I. 
Очевидно такж е, что эти вектор-функции периодичны относительно 9 с 
периодом 2іг, так как  они однозначны, а координаты (г, 9, г) и (г, 9 ф- 
+  2тг, 2) определяю т одну и ту ж е точку в пространстве. Заметим, н а­
конец, что спи раль переходит сама в себя, если ее одновременно смес­
тить по оси г .н а  величину Дг и повернуть вокруг оси г на угол Д©

=  0. Отсюда вы текает, что Е (г, 9, г), Н  (г.т ак , чтобы Д© +  і  
зависят не отдельно от 9 и 2, а от их комбинации

С =  <?
2кг  
~7~~ і (і)

причем из указанной выше периодичности этих  вектор-ф ункций относи­
тельно 9 и 2 следует, очевидно, их периодичность относительно С С пе-
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риодом 2«, П оэтому их можно разлож и ть в ряд Ф урье, в результате 
чего получим

■ ( 1 2,121
Е (г, <р, г) =  е‘н°г £  (Л)

П  —  —  со

Н (Г, ср, 2) =  е ,Л»г V  (г) е ' г *
, N (2)

Составляю щ ие (г) и Н п (г) внутри волновода (г <  а) запиш утся 
в виде

£лг “  *пРп К  (РпГ),

Е пг =  апШпрг^п  (РпГ) +  Рл — /л  (РлГ),

Е п9 =  — а« —■ /г„Уя (рпг) +  14крш$'п (РпГ),

Епг  =  РлРлЛг (рпГ), (3)

Епг =  — Э . ,~ 3 п  (рпГ) +  М к п Р ^ 'п  (РпГ),

Ег,п 'З.-У/с/ь.У„ (рпг) Рл ут ^  Еи  (Р'У)I

где а,;, — числовые коэффициенты,

я» =  к  +  х ; ^  1 Л'- -  * * • к =  т  ■ (4)

Здесь и дальш е под ] /  Л понимаем то значение квадратного корня, 
которое имеет полож ительную  вещ ественную  часть ( К е ] / Л > 0 ) ,  а если 
Р е  ] / Л  =  О, — то отрицательную  мнимую часть ( 1 т ] / Л  <  0).

Чтобы удовлетворить уравнениям  М аксвелла вне волновода (г >  а) 
и получить при этом только р асх о д ящ и еся . или затухаю щ ие волны,
нуж но взять составляю щ ие вектор-ф ункций Е п (г), Н п (г) равными вы ра­
ж ениям , которые получаю тся из правы х частей формул (3) при замене 
коэффициентов х„., на ап, и функций (рпг ), У« (рпг) — соответствен­
но на Н „ ] (р„г), Н п ]' (р„г).

Распорядивш ись неопределенными коэффициентами ап, ап, р„, мы 
долж ны  удовлетворить граничным условиям  при г =  а, т. е. обеспечить
равенство нулю  тангенциальны х составляю щ их вектора Е  (г, ©, 2) и не­
прерывность г-составляю щ ей вектора Н  (г, <р, 2) на металлической ленте, 
а такж е непрерывность всего поля на щ ели меж ду виткам и ленты.

И з условий для Е 2 и Е ч следует, что

7 '/ п(Рна> _ о о' &П, Р/2 (1у  РП (5)
Л Н ^ ( Р па) ^  Н ^ \ т

га
а-пр \3 п  (рпа) е ^ е 'Ь т  --- 0 (на м еталле), - (6)

п=—00
О* со

—  £  о-пПкпЗп (р па) е ,п> е ^г +  Ига £  % рп3п (р.,а) е ‘,гЧ л ^  =  о
П —  —  оо--------------------------------------------------------------------------------П ----- га

(на металле). (7)
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Граничное условие для Н г вы полняется автом атически в силу (5). 
И спользуя (5), а такж е известное равенство

г п (х) я<1! <*) -  1п (х) я!,1»' (х) = с- ^ ,  

из условий для //* , Н? и Е г находим, что

£  =  °  <на щ ели>’ (8)
П = — *

{ка V  — етЧ л * г —  V  В-— ттт2— - е ‘" * с ,,,' г =  О
—  Н“ '(рпа) £ 4  РпИ(п (РгР)

I I    П * = —  <м

(на щ ели), (9)

; п   —И-----р1П̂ рШпг —  Ь о------------------------- ж Д
Ш Ь  * * и " ' м  Ь  *  рп* С  (рпа)

П — — Ьо П — — со

(на щ ели). (10)

П окаж ем, что уравнение (10) является  следствием уравнений (8) и
(9). С силу (4)

пНп =  к (/гл — /г°) /1л =  к  ^  ~ ~ р ~  к .  к °!1п' ^

и потому, используя (8), имеем

\ ' 5 П̂ п 1̂П»̂ 1кп2 _  V  к2 кф.п е,п9ед1пг̂
—  ° •“ (р„а> ч ' ' рпН ^  (рпа)п = — оо '  Т ’Ч «*

С ледовательно, уравнение (9) можно записать в виде

1ка  V  -т *’’— е""ре,?!пг— -  V  Вд — "" ••*«_етчел пг — о (на щ ели). (9')
—^  Н^'(р„а) ** —  (рп°)rt=»—со

Д ифференцируя это равенство по г (что, как  легко видеть , законно) 
и учиты вая, что согласно (4)

1  (А» -  h 0hn) К  =  ±  (tf/in -  h 0k2 +  /г0р«) =  **« +  ^  Рч.

получим

— Аа V  «п _ Л " — emteihnz— i№ V  ß „ ——  e‘n^e‘h^  —
п: - 1  г Л ' :  м )

— V  — g/ncg.’/i,^ _  о (на щ ели),
—  • Н 1 (р„а)

а это уравнение в силу (8) отличается от уравнения (10) лиш ь множ и­
телем  ik.



Дисперсионное уравнение спирального волновода 17

Заметим еще, что в сйлу (11) и (6) уравнение (7) можно записать 
в виде

~ h  S  Jn (Рпй) е‘пч>е‘Нпг +
п = — оа

оа

+  ika  У  %pnJ'n (р па) ein'felhnZ =  0 (на металле). (Т )

Таким образом, для определения коэффициентов а„ и 3„ имеем си­
стему четырех однородных уравнений (6), (7 '), (8) и (9 ') . П арам етр /г„ 
(волновое число) находится из условия сущ ествования у этой системы 
ненулевого решения.

2. Д л я  дальнейш его исследования этой системы целесообразно ввести 
безразмерные параметры

V — 2п • * — 2* * tg  6 — 2ica

(здесь 0 — угол намотки), так  что 

гг.Л„ =  у  (п +  v), р па =  i c tg  0 У ( п  +  V)2 — Хг. (13)

Положим ещ е

<хп — ciirL р п J п (рпа ) , bп tnPn

и введем «спиральную  координату» по формуле (1).
Тогда уравнения (6), (7 '), (8) и (9') после умнож ения каж дого из них 

на е1'“? запи ш утся в виде

У] а пе '(п+ '')': =  0 (на металле), (14)
П=  — -о

—  tg 0 V a „  |e,("+*)C +  tea* ■ Yj M n  (p„a) H'nY (рпа) =  о
(на м еталле), (14а)

оо

V  &„е'(л+ ',)С =  0 (на щ ели), (146)

V    1л_______ e/(n+v)C_tß0 У  Ьп x2~ -v(" +  V «+*K =  0.

(на щ ели). (14в)

Обозначим

Л- Г Г ') =  V   1 л  Г 1* о - м > С -  и  ( Г )  —  У  ____ 5 *------------
_  Л»-1г. , *)« ’ —и +

П  = — оо п. — — со

2  Радиотехника, вып. 1 И*“
1 Б  И  Б Л  И О Т Ы \

УЫ ГКЛ Д ЙТ'~
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С огласно уравнениям  (14) и (146) имеем

оо

i?x (С) +  х" (С) =  с ле‘(п+ ,)1: =  0 (на металле),
Л  — оо

* 2У  (Q +  У"  (С) =  X  &пе/(л+ ’)С =  0 (на щели),
Л “ —  ос

и поэтому

Of

х  (Q =  ^  ^  ^ g,("+v)C =  Af1g,xC 4  М 2е - ‘г' (на м еталле), (15)
Л  = — оо 

ш

у ( С ) =  v  xv _  ^ е«"+'К =  N t f r t  4 - N 2e~ M  (на щ ели), (15а)
Л  —  — »о

где M i, М 2, N ly N 2 — некоторые константы .
И спользуя равенства (15, 15а), находим, что

т

X  ап е 'ТЛ+’)С =  %2jC (С) +  h X ' <С) =  <Х> -  V*) +
Л  —  —  оо

4  (х2 +  vx) M 2e~ ni: (на металле),

S  йл x « -V ^ r j ) g/(n+v)C =  ^  +  Ь У ' W  =  (к2 - VK) N 'eM  +
п — — оо

- f  (х2 4 - vx) N 2e~lf-' (на щ ели)

и, следовательно, интересую щ ая нас система уравнений (14— 14в) рас­
падается на следую щ ие две системы (делим все уравнени я на e 'vC):

• со

V  апет: — О (на м еталле), (16)

V ,  Ь    вм  — х tg  6 [(* — v) , V К +
* Pna2Jп (Рпа) Н„ (Рпа)

Я —*— оо

4  (х +  v) /V2e— =  0 (на щ ели), ( 16'а)

г'&атг ^  Ь У п {рпа ) Н у  (рпа )е ,п: — x t g 0 [ x  — V) М 1е '(х- ' ,)(: +
Л * - —  оо

4  (х +  у) А13е—'(Х+ ',)С] =  0 (на м еталле), (17)

V  _  о (на щ ели). (17а)
л —  »

Эти системы мы преобразуем далее, используя асимптотику функций 
Сесселя и известны е связи  меж ду ними [ 1].
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Согласно (13), h m  р па =  с о ,  причем lim  a r g p .a  =  ~  (то есть при
1п| - -  |л |-  » “

больших |л |  число рпа  является  «почти» чисто мнимым). О бозначая 
рп =  iqn, будем иметь

J n (рпа) =  е 2 I n (qna), Н<» (рпа) =  — ^ - е  (qna ),

где q„a «почти» полож ительно при больш их | п | ,  т. е. l im arg  qna =  0.

В оспользовавш ись асимптотическими формулами для /„  и К п при 
больш их п, х  >  0 ,  получаем при | п  | -*• оо

J n (pna ) H ^ ( p na) = ~1 ‘ [1 + 0 ( М - * ) ] .
я V  п‘- — р2а2

Но

п2 — р у 2 =  п2+  c tg 2 б l(n +  v)2 — х2) =  гс2 (1 +  c tg 2 0) +  2vn c tg 2 б +

-f- (v2 — 7t2) c tg 2 0 — ^  [(n +  V COS2 0)2 -f- (v2 — 7t2) COS2 0 —  V2 cos4 0],

так  что при больш их ] л |

V n ^ p y = " + ; пГ ^ ' u n - ö d «  г 2)]

и, значит, при | /| ] -> оо

J .  М  V  М  ~  - т  Г1 +  о  (I" Г ’)1, <| 8 >
____________ !_____________ ^ 1п (п 4  V co s2 fl) s in  О I и I , 0 | |  I 24, П 9 ч

P2na- J n (Pna ) У 1 (Prfl) COs2 0 I-«2 —  t "  +  > F ]  n

(cm. (13)).
С помощью известных равенств для бесселевых ф ункций, а такж е 

имея в виду, что

1 . 1 2  ( п - r - /  c o s 2 0 )  2  .
"1 П n  1 ,̂.«2 П — /„ _ „ ПЧ2  1 п ! пп?2 П Тп  —  1 - ) -  ч  c ü s 2 ö  п  4 -  1 v  c o s 2 0  ( я  - j -  1  c o s 2 О) 2 —  1 п  - j -  ч  c o s 2 О 

о 2
[ ( Л - j - V C O S2 О )2 —  1 ] ( п  - | -  ' i  c o s 2 0 )  я - ) - v  c o s 2 ö  ' ° ( l " f  ’ ’

находим ,что при |Л | **• оо

я 2 Ь 2 0
1 + ( Я  - I -  - ,) 2  _  х г [1 +  0(1 « Г 2)]. (20)

Умножим теперь уравнение (1 ба) на ем , уравнение (17) — на е,?с, где 
а  и — пока неопределенные кон стан ты , и продифференцируем эти урав­
нения по С. И мея в виду асим птотические формулы (19) и (20), заме­
тим, что
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и выберем константы  а , р так , чтобы величины

г  (П •!- ч COS2 0) (Я +  ot) sin 0 тс sin 0 те sin 0 [(а +  v COS2 0—  2м) П - 1- av COS2 0 -f-  х 2—  v2| 
cos2 0 [(Я-j-v)2 — X2] cos2 0 —  cos2 0 l(n 4- v)2 — x2)]

(гг —f- P) sin 0 ! ,  n 2 tg2 6
те (я -J- v cos2 0) L1 (я - f  v)a —

sin 0
те CO S 2 U

sin  0 [(p -f-  2v co s2 6 —  ч c o s2 0 —  2 \ )  n % - |-  0  (| n j) | 
те (и -- v cos2 0) [(n  - j-  x )2 —  x 2j c o s 2 9

были 0 (I rt I 2) при I rt j -*• CO, т . e. возьмем

а  =  p =  v (2 — cos2 0) =  v (1 -f- s in 26). (21)

Тогда, п о л агая*
i  (n  +  д) =  ~ s i n  8 [ n  I . .  _  o . 

p \ a 4 n (pna ) H ^ ( P no) cos2° n ’ (22)

i (n +  P) J n (Pna) H « r  (pna) =  ^  ^  (1 -  8„),

где
_  j  i co s2 0 [n -\-  V (1 -(- s in 2 0)] I n I 

e" ~  ^ s i n  0py j n (pna) H™ (pna) ~  ’ (23) .

=**1 -  /JS r [n + v +  sin20)] J n M a) H(n Y M  ПГ »

будем иметь при j n I -> oo
в„ =  0 ( | п | - 2), I ,  =  0 (1 / i n .  . (24)

Таким образом, из уравнений (16а) и (17) после умнож ения на 
g,v(i-H№e>c( дифференцирования по С и сокращ ения на ^•« |+ адг0К получаем

Ika  sin  0 _  х  N 
\  cos2 I  cos 0 j

V  с„ — * (.1— s„) eM  — sin 0 [(x — v) (x -|- v sin2 0) — (16'a)
■ и  /2

П =  oo

— (x +  v) (x — v s in 2 0) N ie~ ‘i'x+'l)r-] =  0 (на щ ели);

^  ’ bn • ^  (1 — 8„) e ' ^  — sin  0 [(x — v) (x -f- v s in 2 0) M —
Ц m -  Mi

— (x x) (x — v s in 2 0) =  0 (на м еталле). (17')

Система равенств (16) и (16 'а) (соответственно (17 ') и (17а)) н е п о л ­
ностью эквивалентна равенствам (16) и (16а) (соответственно JT 7) и (17а)), 
так как  из нее следует только , что производная от левой части, (16а) 
(соответственно (17)) равна нулю , а сама эта левая  часть постоянна. 
Чтобы удовлетворить уравнению  (16а) (соответственно (17)), мы должны 
обратить в нуль его левую  часть хотя бы в одной точке на щели (соот­
ветственно на металле). П усть начало отсчета спиральной координаты 
С помещено в середине одной из щ елей. Тогда точки С =  0 и С =  -  леж ат 
соответственно в середине щ ели и в середине м еталлической ленты,

* Считаем L5J — j.
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и дополнительными уравнениями будут следую щ ие (используем  еще 
равенства (22) и (21)):

X  Г, - г  V  Д  И п »  <.)1Т 1 (1 ~  -  S l n  6  К» -  V) ^  +  V) Щ] =  о, (25)
Л——

V  ____С- 1 )'16« h i   § )  
п - г  v (1 Sin2 f)) п  к‘ п>

П—— м
—  sin 0 [(* —  V )  е 4" - ' ,ЯМ , +  (х +  v) e-'<*+v>*M2] == 0. (26)

Д л я  определения констант Л4Х, М 2 N x и N 2 имеем равенства (15), 
а такж е равенства, получаю щ иеся из (15) дифференцированием по С, 
причем те из них, которые относятся к щ ели , очевидно, достаточно 
удовлетворить в одной точке С =  0, а те, которые относятся к м етал л у ,— 
в одной точке '  - В результате получаем

V
_  7----  *)* 1 ’

^  ( })Па"{п— ~~' =  X [M2e'<*-V>7: —  Л1ге-‘|̂ ',"|1;1
шт> У   ( г а -г -7 |*

V - = jVt + Nt.
_  х 2 —  (п -j- n )2 1

•*

а так как
П +  X   X2 1

то, обозначая

rt =  -— оо

(27)

х 2 —  (и - j-  -j)2 [х2 —  (/г *v)2J (п -f- v) п -|~ ч ’

„  __ ( Ч п /о о \
lfl X2—  (п - f  V)2 ’

можем эти равенства запи сать в виде

£ %ап = Miel(x~',)K + Alie~'(x+v)"; (29)
/1 —  —  “  

см оо

7.2 У  У  <=!£■» =  X — Afae—**-+’'>-]; (30)
П - f -  V П - f -  1 7

П ——оо п =  —“

I  М ) ^ Л  =  ^1 +  ^ ;  ( з п
П  =  — оо

оо оо

х2 V  __ V  ̂.. ■ 7 (,V, -  Л'2). (32)
М 0  /г — v л  -j- v 4 1  4 7

Система уравнений (16), (16 'а), ( И7'), ( ! 7а), (25), (26), (29), (30), (31) 
и (32) полностью  эквивалентна исходной системе (14— 14в). При сделан­
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ном нами выборе начала отсчета «спиральной координаты» С щ ель леж и т

в области, где | С | <  у  , м еталл — где у  <  | С | <  тс и далее с периодом
2т. (рис. 1). Зам етим , что содерж ащ иеся в равенствах (15) константы  
/Их и М 2 (Ыг и А/2) м огут иметь различные значения на непересекаю щ ихся 
пром еж утках  С, заняты х металлической лентой (щелью). Т ак  как  при 
выводе равенств (25), (26) и (29— 32) мы брали на щ ели точку С =  О, 
а на* м еталле точку С =  т., то входящ ие в эти равенства константы  N1х
и М 2 (Л/х и Ы2) относятся к  пром еж утку | С — тс ] <  (соответственно

\
<т)

В соответствии с этим мы запиш ем системы (16) — (16 'а) и (17') — 
(17а) в виде

V
П "*■— ОО

r.d
апешГ- =  0, -j~ <  | С j <  тс,

ап ~  (1 — sn) — sin  8 [(х — v) (х -(- v s in 2 0) —

it d—  (x -\- v) (x — v s in 2 8) Af2e~~'<*+V>c] =  0, | С | <  - г ,

N (— I)" b„ —  (1— §„) e‘n^—sin 6 [(x —v) (x -f- v s in 2 S) ’*(«+5)
amm П

П —— ею

— (x +  V) (x  —  V sin2 8) M ae-'<*+’)(*+E>] =  0, 111 <  ,

£  ( - l ) ^ ne '- ‘ =  0, <  | S | <  тс,
П—-— «М

сделав в последних д вух  уравнениях замену
С — тс =  £.

В оспользуемся теперь равенством

(-4)

(А )

_  sinSTC (— 1)4

п 4~s *
ап к I v 1X) <  тс.

которое проверяется непосредственным вычислением коэффициентов Ф урье, 
и введем еще обозначения

у  sin  8 • (х — v) (х +  v s in 2 8) • s in  (v — х) тс =  а  (х; v; 0), (33)

*  =  M l,  M 2e - « ’+v>* =  М 2. (34)
Тогда системы (Л) и (В) перепиш утся так:

t  апе‘пГ' — 0, г̂ < | С | < т с ,
Пав— М

5] ап̂ е^= V  [0)tUi е<1 + дг1а (Х; v; 6) ̂ р1)Я  ̂-  ! М')
/I— — я  И —  я

—  Л Г 0) . ^ ] е-с.  | С | <  у ;
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£  ( - 1  f b ^  =  0, <  I £ I <  *;
П= — “

£ ( - 1 ) ^ ^ е^  =  ^ | - ( _ , № 1 Ы 8л +  ^ 1 а (х. v; б)
*)

I e k ' - V - ' .

( В ' )

Подобные системы уравнений рассмотрены в работе [2]. И спользуя 
полученные там результаты , можем зам енить системы (А')  и (В ')  экви 
валентными им равенствами

arn =  ± a j ^  EnV nm {? f j  + N X - a  (x; v; 0) V™  ; v — —
tl- ^ “

—  N 2a ( —  x; v; 0) V l£  ( y  ; v +  xj +  2cLR m { j ' j  ; (35>

( - 1  )mbm =  £ { - \ f b n Ш  bnV am ( ^ P ^ )  +  М г  a  (*; v; 0) ^ ° 3 ; v -  x)

-  M 2a  ( -  x; v; 0) V «  ( l ^  ; v +  x) +  2C2R m (36)

(m =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ) ,

где Cx и c2 — некоторые константы *), величины R m (8), I7” (5) в ы р аж а­
ются через полиномы Л еж ан др а  [2], а

И ? ( 8; s) =  £  _  ( т + в *  ,р  / v р  , ч _
м J "  /г +  s — 2 (m-4- s ) s i n 7CS| r m W ^ - 2 ^Л=> — м *

— Лн+1 («) ^ s- i  (и)] (“  =  cos 8). (37>

С помощью (35) и (36) мы теперь преобразуем  уравнения (25), (26), 
(30) и (32).

В силу (35)

| m | -  _ _» . , ,л  t r.rf\ I т |

У  ^  =  У  a  ы ,  У  ! Н т )  V
_ . /п-4- у (1 4 -  sin26) ^  п п п ш m -(-v  (1 + s i n 20) 1

m ——и. n =  — oo т ш. — cm

v
xafx;  v; 6) ^+  A/x

/71 — — oo

it t . . V  m \  1 I m . о  V  w  /  «
iV2a (  x , v, ) /и -j- •* ( |  sin*fl) / ■  m -j- v (1 -t-sinM )

* Можно показать, что Cx =  a _ | ,  Cj =  — 6 _ t .
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=  V  ап ^  е/ У р  ( у  * v 0  +  sin2 9)) +
п = —  «J

+  N ,a  (x; v; G) V\l\ : ; v — x; v (1 +  sin2 0) j —

— N 2a ( — x; Ч=6)У}“| ( г ;  v +  x; v (1 -f- s in 2 6)j j- 2c,/? ,;, ( y  ; v (L +  s in 2 0) L,
где

« Й  <S; s> =  2 j - l ^ T -  =  2ІЇЇПІ7 ^ W

\  1  v "  (S )—  ,

m =— °

+  ^(s~2) (— u) P n («)] +  —y - j  ; (38)

%Н У1“1 (&: s,) —  , , .
Й И  (»; s „ s , )T  2 j  " m + t l "  =  2 (s , - ^ ) , l n , s ,  f s S r ,  I P , P , - .  (“ ) +  

m =—w

• Р , —2 (— H) Р , —) (u) —  IP-.I-1 (— и) B Sl_2 (u) г  (—u) P î,_ i (ы}]| ,

f
m +  n

m= — «y

+

-j-  N va  (x ; v ; 0) »
1 '  ’ '  . і m Д- v

V  ^ mVm ( y  : N“ x)
- i V 2a ( - x ;  v; 0 ) ^  ---------- ^ ^  +

m — «•

Ÿ K - D - R „ ( f )  Ÿ l  !  ^

+  2c‘ 2 j ~ - +  * " Z j “" " *“ m 't; ’) +
rïl ——oo

где

-i-iV itt (x; v; 0) l / $  j —  ; v — x; v) — N 2a  (— x; v; 0) X 

X V jej [ y  ; v +  x; v) -f- 2cxRlaj [ j  ; vj ,

r u *-, s) =  Ё (~ ! Г * ; * =  2 ü ^ 7  ^ M î
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Vfel(8; s) =  \
т  +  s

s — I
‘/{П -f-5j Sin rj

ГО

И д (3; su s2) =  ^

(Р  1—1 (*0 Р n-И (и) — Р  1_з (и) Рп («)! (39)

( - i r v i * 1 (*1; *,1
т  +  s2 2(s2 — s,) sin rcSi sin ти2

Щ * — 0»

X  [P Sj—2 (U) Ps2—1 (U)   Psa—2 (И) P J ,_ l  (w)l-

1

X

(40)

+  N  i

- W a

(41)

О бозначая
r t i t o  s) =  v~](b- s ) - - + s , 

можем равенства (25) и (30) запи сать в виде

£  +  sin2 6>) +
гг—— °°

а  (х; v; S) 1/[д ( jy  ; у — х; v (1 -f- sin2 6)j — (x — v) sin 6 

а  (— x; v; 0) V7}’] I ; v +  x; v (1 - f  s in 2 0) j +  (x +  v) sin 6j —

+  2c1̂ : ] ( f ;  v (1 +  sin2 6>) =  0;

v) ] v ; 9) И а д ( т : v “ x; v> +
n — —  CO

+  jV2 • а  (— x; v; 0) l/[>] ( j  ; v +  x; v] — 2 c iP w  ( y  ! v ) —

— xAli +  xM , =  0, (42)
И спользуя аналогичным образом (36), из равенств (26) и (32) полу­

чаем

£  v ( i  + s i n 2 0>] +

а  (х; v; 0) Й[д { ; v — х; v (1 -f- sin2 6 ) j —■ (х —  v) s i n6

а  (— х; у; 6) Й |д  ; v +  х; у (1 +  sin2 0) j  +  (х +  у) sin 0

+  2c2R m  ; у (1 +  s in 2 0)) =  0;

£ ( - 1 ) ч [ ^ - ^ - 8 Л ( ^ ;  v) ' ~
=  —  оа

—  М 1 • а ( х ;  у; 0 ) ^ ( ^ f ^ ;  v -  х; у ) +

+  М 2 ■ а (— х; у; 0) ;F $  ; у +  Х; у ) -

-  2с2Я (в] ; у) - xjV j +  x.V2 =  0 . (44)

+ М, 
— М 2 +

(43)
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Таким образом, окончательно имеем бесконечную систему линейных 
однородных уравнений (29), (31), (35), (36), (41), (42), (43) и (44) с 
неизвестными ап, (— 1 )пЬп, съ  с2, М 1( М 2, и Ы2. П риравн ивая нулю 
определитель этой системы, получаем дисперсионное уравнение.

Сходимость этого определителя обеспечивается тем, что входящ ие 
в него параметры е„, и ч]п равны 0 ( | л | - 2 ) при I п  I ->• оо (см, (24) и 
(28)).

Этим обстоятельством можно воспользоваться и д ля  численных рас­
четов, сохраняя в дисперсионном уравнении только конечное число па­
раметров е„, 8Л, 11Л, имеющих наибольш ие значения, и п олагая  осталь­
ные равными нулю .

3. У каж ем  еще одну форму для дисперсионного уравнени я, которая 
мож ет о казаться  предпочтительнее при численных расчетах (в частности, 
если все ел и 8Л при п ф  т  считать равными нулю , что соответствует 
(— т ) - щ  пространственному резонансу). Д л я  этого используем равен­
ства  (27). У множ ив первое (третье) из них на х, добавим к нему и 
вычтем из него второе (соответственно четвертое). В результате этого 
вместо (27) будем иметь

V  =  — 2х м и  У  <~ ' |',"п - =  2хМо,_  Пф( ч   х) *’ П (V — -X.)
/1=» — о

=  2хУ 1, ==2хЛГ2

(27')

- I  п +  11 ^  п ф  (V 4- х)
п  =  —  оо п  =  — ОО

(мы использовали обозначения (34)).
Рассмотрим теперь системы уравнений (35), (41) и (36), (43), считая 

в них неизвестными ап и сь  соответственно (— 1 )пЬп и с2. И з этих си­
стем, как  легко  видеть, будем иметь

ап ~  Р" 1 £±1> • • •> "Т") ^  I +  %  ’(ец. е±х, . • -у )  • Л̂ 2,
(45)

=  8±1, ^ > ) м 1 +  № { ъ ш 8±1,

где рУ Ч -..)  и р , / '( ...)  — коэффициенты, зависящ ие от указан ны х в скоб­
ках  аргументов.

П одставив (45) в (27 '), получаем следую щ ую  систему четырех линей­
ных однородных уравнений с неизвестными Л4Ь М 2, и М2:
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=

Обозначим

< -1  Г $ Ч ч ,  Д)
 =  0 1  ( в 0 , . . А ;  « ) ;^  П + 5

П  —   00

і—пп а'2) і

(46)

V  ( - 1)“ ?»'(*«■ •••; Д) с  .4
^  „_ |_5 — 5 2 (г0, А, в),

тогда эту систему можно записать в виде

| 5 і ( ц ,  • .  • !  Л  ’  * )  М ‘ * '  • • • ' •  I  •  *  “ Ь / Л Г Л  ,  / — I  О  , / М Л

и ( « „  • • • ; ¥ ;  < +  . )  5 , (ц ,  , + . у и . Г  Ч  » і /  > Л / ’

і 1^0. * ♦ •» “у

/ ТКІ
| ( £0, . /

/ 5 .1 ^0» • • •»

\ 5 . | °0. • • •» « /

/л? Л
к ;

И склю чая из этих  равенств 4 и М 2, приходим к системе линейных 
однородных уравнений с неизвестными N l и /У2:

Щ £ - .  » - « )  -  5 , ( 8 . ,  . . »  — )

\  ^1 (#„, . . ~  ; V +  х| й г 8̂0, . . -  ; V +  х

\

X

X
5 і ( а 0, Ц \  V —  —  5 г ( .  , . ) | \

П риравнивая нулю определитель этой системы, получаем дисперсион­
ное уравнение в следую щ ем виде:
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4. Д исперсионное уравнение спирального волновода (47) можно зн а­
чительно упростить, если предполож ить v и х н астолько  малыми, что
при s =  V , ,  V 2 , V 3 где V 1 =  V —  St, V 2 =  V -f X ,  V 3  =  V (1 4- sin2 6), допу­
стимы приближ енные равенства:

sin  ~s ж  us; P s (и ) ж  P 0 (и) +  s dP'<u) =  1 +  s In —л— ;
s =  0 £

Ps— ! ( w ) ~  P-l  (u)  +  S
дР_, (a)

ds t—в =  1 — s In 1 +  «

В этом случае имеем, в частности, для нулевого пространственного 
резонанса

Г ( *  у ) 1-----------',Л !1 п '  -Е0_  1 -i-v3 in 1 —  и

а так  как  (см. (23)) е0 — 1 = , sin U
(Ро =  ‘<7о). то

2 ^ 2/о  (Яоа) Ко (Яо<*) '

Й*’ ( ео‘. у ) ~  — 2V>2/о (ц0а) А‘„ [цпа ).

Д ал ее  находим

(£о; у  : V — х) =  — 2м, | у2/ р (у0а) (<?0а) — V! 51п 0 1п с о э ;

5 1 ( е0; у ' ,  V +  *)== .— ! п [ / 0 (<?0а) # „ ( ? # )  —  зДГО 1 п с о з ^ | . 

М еняя в этих вы раж ениях местами величины », и v3, получаем

s2 (е0; у  > v — *) ~  2у2

Sa ( у  V -Ь ~  2vj

/„ (q0a) K 0 (q0a) — sin 0 In cos ^  | ;

7id
*Jo {q0a) К  о (p0a) — v2 sin  6 In cos ^

И спользуя затем равенство (см. (23))
I а — IT. COS* 0 • vti , r(|)' , . — 2 cos2 9 ,  , . T.  , .
rjo — > =  r-rg  '  j о (Роа) Щ  (Pua) =  cinfl >3/1 iPod) К ! (?0a),sin <t

аналогичным образом находим 
р( | )Д .г. и -  d)\ _
ГО V ' » *  Г ~  I

sin 6 

v, sin в
п fcos* I) , . rail ’
2 [ - ^ у ,  Л «7»°) А, (<?„о) — In cos j

sin«
s » ( v .  t d- ; * —  * ) ~ ------ ?— у  -гч.

2 |[1ПТПГ 7‘ <?e°) Kl to**) ~  ln cos 2/]

S |( V . v - J -x )= s  —
— sin«

— sin «
'•I

2 [ ^ y 0 Л  /С. — In cos

sin«
C O S * «  ,  , ,  „  ,  ,  ,  I t r f l/ 1 <<7oa)X( (<W>) — lncos-^sin U
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Обозначая элементы определителя в левой части равенства (47) через 
(г, /г =  1, 2), получим для них следую щ ие приближ енные вы раж ения:

2vx sin  0 V o  (<?о“ ) /(о (<7оа ) — '* 1 sin  6 In cos +

-f- 2 s i n 0 10 (<?оа ) К о  (q0a) — s i n 0 In cos ^
i

8х 2 COS2
sin | l t  (q<fl) Ki {q0a) — In cos

2v! sin 0 izd
I о (<?oa ) ^ 0  (<70“ ) — sin  0 In cos +

Л 12 ~—

2v22
-1-------sin 0

V1

т.й
V o  (<?oо) Ко (qna) — v2 sin 0 In cos ~

8x 2
cos2 0 7r
ТТгГб 7’ (q°a) Kl  "  ln cos 21

2 — sin  0 V o  (<?oa ) ^ 0  (<7oa ) — T  sin 0 in cos +

-f- 2v( sin 0 I о (<7o“ ) KB {q0a) — sin 0 In cos

8x2 c °s3 0 i  j  , Td h  (Qo“ ) Ki (q0a) — In cos —

2 м̂ 2  sin 0 

-{- 2v2 sin  0

I а {Яо<й K 0 (q0a) — sin 0 In cos T~  

V o  (<?o“ > A'o (qifi) —  v2 sin  0 In cos

V

7idl

*22
8x2

cos* 4 . . „  , . . -d
— -  / x (q0a) К i  (<7oa ) — In cos —

I .

Таким образом, в рассматриваемом нами1 случае дисперсионное у р ав ­
нение (47), т. е. уравнение

^ 11^22 — ^ 12^21 
можно приближенно зап и сать  в виде

1 —

tg2 0 ' i 'T V о (<?о“ ) К о  (<?»«) — (''I +  V 2 sin  0 In cos y ;

и л и

1

4x2

tg 2

sin 0 ,
/ 1 (<7oa ) к  1 (<?0«) — — 2-0 1

T .d
n cos —

0 ,

(V2 — x 2) / 0 (g0a) /C0 (<70a ) — ''2 sin 0 In cos 4
T.d
27

, , ,  , , sin  0 T .dh  {Q0a) hi (q„a) — ^ - fj in cos
=  0;

при 0 малом это уравнение совпадает с уравнением, полученным в [3].
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