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ПРИМЕНИМОСТЬ М ЕТОДА РИТЦА К ОДНОМУ КЛАССУ  
ФУНКЦИОНАЛОВ ТЕОРИИ ОБОБЩЕННЫХ СОБСТВЕННЫХ  

КОЛЕБАНИЙ

В статье изучена применимость метода Ритца для расчета 
спектров одного типа задач теории обобщенных собственных ко­
лебаний [1] . В работе [1] развит специальный вариационный ап­
парат — вариант метода Ритца, сводящий отыскание собственных 
значений исследуемой граничной задачи к вычислению спектра 
отвечающего ей функционала. Обоснование применимости этого 
аппарата ко многим задачам теории обобщенных собственных ко­
лебаний было произведено в работе [2]. В данной работе такое 
обоснование проводится для краевых задач, в которых краевые 
условия для искомой функции содержат два спектральных пара­
метра. Эти параметры определяют свойства граничной поверх-
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ности, например ее прозрачность и потери в ней [1, с. 118— 125]. 
Ниже используются некоторые результаты из работы [2].

Обоснование применимости метода Ритца к указанному типу 
задач сводится к обоснованию его применимости к функционалу

Ф(и, и\ а, Р) == j" [ (v«)2 — k2u2\ d V  —
V

»aß

JLC' (du+ du-
2 J \  dn drt,

Saß
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содержащему два спектральных параметра а и р  [1, с. 175]. Этот 
функционал отвечает следующей однородной задаче: Л и + £2ц = 0 , 
ц е У  (2), где V — объем из R 3-,
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на Sa (3)
Saß
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— некоторая поверхность; п  — нормаль к ней через и+; и~, 
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обозначены значения функции и ее производной

по обе стороны Saß. В область определения функционала (1) 
входят функции, имеющие вместе со своими -нормальными про­
изводными разрывы на S«p. Гр-аничные условия (2), (3) являют­
ся для функционала (1) естественными. Соответствующий квадра­
тичному функционалу ( 1) билинейный функционал имеет вид
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Определим пространство Н, фигурирующее в критерии приме­
нимости метода Ритца [2]. Пусть элементами пространства Н  яв­

—
ляютея упорядоченные тройки /7 =  {/, д), где / пробегает все Н Х(У)

а ^  принимают независимо друг от друга любые значения из 
И 0(8^) .  Здесь Н\(У),  Н0(8а$) — соболевские пространства
функции, определенных соответственно на У и [1; 3]

Д А  ~  —

(Я,, Р 2) =  ( Д , / 2)я,(К) +  (.?!, йг2)я0(5С1р) +  (£1, 52)я 0(5ар).

Установим, что множество точек из Я  вида

К
1 дк+ дк~
\ дп дп

я в ^ /5 .  з

>«э
дк+ дк~ 
дп дп (5)

ные значения нормальных производных

дк+ дк~
дп  ’ дп ар»

плотно в пространстве Я. С этой целью параметризуем некоторую 
окрестность 5*3 в Я  координатами ті, т2, тз ,(— Ог ра ­
ничимся доказательством того, что множество точек (5) плотно 
в множестве троек вида (О, Ъ, с), где Ь = Ь(хи т2); с =  с(ті,т2) — 
гладкие ка  функции. Остальная часть доказательства основы­
вается на тех же соображениях, что и в работе [2]. Обозначим 
через фі (тз), фг(тз) четную и нечетную функции, совпадающие при 
тз> 0  с гладкой на положительной полуоси функцией ф'(тз), рав­
ной нулю при Т з^а , такой, что <р'(+0) ='1/2. Любой тройке 
{О, Ъ, с} (Ь и с — гладкие на 5 пр) сопоставим тройку

Г 8’ \ дп дп
№  <?УГ\ |

*ші \<Эя д п ) * ^ \ ' (6)

где

Т1 ^ С (ТЬ Т2)

При таком выборе ср5

дГь д'?Ь <*РГ_ 
дп дп ’ дп ’т  дп

Поэтому, при достаточно малых б, тройка (6) будет е-аппрокеи- 
мировать (в метрике пространства Н) тройку {О, Ъ, с}, что и тре­
бовалось проверить.
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Продолжим исследование функционала (1). Свяжем с ним 
функционал

L ( V v V», «. ß) =  j  (V«iV« 2  —  Ри-іЩ) dV  —  ~  j  u„tun,dS - f

+  ~§" J  [("І*” — «2*)«". +  («2+ — 4 )  dS  ~  J  Unftn'dS +
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+  Т І [(“1+ +  u^  Un‘ +  +  и2~) a«.l d S, V t =  {uh u„r
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Положим

ФоОЛ, v̂ 2; а, ß) =  ^ (v « 1VK2+ t t i« 2)ütK —  ~  ^ un,un,dS —
V Se&

Я [* Л Л
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Через Фі ^Vj, V2; a, ß) обозначим сумму слагаемых из (7), іне во­
шедших в (8). Функционал Ф0 ограничен, а функционал Фі ком­
пактен. Обозначим через

А, -4-aß, ~ 4 “ ßC (9)
слагаемые в правой части (8).

Проверим, что если тройка комплексных чисел (9) ле­
жит по одну сторону от некоторой прямой, проходящей через нуль, 
то спектр функционала (7) может быть вычислен методом Ритца. 
Пусть f , 17 | =  1 — комплексное число, такое, что

min |Re т, 4 -R eay ,  — -^-Re ßrj =  £) > 0 .

В этом случае

|Ф„(1Л І /) |  =  | їФо(ІЛ 1 / ) | > R e TO0 =  ARe-r +  ß - ^ R e a T +

+  CRe ( - І -  ßT j >  D  (А В +  С) — D  \ \V \\2H^

где ||У ||я — норма функции У в Я. Таким образом, форма 
Ф<у(У, V) удовлетворяет условию

|ф 0(«, и; х) > ' \ \ и \ \ 2„  (Ю)
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применимости к функционалу L метода Ригца. Отсюда в силу 
критерия применимости метода Ритца [2, с. 20] получаем, что 
спектр функционала (7) может быть вычислен методом Ритца.

Если тройка (9) не лежит по одну сторону от некоторой пря­
мой (проходящей через нуль), то условие ( 10) не имеет места. 
Сходимость метода Ритца для этого случая не изучена.

Обозначим через V — {и, и„, ип}, стационарный элемент функ-
Л ~

ционала (7). В этом случае и, ип, ип — гладкие функции и форма 
L(V,  Vu а, ß) обращается в нуль для всех Учитывая это,
положим в выражении для L ( V , Vü а, ß):

) (ДУ + K‘U) vxtv + f U} i S  -( (/,- * 1  +
V 5aß Sa$

1 с ~ ~ я Г A A+ T  J i(u+ -  u~) +  (u t  + ÜT) Vn\ d S - ~ 2 )  U nVntdS -
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-  -P- ̂ Ün(J,.tdS+  ~  j [(£/ + + 11-) U„t + (U+ + u r j Ü n\ dS = 0,

-  _  ( 1 1 )

£ /1)Se? =  £/e i - Ün, =  0. Тогда A U  +  K 2U =  O b  V  (12). Д ал ее ,

полагая в (И )

(U+  +  U r )lsa? =  Ün = Ü n = 0 ,  ( U + -  U - ) \ Sa9 =  t / Bl =  ^  =  0, 

получим соответственно

й  =  ( * t l  +  Q H \ /> /4 У + _ « У - ) |  П3)
я \  дп дп )  " \  дп дп / |s aj3 '  '

Наконец, рассмотрим (11) при

£4 = ^ = 0, и Пг =  и ^  = 0.

Отсюда имеем на Sog:

/д а *  « / - 1  J w + * J - \ _ 0
[ ж  +  ж г 0 ’ и  + и

Из (12) — (14) видно, что спектры функционалов (4) и (7) совпа­
дают и первый член U стационарной тройки функционала (7) яв­
ляется стационарной функцией функционала (4). Так как мно­
жество троек вида (б) плотно в Н, при составления аппроксима­
тивных уравнений Ритца для функционала (4) можно использо­
вать подпространства Р п, элементами которых являются тройки

до

£У+ —  С / -  — at



вида (5). Таким образом, .спектр исследуемого функционала (1) 
может быть вычислен методам Ритца.

Подчеркнем, что в качестве координатных функций fJ порож­
дающих .подпространства Е п, можно брать любые элементы из Н. 
Требуется лишь выполнение условия Е п = Е п, означающего, что 
если / е £ „ ,  то и / е Е п. Здесь / — функция, комплексно сопряжен­
ная с /.

В заключение отметим, что параметры а и § могут быть функ­
циями от координат граничной поверхности Это означает,
что поверхность, на которой происходит рассеяние, имеет пере­
менную прозрачность. Метод Ритца для вычисления собственных 
колебаний исследуемой краевой задачи применим и в этом слу­
чае. По-прежнему требуется лишь выполнение условия, состояще­
го в том, чтобы комплексные величины (9) лежали по одну сто­
рону от некоторой прямой, .проходящей через нуль.
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