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ОДНА ТЕОРЕМА ПРО ІНТЕРПОЛЯЦІЙНО-ПРОЕКЦІЙНІ  
ПОЛІНОМИ ВІД ДВОХ ЗМІННИХ n-го СТЕПЕНЯ З ВІДОМИМИ  

ПРОЕКЦІЯМИ ВЗДОВЖ ЗАДАНОЇ СИСТЕМИ ПЕРЕТИННИХ ПРЯМИХ 

В роботі досліджується існування та єдиність інтерполяційно-проекційного полінома степеня n  для  
не менше двох  перетинних прямих. Доведено, що інтерполяційно-проекційні поліноміальні оператори 
точно відновлюють поліноми степеня n M= −1 . Доведено відповідні твердження для інтерполяційно-
проекційних поліномів. 

ІНТЕРПОЛЯЦІЙНО-ПРОЕКЦІЙНИЙ ПОЛІНОМ, ПЕРЕТИННІ ПРЯМІ, ПРОЕКЦІЯ, ЛІНІЙ-
НО-НЕЗАЛЕЖНА СИСТЕМА

Вступ

Обчислювальна та прикладна математика ши-
роко використовує для розв’язання багатьох задач 
науки і техніки поняття інтерполяції функцій. Для 
побудови операторів інтерполяції використовують 
широко відомі інтерполяційні поліноми Лагран-
жа, в яких в явному вигляді написані формули з 
координатами точок інтерполяції і значеннями 
наближуваної функції в точках інтерполяції. Од-
ним з найважливіших досягнень людства в кінці 
минулого століття є поява і широке використан-
ня комп’ютерної томографії, яка для наближення 
функції  2-х або 3-х змінних використовує інтегра-
ли від неї (проекції) вздовж заданої системи ліній, 
що перетинають об’єкт дослідження (тобто область 
задання функцій f x y( , )  або f x y z( , , ) відповідно).   

Щоб  знайти інтерполяційний поліном, можна 
розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь 
відносно коефіцієнтів полінома, а можна зразу ж 
його записати у вигляді полінома Лагранжа. 

В роботі [1] запропоновано метод побудови 
операторів інтерполяції функції f x f x x( ) ( , )= 1 2  на 
системі точок Akl k l= ∩Г Г ,  де
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1. Постановка проблеми

Розглянемо деякі твердження, доведені в ро-
боті [1].

Накладемо на множину прямих { }, ,Гk k M=1  
такі обмеження:

1.	Ніякі три прямі з множини { }, ,Гk k M=1 не 
перетинаються в одній точці.

2.	Кожна пряма Гi  з множини { }Гk перетина-
ється з усіма іншими прямими, тобто серед прямих 
{ }Гk  нема паралельних (дану умову можна посла-
бити).
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Тоді оператор 
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задовольняє умові [1]
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Лема. Інтерполяційний оператор I M −2  має 
властивості [1]:

I f A f A k l M k l

I x x M

M kl kl

M

−

−

= = ≠

≡ ≤ ≤ −
2

2

1

0 2

( ) ( ), , , , ,

, ,α α α

∀ ∈ ≤ ≤ − ⇒ = +

=
∂
∂

− −

−

f C q M f x I r f x

r f x
t

f x

q
M M

M

q

q

( ), ( ) ( ) ( ),

( ) ( ( )

Ω 1 1 2 2

2
0 ++ −











−
−

−

−
∂
∂

+

−

∫ t x x
t

q
dt

h x
t

f x t

q

kl

q

q

( ))
( )
( )!

( ) (

( )

( )

0
1

0

1

0

1
1

(( ))
( )
( )!

.( )

,

A x
t

q
dtkl

q

k l
k l

M

−










−
−

−

=
≠

∫∑ 0
1

0

1

1

1
1

В даній роботі розв’язується задача: для M  
( )M ≥ 2  перетинних прямих, які задовольняють об-



66

О.О. Литвин, Є.Л. Хурдей

меження 1 – 3, дослідити деякі питання пов’язані 
з існуванням та єдиністю полінома  P x yn( , ) , який 
будемо називати інтерполяційно-проекційним по-
ліномом, що має наступні властивості:

1.	 P x y f x y k n j k Mn kj kj kl kl( , ) ( , ), , , , .= = = +1 1 	 (2)

2.	 P x y ds f x y ds a k Mn k

k k

( , ) ( , ) , , ,
Г Г
∫ ∫= = =1 	 (3) 

Гk k k k kx y x y x y k M= = + − = ={( , ) : ( , ) }, ,ω ω ω γ1 2 0 1

ω ωk k kl kl k lx y k l1
2

2
2 1+ = = ∩ ≠,( , ) , ;  числа ak  бу-

демо називати проекціями, як це прийнято в 
комп’ютерній томографії. 

2. Основні твердження роботи

Лема 1. Кількість точок перетину  M  прямих 
серед яких немає паралельних, тобто кожна пряма 
перетинається з усіма іншими ( )M −1  прямими, 
причому в одній точці не перетинаються більше 

ніж дві прямі, дорівнює Q M
M M

2
1

2
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( )
=

−
.

Доведення. Доведення будемо проводити мето-
дом математичної індукції. Дійсно 

1. При  M =1  кількість точок перетину прямих  
Q2 1 0( ) = ;

2. При  M = 2  кількість точок перетину прямих  
Q2 2 1( ) = ;

3. При  M = 3  кількість точок перетину всіх 
трьох прямих  Q2 3 3( ) = .

Припустимо, що формула 
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яка справедлива для M =1,  M = 2  і  M = 3,
виконується для довільного M −1.  Тобто 
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Враховуючи, що додавання ще однієї прямої, 
яка повинна перетинатися з усіма іншими M −1
прямими, додасть M −1  нову точку. Тобто,
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точок перетину M  прямих.
Лема1 доведена. 
Лема 2. Загальна кількість коефіцієнтів  алге-

браїчного полінома від 2-х змінних степеня n до-
рівнює  

Q n
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2
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Доведення. Доведення будемо проводити мето-
дом математичної індукції. Дійсно 

1. При n = 0  кількість коефіцієнтів Q1 0 1( ) = ;
2. При n =1  кількість коефіцієнтів Q1 1 3( ) = .

Припустимо, що формула (4) справедлива для n −1 ,  
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+
. Врахуємо, що збільшення 

степеня полінома з n −1  до n додасть всього 
n +1  одночленів і отримаємо многочлен вигляду 
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Таким чином, формула
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згідно з методом математичної індукції доведена.
Лема 2 доведена. 
Зауваження. Таким чином, кількість коефіці-

єнтів полінома степеня n , якщо n M= −1  буде до-
рівнювати Q n Q n Mn M n M1 1 2 1( ) | ( ) | .= − = −= +    

Лема 3. Існує поліном степеня n,  який має 
властивості (2) – (3).

Доведення. Кількість точок, в яких ви-
конується умова (2), дорівнює Q Q M2 1= − ,  де  

Q
n n

1
1 2

2
=

+ +( )( )
.  Кількість умов (3) дорівнює M .   

Тому загальна кількість умов (2) – (3) дорівнює 
Q M Q2 1+ = ,  таким чином кількість рівнянь (2) – (3) 
дорівнює кількості коефіцієнтів полінома P x yn( , )
степеня n.  Врахуємо, що всі функціонали, які вхо-
дять у формування системи рівнянь (2) – (3) є ліній-
но незалежними, оскільки ні один із інтегралів (3), 
при зроблених припущеннях, не може бути вира-
жений через інтеграли по всіх M −1  інших прямих 
заданої системи. Крім того інтеграли по цих пря-
мих не можуть бути виражені через значення функ-
ції в точках перетину вказаних прямих для довіль-
ної функції f x y( , ).  Звідси витікає, що якщо один 
поліном P x y

n1 ( , )  степеня n  збігається з другим по-
ліномом P x y

n2 ( , )  степеня n  в точках перетину M  
прямих і інтеграли від P x y

n1 ( , )   будуть дорівнювати 
інтегралам від P x y

n2 ( , )  вздовж заданих прямих, то 
такі два поліноми тотожно рівні. Оскільки їх різ-
ниця буде поліномом P x y P x y P x yn n n

( , ) ( , ) ( , )= −1 2  з 
властивостями:
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 Очевидно,  ця система рівнянь є однорідною, 
має тривіальній розв’язок

aj = 0, j
n n

=
+ +

−0
1 2

2
1,

( )( )
. 

Таким чином, маємо, що P x y P x y
n n1 2( , ) ( , )= .

Лема 3 доведена.
Теорема.  Якщо маємо M прямих і кожна з них 

перетинається з ( )M − −1 ю іншою, в одній точці 
перетинаються тільки дві прямі, то оператор, який 
інтерполює f x y( , )  в точках перетину цих прямих 
і проекції від якого вздовж заданих прямих дорів-
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нюють проекціям від f x y( , ) ,  точно відновлює всі 
поліноми степеня n M= −1 . 

Доведення. Розглянемо поліном степеня 

n M= −1 , який має 
( )( )n n+ +1 2

2
 коефіцієнтів. Не-

відомі коефіцієнти знаходимо з системи рівнянь 
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де f x ykj kj( , )  – відомі значення функції f x y( , )  

в  точка ( , ) ( , )x y x ykj kj jk jk=  перетину прямих 

Г Гk i k i Mi , , ,  =1 .
Враховуючи твердження попередньої леми 3 

можемо стверджувати, що загальна кількість рів-
нянь (2) – (3) дорівнює Q n n M1 1( ) | = − . Тобто кількість 
рівнянь дорівнює кількості коефіцієнтів полінома 
P x yn( , ) степеня n.  Зазначимо,  що всі точки ( , )x ykj kj

є різними за припущенням, що серед  Гk k M, , =1
немає паралельних. Крім того, ні один з інтегра-

лів  f x y ds k M
k

( , ) , ,
Г
∫ =1  не може бути представле-

ний у вигляді лінійної комбінації значень функції  
f x ykj kj( , )  та інтегралів f x y ds j M j k

j

( , ) , , ,
Г
∫ = ≠1 .  

Тобто, вся система функціоналів, які входять у 
формування системи рівнянь (2) – (3) є лінійно не-
залежними. Звідси витікає, що детермінант такої 
системи лінійних алгебраїчних рівнянь не дорів-
нює нулю, тобто система невироджена і має єди-
ний розв’язок. 

Теорема доведена.
Зауважимо, що на основі формули (1) мож-

на довести, єдиність такого полінома степеня 
n M= −1 . Фактично формула (1) являє собою по-
ліном найменшого степеня n M= −1 , який задо-
вольняє заданим умовам (2) – (3).

3. Приклади

Приклад 1. 
Нехай M=3 і задано три прямі Гk  такі, що

Гk k x y k: ( , ) , , ,ω = =0 1 3
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поліном степеня n = 2  з  m = 6  невідомими 
коефіцієнтами, які знаходимо з системи рівнянь 
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де f x ykj kj( , )  – відомі значення функції f x y( , )  в 
точка перетину прямих Гk k, ,=1 3  та з заданими 
проекціями функції. 

Рис. 1. Графіки прямих Гk k, ,=1 3  та точок їх перетину 

та  f x y x y x xy y( , ) .= + + + + +1 2 3 4 5 62 2

Розв’язком системи є поліном 

P x y x y x xy y2
2 21 2 3 4 5 6( , ) .= + + + + +

Таким чином, в цьому прикладі поліном 2-го 
степеня точно відновлюється відповідним інтер-
поляційно-проекційним поліномом 2-го степеня.

Приклад 2. 
Нехай M=4 і задано чотири прямі Гk  такі, що                                             

Гk k x y k: ( , ) , , ,ω = =0 1 4  де ωk x y( , ) задаються у ви-
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Рис. 2. Графіки прямих Гk k, ,=1 4  та точок їх перетину
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– поліном степеня n = 3  з m =10  невідомими 
коефіцієнтами, які знаходимо з системи рівнянь 

P x y f x y k l k l l k
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де f x ykj kj( , )  – відомі значення функції f x y( , )  в 
точка перетину прямих Гk k, ,=1 4  та з заданими 
проекціями функції. Розв’язком системи є поліном 

P x y x y x xy y
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3
2 2

3 2 2 3
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.
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Таким чином, в цьому  прикладі поліном 3-го 

степеня точно відновлюється відповідним інтерпо-
ляційно-проекційним поліномом 3-го степеня.

Висновки

Таким чином, в даній роботі доведено, що 
введені інтерполяційно-проекційні поліноміальні 
оператори, які інтерполюють функцію f x y( , )  та 
проекції яких на заданій системі відрізків M  пря-
мих дорівнюють відповідним проекціям від набли-
жуваної функції f x y( , ) , точно відновлюють полі-
номи степеня n M= −1 . Доведено відповідні леми 
та теореми. В роботі розглянуто приклади, в яких 
поліноми степеня n = 3  і n = 4  інтерполюють зада-
ну функцію f x y( , ) . В подальшому автори плану-
ють узагальнити цей результат на систему M  груп 
паралельних перетинних прямих.
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