
128

Введение

Алгебро-логические методы традиционно  при-
меняются при решении самых разнообразных задач 
в теории распознавания образов, теории нейрон-
ных структур, теории интеллекта и математичес-
кой лингвистике, выступая при этом и как способ 
формализации и как инструмент для эффективно-
го решения возникающих там проблем [1].

Одним из перспективных путей развития тео-
рии искусственного интеллекта  является форму-
лирование различных задач логического проек-
тирования на языке логических уравнений и  их 
решение, заключающееся в разработке процедур 
нахождения соответствующих корней.

Многие задачи теории графов, например, выде-
ление множества достижимых вершин и сводящи-
еся к ним задачи исследования контактных сетей, 
связаны с операциями над булевыми матрицами. 
Многие задачи анализа контактных схем сводятся 
к эквивалентным системам логических уравнений 
и разработке методов их решений.

Целью данной статьи является разработка ме-
тодов решения систем логических уравнений и ин-
терпретация решений на языке теории графов.

1. Алгебраический способ решения системы  
дизъюнктивных уравнений

Определение 1. Логическим определителем А 
порядка n × n назовем
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функцию алгебры логики, вычисляемую по следу-
ющему правилу
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Таким образом, суммирование производится по 
всем n! перестановкам элементов {1, 2, ..., n}.

Итак, исходя из определения, логический оп-
ределитель задается в виде ДНФ функции алгебры 
логики с n2  переменными [4]. Это определение от-
личается от обычного определения алгебраическо-
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го определителя тем, что перед соответствующим 
произведением не присваиваются знаки плюс или 
минус [2].

Систему уравнений вида: 
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где xi – булевы переменные (неизвестные), aij – бу-
левы коэффициенты, bi – свободные члены (или 
независимые булевы переменные), будем называть 
дизъюнктивной. Здесь и далее символ конъюнкции 
опущен, а x a bi ij i, , { , }∈ 0 1 . Если все bi = 0 одновре-
менно, то систему будем называть обнородной, в 
противном случае неоднородной [3].

В матричном представлении систему (1) будем 
записывать: 
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Под решением системы (1) будем понимать век-
тор X , подстановка которого вместо X обращает ее 
в систему тождеств. Заметим, что даже в простей-
ших случаях решение системы (1), вообще говоря, 
не единственно. Например, используя метод ис-
ключения переменных для системы

x a x b

x a x
1 12 2 1

2 21 1

= ∨
=



 ,

получим ее решение:
x a a x b x a x1 12 21 1 1 2 21 1= ∨ =, ,

которое не определено при b1=0 и a12a21=1. Дейс-
твительно, решением может быть как x1=x2=1, так 
и x1=x2=0. 

Однако нетрудно убедиться, что система (1) 
всегда совместна и все ее решения (векторы X ) 
будут состоять, вообще говоря, из трех групп ком-
понент. Компоненты первой группы (одни и те же 
при фиксированном векторе В) во всех решени-
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ях будут принимать единичные значения. Вторая 
группа компонент такова, что (при том же В) во 
всех решениях они будут сохранять нулевые значе-
ния. Наконец, компоненты третьей группы могут 
принимать нулевые значения, единичные или как 
нулевые, так и единичные значения, но не произ-
вольно, о чем речь будет идти в последующих па-
раграфах. Компоненты этой группы будем назы-
вать неоднозначными.

Из всех возможных решений системы (1) вы-
делим два, именуя их 0-решением и I-решением. 
Первое характеризуется тем, что всем неоднознач-
ным переменным присваиваются нулевые значе-
ния, а во втором, наоборот, присваиваются еди-
ничные значения. Получить эти решения можно 
методом подстановок, используя два правила. Пра-
вило правого поглощения состоит в том, что выра-
жение вида x ax b= ∨  заменяется на x=b, а правило 
правого исключения – в том, что выражение вида 
x ax b= ∨  позволяет заменить на x a b= ∨ .

Использование только правила правого погло-
щения приводит к 0-решению. В рассматривае-
мом примере это будет x1=b1, x2=a21b1. Наоборот, 
используя только правило правого исключения, 
придем к I-решению. В рассматриваемом примере 
это будет:

x a a b x a a a b1 12 21 1 2 12 21 21 1= ∨ = ∨, .

Используя подстановки в (1) сначала значений 
вектора В, а затем последовательно определяемых 
значений некоторых переменных, в конечном ито-
ге можно прийти к конкретному 0-решению. Нас 
же будут интересовать 0-решения и 1-решения в 
виде их алгебраических выражений как функций 
от значений коэффициентов aij и вектора В. Для 
этого потребуется исследование системы (1) при 
bi=0, i n=1, , которую мы будем называть дизъюн-
ктивной однородной.

Далее будем пользоваться обозначениями :
X  – частное решение системы (1) при фикси-

рованном векторе В,
Х0 – 0-решение системы (1) при том же В,
Х1 – I-решение системы (1) при том же В,
X 0 – частное решение однородной системы,
X 0

1  – I-решение однородной системы.
Матрице А сопоставим булев определитель  

(В-определитель) A , вычисляемый по той же схе-
ме, что и при решении алгебраических линейных 
систем уравнений, но вместо операций сложения и 
умножения будем использовать операции дизъюн-
кции и конъюнкции соответственно, не приписы-
вая при этом, как и в перманенте, знаков получае-
мым членам. Например:
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В общем виде В – определитель находится так: 
 A a a ai j nq
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В этом выражении «суммирование» произво-
дится по всем перестановкам i, j, ..., q индексов 
столбцов 1, 2, ..., n матрицы А. Дополнением или 
адъюнктом элемента aij матрицы А будем называть 
определитель Aij  матрицы Аij, получаемой из мат-
рицы  А путем вычеркивания i-ой строки и j-го стол-
бца. В матрице А все элементы главной диагонали 
заменим на единицы. Полученную  матрицу будем 
обозначать А(1) . Соответственно, адъюнкт элемента 
aij

( )1  матрицы А(1)  будем обозначать через Aij
( )1 .

Сформулируем и докажем следующую теорему. 
Теорема 1. Система дизъюктивных уравнений 

(1) имеет единственное 0-решение Х0:     
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что  формула (3) 
дает решение системы (1), например, для первого 
ее уравнения. Очевидно, что при b1=1 из (1) следу-
ет и х1=1. Это же следует и из (3).  Поэтому прове-
рять (3) достаточно при b1=0. Тогда. подставив (3) 
в систему (1), получим :
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Но в силу пятого свойства булева определителя
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откуда и получим ожидаемое равенство x x1
0

1
0= .

То, что (3) есть 0 – решение, показано ниже. 
Единственность 0-решения вытекает из его оп-
ределения. Решение (3) является частным, ибо из 
приведенного доказательства не следует, что дру-
гих решений нет.

Из (3) следует метод решения дизъюнктивной 
системы уравнений почти по правилу Крамера: для 
нахождения i-ой компоненты 0-решения в матри-
цу А(1) , полученную из матрицы А, следует под-
ставить вместо i-го столбца  вектор В и вычислить 
определитель образовавшейся матрицы Ai

( )1 , опре-
делитель  Ai

( )1  в дальнейшем будем воспринимать 
либо как формулу для вычисления компоненты xi

0 ,  
либо как ее значение.
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0-решением будет вектор X 0
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2. Графовая интерпретация систем  
логических уравнений

Сопоставим каждой переменной xi  cистемы (1) 
вершину полного ориентированного графа Gn , на-
делив ее тем же именем, а всем коэффициентам aij  
сопоставим дуги с именами aij , заходящие в хi из хj.  
Независимым переменным bi  также сопоставим 
вершины-истоки с теми же именами, соединив их 
с вершинами хi графа Gn , исходящими из bi дугами 
с единичными значениями. Граф G, получаемый 
из построенного исключением всех дуг aij , соот-
ветствующих нулевым значениям соответствую-
щих коэффициентов aij , назовем графом, интер-
претирующим систему (1).

Согласно (3) вектор Х0 представим столбцом 
формул вида x F A B i ni i

0 1 1= =( , ), , ,( )  выражающих 
его компоненты xi

0  через имена компонент векто-
ра В и имена элементов матрицы А(1). Интерпрети-
руем формулы Fi и G.

Сначала дадим интерпретацию определите-
ля A( )1  на Gn  . Будем рассматривать члены этого 
определителя, зафиксировав в (2) первые индексы 
коэффициентов в порядке 1, 2, ..., n. Тогда вторые 
индексы суть все перестановки на 1, 2, ..., n. А это 
значит, что каждый член определителя будет пред-
ставлен одним или несколькими циклами в пере-
становке, быть может, включающей  единичные 
циклы, соответствующие единицам главной диа-
гонали в матрице А(1). Лишь один член определите-
ля (назовем его диагональным) будет представлен 
только единичными циклами.

Для каждого члена α , содержащего в индексах 
более одного неединичного цикла, найдется член 
β , содержащий кроме единичных лишь один из 
этих циклов. Будем говорить, что член β  покрыва-
ет (в смысле β α β∨ = ) член α . Тогда можно счи-
тать, что A( )1  представим одним диагональным 
членом и членами, содержащими в индексах по 
одному неединичному циклу. Хотя диагональный 
член покрывает все остальные, в дальнейших рас-
суждениях нам будет удобно пользоваться именно 
таким представлением A( )1 .

Каждому неединичному циклу, содержащему-
ся в индексах какого-либо члена A( )1 , в графе Gn 
соответствует замкнутый непересекающийся путь 
(также именуемый циклом), быть может, содержа-
щий дуги с нулевыми значениями, а каждому еди-
ничному циклу – петля. Объединение всех таких 
циклов и петель и есть интерпретация A( )1  на Gn.

Воспользуемся построенной конструкцией 
(объединением циклов и петель) и трактовкой 
A( )1  на Gn для интерпретации Ai

( )1  на G. Рассуж-

дения проведем для i =1 и распространим их на все 
остальные значения индексов i. Заменим, как  это 
и требуется по определению A1

1( ) , первый столбец 
в матрице А(1) на вектор В. В – определитель по-
лученной матрицы A1

1( ) , будет отличаться от A( )1  
тем, что в составляющих его членах коэффици-
енты аj1 заменятся на bj. При этом диагональный 
член можно будет представить  как b1 , который 
покроет все члены, не содержащие bj, j ≠1 , а по-
этому их можно исключить из рассмотрения. На 
графе Gn рассмотренным изменениям в A( )1  со-
ответствуют, во-первых, исключение всех дуг и 
петель, исходящих из вершины х1 (исключен 1-й 
столбец), во-вторых, добавление к Gn вершин-ис-
токов bj, j n=1, (добавлен столбец В) связываемые 
единичными дугами, соответственно с вершинами 
хj, и в-третьих, исключение всех замкнутых путей 
(циклов), не проходящих через вершину х1 в силу 
покрытия соответствующих членов диагональных 
членов компонентой b1 вектора В. А это значит, 
что все упоминавшиеся при интерпретации A( )1  
замкнутые пути на Gn, проходящие через вершину 
х1, преобразуются в разомкнутые пути, исходящие 
из вершин bj и заканчивающиеся вершиной х1. Ис-
ключив из этого множества разомкнутых путей те, 
которые содержат хотя бы одну дугу с нулевым зна-
чением, или начинаются истоком с нулевым значе-
нием, получим интерпретацию F1 на G, а множес-
тво истоков, вошедших в объединение оставшихся 
путей, обозначим как В1.

Аналогичные построения проведем и для ос-
тальных значений индекса i. Так как F Ai i= ( ) ,1  то 
решение системы (1) можно представить в виде 

x b B B i ni j
b B

i
j i

0 1= ⊂ =
∈
∪ , , , ,                    (4)

где Bi – множество единичных истоков, из которых 
пути в xi на графе G, B – множество всех истоков и 
xi=0, если Bi = ∅.

Таким образом, интерпретацией Fi на G явля-
ется его подграф, состоящий из всех ненулевых 
путей, ведущих от ненулевых истоков в вершину 
xi. Объединение всех таких подграфов для i n=1,   
образует подграф G0, интерпретирующий решение 
(3) на графе G.

Если с ненулевыми истоками связать окраску в 
единичный цвет, то решение (3) можно трактовать 
как окрашенную часть графа G, в котором эту ок-
раску принимают все пути (вместе с вершинами), 
исходящие из окрашенных истоков и заканчиваю-
щиеся в вершинах без исходящих дуг. Это значит, 
что выделенное подмножество окрашенных вер-
шин при заданном B будет окрашено в единичный 
цвет независимо от того, как будут окрашиваться 
остальные вершины, и во всех остальных решени-
ях x . А это значит, что (3) есть 0-решение по опре-
делению.
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Изложенное позволяет сформулировать следу-
ющее

Свойство 1. Среди всех решений системы (1)  
0-решение содержит максимальное число нулевых 
компонент.

Это свойство эквивалентно определению 0-ре-
шения.

3. Общее решение дизъюнктивной системы

Ранее уже отмечалось, что система (1) может 
иметь несколько частных решений X  . В силу 
свойства 1 различие в частных решениях будет оп-
ределяться компонентами вектора, принявшими в 
0-решении нулевые значения.

Для получения общего решения системы ди-
зъюнктивных уравнений  построим специальный 
алгоритм, позволяющий получить любое частное 
решение. Одновременно такой алгоритм позволя-
ет выявить и структуру общего решения системы  
(1). Для этого воспользуемся графовой интерпре-
тацией системы (1). Для выявления структуры об-
щего решения можно поступить двояко. Первый 
путь состоит в исключении из интерпретирующего 
графа G подграфа G0, интерпретирующего 0-реше-
ние, с последующим исследованием оставшейся 
части графа. Второй путь состоит в исключении из 
G только вершин-истоков bi, i n=1,  вместе с исхо-
дящими дугами с последующим изучением остав-
шегося графа G0, соответствующего однородной 
системе (10) . Пойдем по второму пути.

Если первопричиной присвоения единичных 
значений переменным в 0-решении были истоки 
с ненулевыми значениями, то таковых нет в гра-
фе G0. Поэтому источниками «единиц» в любом 
решении однородной системы могут быть только 
петли или замкнутые пути в графе G0. Действи-
тельно, наличие петли в вершине xi означает, что 
i-е уравнение в однородной системе (1) имеет вид 
x x f x x x x xi i i i i n= ∨ − +( , ,..., , ,..., )1 2 1 1 , из которого сле-
дует , что в нем и во всех остальных уравнениях 
можно положить xi = 1, и это не приведет к проти-
воречию ни в i-ом уравнении, ни во всех осталь-
ных. Единичные значения можно присвоить всем 
вершинам (переменным) какого-либо замкнутого 
пути в графе G0, и это также не приведет к проти-
воречиям ни в одном из уравнений. Заметим, что 
в замкнутом пути либо всем переменным следует 
присвоить единичные значения, либо ни одной.

Пересекающиеся замкнутые пути (включая 
петли) образуют одну из сильносвязанных компо-
нент в графе G0, а это значит, что все вершины этой 
компоненты в смысле решения однородной систе-
мы образуют некоторый класс эквивалентности 
(назовем его К-классом). Такие вершины  мож-
но стянуть в одну, наделив ее петлей, дабы иметь 
возможность непротиворечиво наделять ее еди-
ничным значением. Заменив все указанные силь-
носвязанные  компоненты графа G0 на вершинах 

с петлями, получим ациклический и, быть может, 
несвязный так называемый конденсированный 
граф Gc. Все вершины графа Gc, имеющие петли, 
назовем свободными в Gc. Вершины, вошедшие в 
соответствующие К-классы, будем также называть 
свободными, но в G. Этим вершинам независимым 
образом можно присваивать единичные значения, 
и это не будет  приводить к противоречиям в одно-
родной системе (1).

В графе Gc все или некоторые вершины могут  
находиться в отношении следования (частичного 
порядка), причем, если какая-либо из вершин при-
мет  единичное значение, то и все ее последователи 
также должны принять единичные значения. А так 
как единичные значения (окраску) можно присваи-
вать независимо любым свободным его вершинам, 
то всякой начальной окраске свободных вершин 
будет соответствовать окрашивание некоторого 
подграфа в Gc. Присвоив единичные значения всем 
переменным, сопоставленным окрашеным вер-
шинам, «раскрыв» К-классы, при условии, что все 
остальные переменные наделены нулевыми значе-
ниями, сформируем вектор X 0 , соответствующий 
частному решению однородной системы.

Множество найденных таким путем всех част-
ных решений однородной системы, включая нуле-
вое,  составляет ее общее решение. Других реше-
ний однородная система не имеет.

Действительно, найденные частные решения 
можно различать по единичным компонентам или, 
что одно и то же, по окрашенной части графа G0, 
интерпретирующей X 0 . Отличительной чертой 
этих решений является наличие у любой окрашен-
ной вершины петли или заходящей дуги из уже ок-
рашенной вершины. В силу свободы присвоения 
единичных значений вершинам с петлями в гра-
фе Gc, перечислены все варианты таких решений.  
Если же имеются другие решения однородной сис-
темы, то они должны содержать либо изолирован-
ную вершину без петли и наделенную единичным 
значением, либо вершину с единичным значением, 
но связанную заходящими дугами только с верши-
нами, наделенными нулевыми значениями. Но то 
и другое противоречит однородной  системе (1).

Очевидно, что объединение 0-решения системы 
(1)  и любого частного решения однородной систе-
мы (1) будет решением неоднородной системы (1). 
Интерпретация 0-решения и решения однородной 
системы (1) на графе G0, а также аналогично стро-
ящаяся интерпретация любого частного решения 
X  на G позволяет сформулировать общее для них.

Свойство 2. Если X – решение системы (1), то 
любая вершина (компонента вектора X ), приняв-
шая единичное значение, должна:

1 – либо иметь петлю;
2 – либо находиться в замкнутом пути, где всем 

вершинам присвоены  единичные значения;
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3 – либо быть связанной заходящим путем с 
вершиной, которая уже  наделена единичным зна-
чением в силу 1 или 2;

4 – либо быть связанной заходящим путем с 
какой-либо вершиной-истоком, наделенной еди-
ничным значением.

Верно и обратное.
Установленные свойства позволяют доказать 

следующую теорему.
Теорема 2. Любое частное решение системы (1) 

может быть представлено покомпонентной дизъ-
юнкцией ее 0-решений и одного из решений соот-
ветствующей однородной системы (1).

Если в формулировке теоремы 2 упоминаемое 
0-решение заменить на любое другое фиксирован-
ное частное решение системы (1), то аналогичное 
утверждение не будет верным. В этом состоит одно 
из отличий систем логических уравнений от ли-
нейных алгебраических систем.

Доказательство. Пусть X – решение неодно-
родной системы (1), не совпадающее с 0-решени-
ем. Тогда оно должно отличаться от 0-решения хотя 
бы одной единичной компонентой (вершиной) вне 
подграфа G0. Обозначим множество всех таких вер-
шин через W. Это множество удовлетворяет свойс-
тву 2, так как вершины из W связаны с G0 только 
исходящими дугами, а поэтому в W отсутствуют 
вершины, связанные с вершинами-истоками. При-
меняя к вершинам из W свойство 2 (сначала прямое 
утверждение для неоднородной системы, а затем 
обратное – для однородной системы), получим, 
что W порождает конкретное решение однородной 
системы X . Это решение строится из W добавле-
нием к нему вершин из подграфа G0 , связанных с 
ним заходящими путями, которые также наделяют-
ся единичными значениями. В силу свойства 2 в 0-
решении и в решении X  все вершины подграфа G0 
имеют единичные значения, а поэтому

 X X X= ∨0
0 .

Теорема доказана.
Пример 1 (продолжение)
Интерпретирующий граф G0 представлен на 

рис. 1, в котором x1 и пара (х3, х4) – свободные 
переменные. У х1 и у пары (х3, х4) последователем 
является х2. Следовательно, частными решениями 
однородной системы будут 
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Рис. 1. Интерпретирующий граф из примера 1

Рассмотрим алгебраический способ отыскания 
всех частных решений однородной системы.

Переменная xl входит в состав свободных, если 
через соответствующую ей вершину в графе G0 
проходит петля или замкнутый путь. Установить 
этот факт можно следующим образом. Заменив l-й 
столбец в матрице А(1) на l-й столбец из матрицы А, 
в результате получим матрицу  


Al

1 , которой  вос-
пользуемся для вычисления xl по формуле, анало-
гичной (3):

 x a A A l nl jl jl
j

n

l= = =
=

( ) , , .1

1

1 1∪


                  (5)

Вектор xl
1  с компонентами 


Al

1  из (5) назовем 
вектором автоединиц. Тогда  лишь при 


Al

1 =1 пе-
ременная xl свободна.

Справедливость такого утверждения подтверж-
дается тем же методом, который был использован 
при интерпретации 0-решения на графе G. Дейс-
твительно, (2.9) интерпретируется на графе G так 
же, как и 0-решение, но вместо вектора В здесь 
выступает l-й столбец матрицы А. То есть, еди-
ничное значение определителя 


Al

1  указывает на 
существование хотя бы одного единичного пути от 
введенных вместо В (ненулевых) вершин-истоков 
a j njl , ,=1  в вершину xl, или, что то же, на наличие 
петли или цикла в графе G0, проходящих через xl .

Исходя из этого, формулу (5) можно исполь-
зовать вместо (3) при bj=0, j l≠  и b Al l=


1  для на-

хождения того частного решения X l
0
( )  однородной 

системы, которое связано с присвоением единич-
ных значений всем переменным из К-класса, куда 
входит xl :

x A A i ni
l

l li0
1 1 1( ) ( ) , , .= =


Такое решение можно найти при всех l n=1, , 
включая и случаи с 


Al

1 =0. Назовем такие решения 
базисными, принимая всегда допустимое нулевое 
решение также за базисное. Тогда любое частное 
решение однородной системы X 0  представимо 
покомпонентной дизъюнкцией любых наборов ба-
зисных решений.

Пример 1 (продолжение). Вычислим базисные 
решения. Сначала по (5) определим свободные пе-
ременные:

x x

x

1 2

3

1 0 0 0

1 1 1 0

0 0 1 1

0 0 1 1

1

1 0 0 0

1 0 1 0

0 0 1 1

0 0 1 1

0

1 0 0 0

1 1 1 0

0 0 0

= = = =

=

, ,

11

0 0 1 1

1

1 0 0 0

1 1 1 0

0 0 1 1

0 0 1 0

14= = =, .x

Таковыми оказались х1, х3 и х4. Вычислим ба-
зисное решение:
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а это совпадает с первым частным решением, най-
денным выше. Аналогично находятся и остальные 
два, а нулевое приписывается.

4. Частное 1-решение дизъюнктивной 
системы

Особое место занимает 1-решение однородной 
системы (1), так как позволяет легко найти все те 
компоненты вектора X , которые могут принимать 
неоднозначные значения. Один из способов пост-
роения 1-решения однородной системы состоит в 
определении и суммировании всех базисных реше-
ний.

Теорема 3. Однородная система, соответствую-
щая системе дизъюнктивных уравнений (1), имеет 
единственное 1-решение X 0

1 :

 x A A i ni l li
l

n

0
1 1 1

1

1= =
=


∪ ( ) , , .   (6)

Доказательство. Единственность 1-решения 
очевидна, а единственность (5) как формулы оп-
ределяется с точностью до эквивалентных форм 
представления булевых функций.

Следствие 1. Интерпретирующий систему (1) 
граф G ацикличен, если, и только если, x0

1 0= .
Следствие 2. Если интерпретирующий систему 

(1) граф ацикличен, то она имеет единственное ре-
шение, совпадающее с 0-решением (1-решением).

Для выявления ацикличности графа достаточно 
исследовать А матрицу по (5). Поэтому имеет место 
следствие 3.

Следствие 3. Интерпретирующий систему (1) 
граф G ацикличен, если и только если все компо-
ненты вектора автоединиц нулевые:


A l nl

1 0 1= =, , .

В соответствии с теоремой 2 1-решение неод-
нородной системы(1) может быть найдено как 
X X X1 0

0
1= ∨ .

Пример 2. Найдем 1-решение однородной сис-
темы, матрица А которой взята из примера 1.

Вычислим вектор автоединиц X l
1 , используя 

(5): 
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и воспользуемся им для вычисления X 0
1  по (5):
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то есть 1-решением будет:
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Выводы
В статье развит и обоснован метод решения 

квадратных дизъюнктивных систем логических 
уравнений с помощью аппарата логических опре-
делителей.  Формулы для нахождения корней по-
добны известным формулам Крамера для решения 
систем линейных уравнений. Выделены особые 
типы частных решений, и найден общий вид пред-
ставления решения для системы дизъюнктивных 
уравнений. Предложена графовая интерпретация 
указанных решений. Развитый в статье метод мож-
но распространить на системы конъюнктивного и 
смешанного типов. Единственным ограничением 
при этом будет требование квадратности главной 
матрицы системы логических уравнений.
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