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Èññëåäóþòñÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ôóíêöèé íà åâêëè-
äîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ, îòîáðàæåííûõ â
ïðîñòðàíñòâî nR , ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíûõ îãðà-
íè÷åíèé. Ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ôîðìèðîâàíèÿ îöåíîê
ìèíèìóìà ôóíêöèè öåëè íà îñíîâå ðåøåíèÿ âñïîìî-
ãàòåëüíûõ çàäà÷. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, îáñóæäàþòñÿ
ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ââåäåíèå. Ìíîãèå çàäà÷è ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåê-
òèðîâàíèÿ, óïðàâëåíèÿ è äð. îïèñûâàþòñÿ êîìáè-
íàòîðíûìè îïòèìèçàöèîííûìè ìîäåëÿìè [1-3].
Ðåøåíèþ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ïî-
ñâÿùåíû ìíîãèå ïóáëèêàöèè[3-8].

Îäèí èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ
òàêèõ çàäà÷ ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ
ñõåì âåòâëåíèÿ ñ îöåíêàìè [3-4]. Îäíàêî â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ ýòè ïîäõîäû ïðèìåíÿëèñü â çàäà-
÷àõ áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåí-
íûå.

Âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ìåòîäîâ êîì-
áèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, ðàçëè÷èå êîìáèíàòîð-
íûõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâ, ñîñòàâëÿþùèõ îáëàñòè äî-
ïóñòèìûõ ðåøåíèé, ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíàìè îòñóò-
ñòâèÿ åäèíîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷ êîìáèíà-
òîðíîé îïòèìèçàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíîé
ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ îïòèìèçà-
öèè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ôóíêöèé íà êîìáèíàòîð-
íûõ ìíîæåñòâàõ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è
èññëåäîâàíèå îöåíîê ìèíèìóìà ôóíêöèé íà ðàç-
ëè÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ ñ äîïîëíè-
òåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïåðåìåííûå è ïðèìå-
íåíèå ýòèõ îöåíîê â çàäà÷àõ êîìáèíàòîðíîé îïòè-
ìèçàöèè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óñëîâíîé
îïòèìèçàöèè ñëåäóþùåãî âèäà:

min)x(
_

,                      (1)

si Ji,0)x(g ,                  (2)

tj Jj,0)x(h ,                  (3)

nREx ,                       (4)

ãäå }r...,,2,1{J r  – ìíîæåñòâî èíäåêñîâ; 
n

RE  –
åâêëèäîâî êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî [1], ïîðîæä¸í-
íîå äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè s21 a...aa . Ýëå-

ìåíòàìè ìíîæåñòâà E  ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû 
n

Rx ,
êîîðäèíàòû êîòîðûõ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ óïîðÿäî-
÷åííûõ íàáîðîâ èç }a,...,a,a{ s21 . Ïðè ýòîì ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà E  îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé êàê çíà÷åíè-

ÿìè ñâîèõ êîîðäèíàò, òàê è ïîðÿäêîì èõ ñëåäîâà-
íèÿ. Ïðèìåðàìè åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ ñëóæàò ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê, ðàçìåùåíèé
ñ ïîâòîðåíèÿìè è áåç, ñî÷åòàíèé è äð. Åâêëèäîâû
êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè (à
â ðÿäå ñëó÷àåâ è âíóòðåííèìè òî÷êàìè) êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Èññëåäîâàíèþ ýòèõ ìíî-
æåñòâ è çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà íèõ ïîñâÿùåíû
ìíîãèå ðàáîòû, íàïðèìåð [2-4].

Ñëîæíîñòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè (1)-(4) è îòñóò-
ñòâèå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ å¸ ðåøåíèÿ ïðèâîäÿò
ê íåîáõîäèìîñòè äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé å¸
ñâîéñòâ. Äëÿ ðàçðàáîòêè ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ  ýòîé
çàäà÷è ïîïûòàåìñÿ ïîëó÷èòü îöåíêè ìèíèìóìà
ôóíêöèè )x(

_
 íà ìíîæåñòâå E  ñ ó÷¸òîì îãðàíè÷å-

íèé (2)-(3). Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì íåêîòîðûå
ñëó÷àè çàäà÷è (1)-(4).

Çàäà÷à 1.

minx)x(
n

1i
ii

_
,                (5)

dCx  ,                       (6)
n

REx ,                    (7)

 ãäå ni Ji,R , nmij ]C[C  – ìàòðèöà, ýëåìåí-
òàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,

n
Rd .

Ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè
ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà åâêëèäîâûõ êîì-
áèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ âèäà (5)-(7) ïîñâÿù¸í ðÿä
ðàáîò, â ÷àñòíîñòè [5-8]. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
ïðåäëàãàåìûõ â íèõ ìåòîäîâ ïîêðûòèÿ , îòñå÷åíèÿ
è äðóãèõ óäà¸òñÿ, ÷àñòî çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ,
ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû ïðè ïîëó÷åíèè îöåíêè ìèíèìóìà ôóíêöèè
öåëè )x(

_
 â çàäà÷å (1)-(4).

Çàäà÷à 2.

min)x(
_

 ,                 (8)

dCx  ,                    (9)
n

REx  ,               (10)

ãäå )x(
_

 – äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ â
òî÷êàõ åâêëèäîâîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà

n
RE , ìàòðèöà C  è âåêòîðd  îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå,

êàê è â çàäà÷å 1.

Ïîñòðîèì âûïóêëîå ïðîäîëæåíèå )x(  ôóíêöèè
)x(

_
 íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî convEX ,

ãäå convE  – âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà E . Â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âûïóêëîå ïðîäîëæåíèå ìîæåò
áûòü ïîñòðîåíî ñ ñîõðàíåíèåì âûðàæåíèÿ )x(

_
. Â

òî æå âðåìÿ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ åâêëèäîâûõ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ óäà¸òñÿ ïîñòðîèòü âû-
ïóêëîå (ñèëüíî âûïóêëîå ñ ïàðàìåòðîì 0  )
ïðîäîëæåíèå convEX  íà ìíîæåñòâî äëÿ ïðîèç-
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âîëüíûõ )x(
_

. Â ðàáîòå [9] äîêàçûâàåòñÿ ñóùå-
ñòâîâàíèå òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ E ,
ñîâïàäàþùèõ ñ âåðøèíàìè ñâîåé âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

convEvertE .                  (11)

Óñëîâèþ (11) óäîâëåòâîðÿþò åâêëèäîâû êîìáèíà-
òîðíûå ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê, ñî÷åòàíèé, ðàçìå-
ùåíèé áåç ïîâòîðåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî n-1,
ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç 2 ýëåìåíòîâ ïî n è
äð. Åâêëèäîâû ìíîæåñòâà ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðå-
íèÿìè è áåç ïîâòîðåíèé ïðîèçâîëüíîãî âèäà ïóò¸ì
äåêîìïîçèöèè ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà ìíîæåñòâà,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (11). Êîíñòðóêòèâíûå
ìåòîäû äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëûõ è ñèëüíî âûïóê-
ëûõ ïðîäîëæåíèé ôóíêöèé, çàäàííûõ íà êëàññàõ
ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (11), ïðèâî-
äÿòñÿ â ðàáîòàõ [4,10,11].

Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîãî (ñèëüíî âû-
ïóêëîãî ñ ïàðàìåòðîì 0 ) ïðîäîëæåíèÿ )x(  â
òî÷êàõ ìíîæåñòâà E  âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Ex)x()x(
_

. Ïåðåéä¸ì îò çàäà÷è (8)-(10) ê
ýêâèâàëåíòíîé åé çàäà÷å îïòèìèçàöèè:

min)x(  ,                 (12)

dCx  ,                    (13)
n

REx  .                 (14)

Îöåíèì ìèíèìóì âûïóêëîé (ñèëüíî âûïóêëîé ñ

ïàðàìåòðîì 0 ) íà convEX  ôóíêöèè )x(  íà
ìíîæåñòâå

}dCx,REx|x{P
n .         (15)

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì îöåíêè ìèíèìóìà âûïóêëûõ
è ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé íà åâêëèäîâûõ êîì-
áèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðà-
íè÷åíèé íà ïåðåìåííûå, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ
[3,4,12,13].

Èññëåäîâàíèÿ ýòèõ îöåíîê â öåëÿõ ïîâûøåíèÿ èõ
ýôôåêòèâíîñòè ïðîâåäåíû â [14].

Ïðèâåä¸ì âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíîê, èññëåäîâàííûõ
â óêàçàííûõ ðàáîòàõ. Ó÷ò¸ì ïðè ýòîì, ÷òî èç
ñîîòíîøåíèÿ (15) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

XEconvPconv .

Ïóñòü )x(
_

 – ôóíêöèÿ öåëè çàäà÷è (8)-(10), à )x(
- å¸ âûïóêëîå äèôôåðåíöèðóåìîå ïðîäîëæåíèå íà
âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî convEX . Òîãäà

äëÿ ëþáîãî Xx

)y),x((min)x),x(()x()y(min
Ey

_

Ey
.  (16)

Åñëè )x(  – ñèëüíî âûïóêëîå ñ ïàðàìåòðîì 0
ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè )x(

_
 íà âûïóêëîå çàìêíó-

òîå ìíîæåñòâî convEX , òî

20

Ey

0_

Ey
||yy||min)y()y(min .     (17)

Â ñëó÷àå, åñëè )x(  – ñèëüíî âûïóêëîå ñ ïàðàìåò-
ðîì 0  äèôôåðåíöèðóåìîå ïðîäîëæåíèå )x(

_
 íà

convEX , òî

2_

Ey
||)x(||

4
1)x()y(min

2

Ey
||)x(

2
1xy||min .          (18)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé îöåíîê (16)-
(18) íåîáõîäèìî â èõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðåøèòü çàäà÷è
îá îòûñêàíèè ìèíèìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè âèäà

)y),x(()y(l  è êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè âèäà
2

||Cy||)y(g , nRC , íà ìíîæåñòâå E .

Ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ íà ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâàõ E
áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå
ïðîâîäèëîñü â [3,4,12].

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü

îöåíêè ìèíèìóìà )x(
_

 ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëü-
íûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå, ò.å. íà
ìíîæåñòâå P  âèäà (15). Òîãäà îöåíêè (16)-(18)
ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

)y),x((min)x),x(()x()y(min
Py

_

Py
,   (19)

20

Py

0_

Py
||yy||min)y()y(min   ,    (20)

2_

Py
||)x(||

4
1)x()y(min

2

Py
||)x(

2
1xy||min .          (21)

Çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ìèíèìóìà )y),x((  íà
ìíîæåñòâå P  â ñîîòíîøåíèè (19), î÷åâèäíî, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó îïòèìèçàöèè âèäà (5)-(7).
Ðåøàÿ å¸ îäíèì èç ìåòîäîâ, ïðåäëîæåííûõ â
ðàáîòàõ [5-8], ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëîâîå çíà÷åíèå
îöåíêè (19) è, ñëåäîâàòåëüíî, îöåíèòü ìèíèìóì
ôóíêöèè öåëè çàäà÷è 2 ñ ó÷¸òîì ëèíåéíûõ îãðàíè-
÷åíèé íà ïåðåìåííûå.

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé
(20) è (21) ñâÿçàíû ñ îïðåäåëåíèåì ìèíèìóìà
ôóíêöèè 

2
||Cy||)y(g  íà ìíîæåñòâå P . Ðåøåíèå

òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì, ÷åì îïðåäå-
ëåíèå ìèíèìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè íà P , è
äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ ñ ó÷¸òîì îñîáåííîñòåé êîíê-
ðåòíûõ ìíîæåñòâ E . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìóìà
ôóíêöèè 

2
||Cy||)y(g  íà ìíîæåñòâå P  èëè õîòÿ

áû åãî îöåíêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû
ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è íà ìíîæåñòâàõ E , ïðèâåäåí-
íûå â [4,12,13]. Îïèøåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà E  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åâêëèäîâî
êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî nkE  ïåðåñòàíîâîê èç n
ýëåìåíòîâ, k  èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû, ïîðîæä¸ííîå
÷èñëàìè s21 a...aa  . Ñîãëàñíî [12], íà ìíîæå-
ñòâå nkE
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2
||Cy||)y(g

=
n

1i

2
i

n

1i
ii

n

1i

2
i CyC2y

n

1i
ii

n

1i

2
i

n

1i

2
i yC2Ca ;

n
RC .

Òîãäà )yC2Ca(min)y(gmin
n

1i
ii

n

1i

2
i

n

1i

2
iPyPy

= )yC2(minCa
n

1i
iiPy

n

1i

2
i

n

1i

2
i .        (22)

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè â ïðàâîé ÷àñòè (22) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè
íà nkE  ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ò. å. çàäà÷ó
âèäà (5)-(7). Å¸ ðåøåíèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíî-

øåíèé (20) è (21) ïðè 
0

yC  è )x(
2
1xC

ñîîòâåòñòâåííî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêè ìèíè-
ìóìà ôóíêöèè öåëè çàäà÷è 2.

Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ çíà-
÷åíèé îöåíîê (20) è (21) ìîæíî ïðèìåíèòü è â
ñëó÷àå, êîãäà ìèíèìóì ôóíêöèè 

2
||Cy||)y(g

óäà¸òñÿ ëèøü îöåíèòü. Òàê, äëÿ êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâ ðàçìåùåíèé 

k
nE  ìîæíî ïîñòðîèòü îöåíêó

ìèíèìóìà )y(g  íà 
k
nE  [4]. Òàêàÿ îöåíêà ñâîäèòñÿ

ê îïðåäåëåíèþ ìèíèìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè íà
ìíîæåñòâå 

k
nE . Îöåíêó )y(g  íà ìíîæåñòâå P  äëÿ

ìíîæåñòâà ðàçìåùåíèé 
k

nE  â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
ïîëó÷èòü ïóò¸ì ðåøåíèÿ çàäà÷è âèäà (5)-(7). Ïî-
ñêîëüêó ìèíèìóì )y(g  íà P  áóäåò òîëüêî îöåíåí,
à íå îïðåäåë¸í òî÷íî, òî ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè

ìèíèìóìà )x(
_

 âèäà (20) è (21) áóäóò áîëåå
ñëàáûìè.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü óñèëèòü îöåíêè ìèíèìó-
ìà ôóíêöèè öåëè çàäà÷è (8)-(10). Ïðèìåíèì äëÿ
ýòîãî ïîäõîä, èçëîæåííûé â [14]. Ââåä¸ì îáîçíà-
÷åíèÿ äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé îöåíîê (19)-(21):

)y),x((min)x),x(()x()x(e
Py

1
_

,   (23)

20

Py

0
2

_
||yy||min)y()x(e ,       (24)

2
3

_
||)x(||

4
1)x()x(e

2

Py
||)x(

2
1xy||min .      (25)

Îòìåòèì, ÷òî îöåíêè (19)-(21) ñïðàâåäëèâû äëÿ
ëþáîãî convEXx . Êðîìå òîãî, êîíñòðóêòèâ-
íûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé
ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå E , íà âûïóêëûå
çàìêíóòûå ìíîæåñòâà ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñèëüíî
âûïóêëûå ïðîäîëæåíèÿ ñ çàäàííûì ïàðàìåòðîì

0 . Ïîñêîëüêó îöåíêè (19)-(21) – ýòî îöåíêè

ìèíèìóìà ôóíêöèè ñíèçó, òî åñòåñòâåííî ñòðå-
ìèòüñÿ ê ïîëó÷åíèþ âîçìîæíî áîëåå òî÷íûõ, à
çíà÷èò, âîçìîæíî áîëüøèõ ïî âåëè÷èíå îöåíîê.
Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ (23)-(25), ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè[14]:

Xxmax,)x(e1
_

,            (26)

02
_

max,)(e  ,           (27)

03
_

,Xxmax,),x(e .      (28)

Ñëîæíîñòü çàâèñèìîñòåé â ïîñòàâëåííûõ çàäà÷àõ
íà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èõ ðåøåíèÿ àíàëèòè÷åñêè.
Îäíàêî èõ ìîæíî ðåøèòü ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâà-
íèåì èçâåñòíûõ ìåòîäîâ íåäèôôåðåíöèðóåìîé îï-
òèìèçàöèè. Ðåçóëüòàòîì èõ ðåøåíèÿ ñòàíóò ýôôåê-
òèâíûå â ñìûñëå âûáîðà x  è  çíà÷åíèÿ îöåíîê
ìèíèìóìà ôóíêöèé öåëè â çàäà÷àõ òèïà (8)-(10).

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åíèå ýôôåêòèâíûõ â óêàçàí-
íîì ñìûñëå îöåíîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðóäî¸ìêóþ
â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè çàäà÷ó. Êàæäûé øàã
ëþáîãî èç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ (26)-
(28), ñâÿçàííûé ñ âû÷èñëåíèåì âûðàæåíèé (23)-
(25) â íîâîé òî÷êå x  èëè ñ íîâûì çíà÷åíèåì ,
òðåáóåò ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ôóíêöèè
âèäà )y),x(()y(l  èëè 

2
||Cy||)y(g  íà ìíîæå-

ñòâå P . Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò âîçìîæíûì
âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ìèíèìóìà ôóí-
êöèè öåëè â çàäà÷å (8)-(10) òîëüêî íà âåðõíèõ
óðîâíÿõ äåðåâà ðåøåíèé èëè ïðè ñðàâíèòåëüíî
íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.

Ïðîèëëþñòðèðóåì èçëîæåííûé âûøå ïîäõîä ê
ïîñòðîåíèþ îöåíîê ìèíèìóìà â çàäà÷àõ óñëîâíîé
îïòèìèçàöèè íà åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâàõ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè âèäà minBx)x,xC()x( 1 , ãäå

20754
7643
55.4302
43210

C1
,

B =[ 100, -10, 1, 100], x  ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
ïåðåñòàíîâîê áåç ïîâòîðåíèé íà ìíîæåñòâå Y ={1,
2, 3, 4}, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ âèäà dxC2 , ãäå

0001
0100
16.332.1
5151
4112
3211

C2
,

d =[ 20 36 2.2 60 3 3 ].

Â ðåçóëüòàòå ïîëíîãî ïåðåáîðà áûëè íàéäåíû
ñëåäóþùèå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ x :
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Ïðèâåä¸ì çíà÷åíèÿ îöåíîê 1e  è 3e  äëÿ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé òî÷êè 0x , â êîòîðîé ðàññ÷èòûâàëèñü
îöåíêè:

Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷¸òà îöåíêè 2e  äëÿ

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà :

Âûâîäû

1. Ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò, ÷òî çíà÷åíèÿ îöå-
íîê ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿò îò âûáîðà
òî÷êè 0x , íî òðåáóþò çíà÷èòåëüíûõ çàòðàò ìàøèí-
íîãî âðåìåíè

2. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ îöåíîê áåç îïòèìèçàöèè ïî

0x  âîçìîæíî â ìåòîäàõ òèïà âåòâåé è ãðàíèö, à ñ
îïòèìèçàöèåé – äëÿ îäíîêðàòíîé îöåíêè ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî äðóãèì ìåòîäîì,
èç-çà âûñîêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò íà ïîëó÷å-
íèå îïòèìèçèðîâàííîé îöåíêè.

3. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþò òåî-
ðèè â òîì, ÷òî òî÷êà 0x , â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ
îöåíêà, ìîæåò áûòü íåäîïóñòèìîé â ñìûñëå ëèíåé-
íûõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è, ò.å. ìîæåò è íå ïðèíàä-
ëåæàòü îáëàñòè P .
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Допустимые 
вершины 

Значение целевой 
функции 

3 4 2 1 1220 
2 4 3 1 1125 
3 4 1 2 1373 
1 4 3 2 1203 
2 4 1 3 1455 
1 4 2 3 1380 

0x  Оценка 1e  Оценка 3e  
2 4 3 1 1117 1122.41 
3 1 2 4 762 816 

Допустимые точки 
2 3 1 2 1069 1085 
1 3 1 2 1051 1070 
2 4 1 3 1073 1094 

Недопустимые точки 
4 3 1 2 1045 1072.57 

1 1 1 1 746.5 784.40 

4 4 4 4 799 836.9 

1 4 4 1 1117 1122.41 

)(e2
1 -138.43 

10 30.14 
100 264.65 

1000 334.57 
10000 343.23 

100000 344.08 


