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РАСЧЕТ МАГНИТНОГО ПОЛЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КОНТУРОВ

с током.
СООБЩ ЕНИЕ I.  РАЗЛОЖ ЕНИЕ ПО СОСТАВЛЯЮЩИМ

УДК 621.3

Электротехнические и радиотехнические устройства создают 
вокруг себя магнитное поле. Наличие в какой-либо области 
пространства магнитного поля можно обнаружить по ряду ха­
рактерных признаков, в частности по возникновению ЭДС в дви­

жущихся и в замкнутых проводниках, по 
механическому воздействию на находя­
щиеся в этом поле проводники с током 
или движущиеся заряженные частицы. 
Указанные проявления зачастую созда­
ют помехи, например, при проведении 
точных электромагнитных измерений 
вблизи помехонесущих ИСТОЧНИКОВ. Кро­
ме того,. следует учитывать воздействие 
переменных магнитных полей,^ которое 
ещ е. недостаточно полно изученб, на ж и­
вые организмы, особенно в сочетании 

с СВЧ-полями [1]. Поэтому прогнозирование напряженности 
создаваемого магнитного поля еще на стадии проектирования 
в целях принятия мер для ослабления его вредного влияния 
(например, экранирования) имеет достаточно важное значение.

Рассмотрим метод расчета квазистационарного электромаг­
нитного поля. Полагаем, что длина волны X помехонесущего 
■поля значительно больше, чем расстояние г от источника помех. 
Это равносильно пренебрежению запаздыванием или допуще­
нию, согласно которому поле в какой-либо фиксированный мо­
мент времени определяется мгновенным значением тока в тот 
же момент времени.

Пусть произвольно расположенный в пространстве контур 
(рисунок) обтекается током /. Требуется определить создавае­
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мое им магнитное поле в произвольной точке А. Векторный до* 
тендиал этого поля [2 ]'

(Г)dV
4 * 7  Ir  — 't

В общем случае контурный интеграл в выражении (1) вы­
числить сложно. Поэтому разложим подынтегральное вы раже­
ние в ряд Тейлора. Рассматривая поле вдали от контура, т, е . 
при выполнении условия г 7 г<СІ, и ограничиваясь в разложении 
членами второго порядка малости, получаем

1 =  [г* +  (г' ) 2 -  2  г -г ' ] “ 1'2 ss
I г — г '1 ‘

) + - ] •

При учете-(2) выражение (1) приобретает вид

(2)

а  =  ¥ -4тс - г & Я ' +  4 $ ( г - г ') < Н ' +

+  £ r f ( r - r ' ) a i ‘ - ± - § ( r ' ) 4 r .
2  г* (3)

(4)

+

Напряженность магнитного поля найдем из соотношения

Н  =  — ro t А.
V-

Тогда, используя (3), имеем г

Н  -  й ( г0, ( т § ‘<;"!) + rot [Д$< г  ^

+  rf? -  ■'гЛ {Г' Г  Л?

Д ля упрощения записи индекс L у контурного интеграла 
в дальнейшем опускаем.. Выражение (5) характеризует разло­
жение по мультиполям с точностью до мультиполя второго по­
рядка. Очевидно, первый член в формуле (5) равен нулю в си­
лу замкнутости контура. Второй член описывает диполь, тре­
тий — квадруполь. Явные выражения для дипольной и квадру- 
польной составляющей получим отдельно.

Дипольная составляющая напряженности магнитного поля

(5)

//ДИП =
4 тс rot ^ - ф  (г- г') dl'
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=  [ р - rot • T')dl' +  srad  1  x § ( r  ■ r')dl'

= | T s ' f H rot + j% (j)gr ad\F- F) X dT — — X (̂r-P)d/
Здесь использовано известное равенство векторного анализа [3J

rot(<p71) =  <р rot A  - f  g ra d ? X  А.

Д ля операции grad вектор г' является постоянным, поэто­
му grad {г-г') — г". И так как ro t d V =  0, окончательно полу­
чим

~  7 r X < ^ ( r ? ) d ? ] .  (6)

Декартовы компоненты дипольной составляющей напряжен­
ности магнитного поля определяются скалярным умножением 
выражения (6 ) на соответствующий единичный вектор. Н а­
пример, >

'4*г»Ф ‘ '

1 7 k 3/ £ i j  k
x ' y r z' 

d x ' d y ’ dz'
(r-r')l- X у  z 

dx'dy'dz

=  4~з~ W y 'd z '  — z'dy')  cos2 а — (§2y'dz' +  z 'd y ' )  cos*p +

- f  (f y ' d z ' +  2z 'd y ' )  cos2y — 3 ( fx 'd z ' )  cos a cos p -f- 

+  3{§x'dy(cos  a  cos 7 +  3 (§y'dy' — z 'dz')  cos p cos 7 , V )

x  a У Zгде cos a =  — , cosp  =  — , cos l  — ~ — направляющ ие косину­

сы вектора г. В общем виде можно записать

Н Г п “  4^ 3- ( К х cos2a +  Uyy cos2P +  Uzz c o s 27+
+  Vxy cos a cos p 4- L ‘yz cos p cos 7 +  Dxz cos a cos 7 ^  (8 )’

где t принимает значения x, у, z  и коэффициенты Lx определя­
ются выражением (7)

L*x — §y 'd z '  — z'dy'; Lxyy =  — §2y’d z ’ +  z'dy';

K z =  §y'd z ' +  2z w .4 K y =  — 3  § x ’dz ';

K ~  3§x 'dy'; 'L*z =  3§y'dy' -  z 'd z ' .
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Коэффициенты Ьу Ьг несложно получить из коэффициентов 
Ьх циклической перестановкой трех индексов одновременно. 
Например, '

если Ь*г =  3§у'(1у' — г 'А г ' , то 1 У!Х =  З^г'^г' — х 'й х " .

Таким образом, выражение (8 ) определяет любую декарто­
ву компоненту дипольной составляющей напряженности маг­
нитного поля. -

Квадрупольная составляющая Я кв описывается третьим чле-. 
ном выражения (5):.

Декартовы компоненты поля квадруполя, как и ранее, опре­
деляются скалярным умножением выражения (9) на соответ­
ствующий единичный вектор. Например,

Опуская простые, но громоздкие преобразования, компонен- . 
ты поля квадруполя записываем в виде

где 1=х, у, г  и коэффициенты Ь х определяются следующими 
выражениями

если Ь*х =  §у'йг' — г'(1у', то Ь,га  =  §х 'йу ' — у'Лх’-,

.1=

=  Д | ' ь г о 4 (г" р )2 ^ + Т §га^ х § Г гГ г ,)5 //_  .

- 1  бгаб 1  X $ ( г ') * Л ' =  ^ [ | ф ( г - ? ) ( ?  х  ^7')—

^ ( Р Р ) 2̂  +  ( г 'У й ' ). (9);

(10)

4 - Ьх*ху соз2асовР 4 - Ьх *хЬ соэ2а с о э 7 +  Ьх^  соэ а соэ2р +

+  Ьу ‘г СОБ2Р С05 7 +  ̂ ггС08а СОЭ27 +  ̂ ^ С О Э  (3 СОБ27 +  

+  Ь* С08 а С08 р сое 7, ( 11>

Ь ххАс =  2§х’у'с1г' — 2§х'г'с11/ , •

=  -  §[2 (I/')2 -  (*Т  -  (*')Ч -  2§г'у'<1у',
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$ (2 (*')a ~  (*У  ~  ( у У \ dy ' +  2 § z 'y 'd y \

LU  =  -  § [4 (*')* -  3 (< /')* - (*')2I d z f -  2 jy 'z 'dy ' ,  

L xx* =  # [4  (* ')a -  (V')2 -  3 ( z ' f ] d y '  +  2  §y 'z 'dz \

L*yy =  — 8 f x ' y ' d z '  -  2 § x 'z 'd y \

Ц уг =  $ [4 0 0 * -  (*')* -  3 (2 ') 3] dy' -  Щ у'г'йг’,

Lxiz — ty x ' z 'd y '  +  2§x'y'dz',

LU  =  -  # [4 (* ')а -  ( -О 2 -  3 OOa] +  m ' z ' d y \  

L xxyz =  — lO fx 'z 'd z ' .

L* —

Коэффициенты V ,  и ,  как и ранее, могут быть получены из 
коэффициентов Ь х циклической перестановкой четырех индек­
сов одновременно. Например, из последнего выражения для 
1-хуг вытекает, что

Остальные коэффициенты получаем аналогично. Итак, выраже­
ния (8) , ( 1 1 ) полностью определяют компоненты поля в декар­
товой системе координат-

Иногда возникает необходимость найти компоненты поля по 
другим направлениям в какой-либо криволинейной системе ко­
ординат. Пусть криволинейные координаты ии «2, «з связаны 
с  декартовыми координатами х\, х 2, х3 зависимостями Х \  =  

—/1  («ь и2, и3); х 2=}2(ии и2, и3); *з= /з(ы ь и2, из). Тогда для 
перехода от компонент АХ1, ,А Х̂ . А Х к компонентам А ь А 2, Аз 
криволинейной системы координат приведем формулу преобра­
зования [4]

Используя эту формулу, легко получить компоненты поля в кри­
волинейных системах: цилиндрической

Л =  р COS ср; (/ =  р sin <р; z  =  Z;

L? =  lO fy 'z ’dz' — 10  §y'x'dx '.

где

р ~  V Y + Y ~  ’ *
х Н х +  у Н у и  _  — уН х +  х Н у _
т Г—̂------— > П ф “        1 ( 12 )



Н а - Н т
сферинеской

х  =  г cos <р sin 6; у  =  г sin <р c o s 0; z  — г  cos В;

н г = н х у  + H y -!jr +  H I ±r -, а / ,  =  = Й = 2 -у; (13)

, , x z H x
/ 7 0  = ---------

V x *  +  y l  ' 
ухНу  '  H , y x t +  у 2

Г\ /ГХг +  у г г \ /ГХ2 -\-уг Г ' '
Если требуется найти только радиальную компоненту поля, 

то вычисление декартовых компонент не обязательно. Указан« 
ную компоненту можно получить более простым путем непо­
средственно из выражения (6 ) . _

Умножая выражение (6 ) скалярно на вектор г°, имеем

1,4 ^
V - »

I  Г
• (И)

так как второй член при скалярном умножении на г обращ ает­
ся в’ нуль. Выражение (14) нетрудно записать в координатном 
виде:

^ ? ип ~  4~^Т I е05 а § (У'^г ' ~  г '4у')  +  се>3 Р § (г'(Их' — х^г ')-{-
+  cos (x 'dy ' — y 'd x ') .  (15)

Как следует из выражения (9), радиальная компонента 
квадрупольной составляющей

(r 'X dP )  - ^ p - r x j )  ( r ~ r ' f d l '+

§  ( r ') 2d / '] ~  — ^ ( " W X d l l  (16)+ 2Г5 ГХ
так как второй и третий члены после скалярного умножения на 
г  обращаются в нуль. В координатном виде ,

3/  -  -  -  7 7 к
И Т =  4 ~ б  ( х  { +  У1 + 2  к) ( х х '  +  уу' +  г г ’)

і 1 
х '  у '  г '  
d x '  dy '  dz '

=  4^ r  [cos2a|>.c' (y'dz' — z'dy') +  cosap $ /  (z'dx ' —x'dz') +  

+  cos2t§ 2 ' (x'dy' — y ’dx' )  +  cos a cos p [$t/' (y'dz' — z'dy') +
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*
- f  § x '  (x ’d y ' — y'dx')]  - f  cos a  c o s 7 [$2/  (y 'dz ' — z 'dy')  -[-

-f- §x' (x 'd y ' — y'dx')]  +  cos p cos 7 [§z' (z ' d x ' — x 'd z ')  -f-

+  § y ' ( x ' d y ' - y ' d x ' ) } } .  (17)

Полное выражение для радиальной компоненты магнитного 
поля получим суммированием (15) и (17):

Н г =  Hf™ +  Н кв.

Приведенные в данной статье формулы позволяют при отно­
сительно несложных распределениях (в частности, для плоских 
контуров • простой конфигурации) токов вычислить все компо­
ненты создаваёмого ими магйитного поля. В случае более слож­
ных распределений необходимо переходить к кусочно-линейной 
аппроксимации пространственных контуров, что значительно 
облегчит нахождение компонент магнитного поля.
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