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САМОДОСТАТОЧНЫЙ ПОТЕНЦИАЛЬНЫЙ ФОРМАЛИЗМ В ОПИСАНИИ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ 

 
На основе трактовки пространства-времени Минковского как распределенной электромагнитной колебательной 
системы предпринята попытка сделать потенциальный формализм в теории электромагнетизма самодостаточ-
ным (не нуждающимся в тензоре электромагнитного поля). Проведена классификация указанной системы с 
точки зрения теории колебаний. Построена полная система собственных функций оператора Д’Аламбера в че-
тырехмерном параллелепипеде, по которой разложен четырехвектор электромагнитного потенциала. Записаны 
выражения для объемных плотностей функции Лагранжа, энергии и импульса колебательной системы, не со-
держащие тензор электромагнитного поля. Рассмотрены некоторые физические следствия применения предло-
женного математического аппарата. 

 
Введение. Электродинамика коротких электромагнитных импульсов в настоящее 

время интенсивно развивается как наука и как область техники. Теоретический анализ воз-
буждения и распространения сверхширокополосных (СШП) электромагнитных сигналов в 
электродинамических системах (ЭС) требует применения иных математических подходов, 
нежели те, которые использовались при изучении узкополосных (квазигармонических) про-
цессов. Например, широко применявшийся ранее при выводе уравнений возбуждения ЭС 
метод Ван-дер-Поля неприемлем для СШП электромагнитных потенциалов. Метод ком-
плексных амплитуд, оставаясь математически корректным, становится бесполезным в случае 
СШП сигналов, поскольку ширина спектра комплексной огибающей для них одного порядка 
с шириной спектра самого сигнала. Проблематичен также учёт в уравнениях возбуждения 
формы дисперсионных характеристик ЭС и частотных зависимостей физических параметров 
металлов и диэлектриков в широком диапазоне частот. 

Одним из новых подходов в электродинамике СШП импульсов может явиться деком-
позиция электромагнитных потенциалов с финитным спектром по базису локализованных в 
пространстве парциальных функций ЭС (парциальных осцилляторов, осциллетов), описан-
ных в [1]. Ряд по парциальным функциям можно считать неким обобщением ряда Шеннона-
Уиттекера (Котельникова) на пространственные координаты, учитывающим граничные ус-
ловия (ГУ) на стенках ЭС. В работах [2, 3] отмечена аналогия предложенного в [1] матема-
тического аппарата с матричной механикой Гейзенберга, позволяющая положить его в осно-
ву т.н. матричной электродинамики. Последняя базируется на решении систем линейных ал-
гебраических уравнений (в противоположность волновой электродинамике, основанной на 
интегрировании уравнений в частных производных). 

К сожалению, изложенную в [1] теорию, как и матричную электродинамику в целом, 
нельзя в настоящее время считать логически завершенными. В частности, в них отсутствуют 
выражения для энергии и мощности электромагнитных взаимодействий. Как следствие, не 
рассматриваются неконсервативные ЭС (поскольку анализ их основан на энергетических со-
отношениях, будучи связанным с оценкой мощности потерь в диссипативных элементах). 

Основным препятствием при построении логически завершенной матричной теории 
распределённых электромагнитных колебательных систем, по мнению автора, являются 
принятые в настоящее время в электродинамике методы вычисления энергии и импульса 
электромагнитных взаимодействий. Известные формулы для расчета этих величин содержат 
компоненты тензора электромагнитного поля [4], т.е. основаны на полевом ( E B−

G G
) форма-

лизме. Другими словами, потенциальный формализм, как трехмерный (скалярно-векторный, 
AΦ −
G

), так и четырехмерный (четырехвекторный, fA
G

) не является самодостаточным (логи-
чески последовательным). В то же время матричная электродинамика, использующая матри-
цы квадратов взаимных волновых чисел, соответствующие оператору второго порядка (опе-
ратору Д’Аламбера), наиболее естественно согласуется именно с потенциальным формализ-
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мом. Введение в неё полевых величин существенно усложняет математический аппарат, раз-
рушая при этом его логическую целостность и «красоту». Заметим, что полевой формализм 
также не является самодостаточным, поскольку в функции Лагранжа для системы заряжен-
ных частиц и поля изначально фигурируют потенциалы (от них затем избавляются не вполне 
очевидным способом1). 

Не исключено, впрочем, что потенциальный формализм можно сделать логически по-
следовательным. Основанием для такого предположения является то, что четырехвектор 
электромагнитного потенциала, будучи энергетической характеристикой электромагнитных 
взаимодействий, естественно вписывается в современные физические концепции (близко-
действие, релятивизм и квантовую теорию). Напряженность электрического и индукция маг-
нитного полей, напротив, являясь силовыми характеристиками взаимодействия зарядов, не 
имеют, как и само понятие силы, существенного значения в квантовой теории (на это указы-
вается, например, в [5]). Более того, существуют прямые экспериментальные доказательства 
физической реальности электромагнитных потенциалов (см., например, [6]). 

Целью статьи является попытка сделать потенциальный формализм логически после-
довательным (самодостаточным), по крайней мере, с математической точки зрения. Для это-
го, вместо того, чтобы считать носителями электромагнитной энергии и импульса электриче-
ское и магнитное поля, будем рассматривать энергию и импульс некой распределенной ко-
лебательной системы, возбуждаемой внешними воздействиями в виде электрических зарядов 
и токов. Такой системой может являться, например, четырехмерное пространство-время 
Минковского [4]. 

Общие положения. В работе использованы следующие обозначения. Для отличия че-
тырехмерных векторов и операторов от аналогичных трехмерных к первым добавлен верх-
ний индекс «f». Фигурные скобки означают объединение заключенных в них компонент в 
трех- или четырехвектор. Четырехвекторы не разделяются на ковариантные и контравари-
антные, но в соответствующих местах операторов и скалярных произведений проставлены 
знаки минус. Например, квадрат четырехвектора f { , , , }t x y za a a a a=

G  определяется как 
f 2( ) t t x x y y z za a a a a a a a a= − − −
G , а скалярное произведение четырехвекторов faG  и 
f { , , , }t x y zb b b b b=
G

 – как f f
t t x x y y z za b a b a b a b a b⋅ = − − −

GG . 
Для достижения четырехмерной симметрии уравнений далее везде за исключением 

особо оговоренных случаев используем временную координату t  с размерностью длины, 
определяемую как произведение скорости света в вакууме на время. Действие (первая глав-
ная функция Гамильтона) определяется как интеграл от функции Лагранжа по этой коорди-
нате и измеряется в Дж·м. 

В некоторых случаях будем применять родовые (generic) обозначения для перемен-
ных, означающих пространственно-временные координаты. Символом τ  обозначается лю-
бая из координат , , ,t x y z , символом ξ  – любая из координат , ,x y z . Появление одного из 
родовых обозначений в знаке суммы означает суммирование по всем координатам, заменяе-
мым данным обозначением (с учетом вышеуказанных знаков произведений составляющих 
четырехвекторов, если они присутствуют в сумме). 

Исходное положение логически последовательного потенциального формализма со-
стоит в том, что четырехвектор электромагнитного потенциала f ( , , , ) { , , , }t x y zA t x y z A A A A=

G
 – 

                                           
1 Например, в [4] действие для замкнутой системы из заряженных частиц и электромагнитного поля за-

писывается как сумма трех слагаемых: а) действия для свободных частиц; б) действия, обусловленного взаимо-
действием частиц с полем; в) действия для самого поля. Однако при выводе выражений для плотности и потока 
энергии энергия системы считается состоящей лишь из двух слагаемых: а) энергии свободных частиц; б) энер-
гии поля. Несмотря на то, что результат получается правильным, подобная непоследовательность (когда в вы-
ражении для действия различают заряды в поле и само поле, а в выражении для энергии – нет), возможно, явля-
ется наиболее слабым звеном полевого формализма с точки зрения классической электродинамики. 
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не средство для описания электрического и магнитного полей, а одна из фундаментальных 
характеристик пространства-времени, наряду с другими его характеристиками (например, 
тензором кривизны [4]) определяющая, во-первых, поведение в этом пространстве-времени 
элементарных частиц, обладающих электрическим зарядом, во-вторых – распределение в 
нем объемных плотностей энергии и импульса. Под поведением частицы в классической тео-
рии понимается ее траектория, описываемая уравнением движения, в квантовой – распреде-
ление волновой функции частицы, описываемое, например, уравнением Шредингера. Неод-
нозначность определения потенциала fA

G
, выражающаяся в его калибровочной инвариантно-

сти [4], несущественна, поскольку в ряд выражений (например, уравнение движения части-
цы) потенциал входит только в виде его производных по координатам τ . Если же потенциал 
фигурирует в исходном виде (как в выражении для единичной псевдоэнергии [7]), его можно 
доопределить требованием асимптотического приближения всех составляющих четырехвек-
тора fA

G
 к нулю при удалении на бесконечность. 
Вследствие псевдоевклидовости пространства-времени [4] четырехвектор электро-

магнитного потенциала описывается гиперболическим уравнением (уравнением 
Д’Аламбера) 

2f f f
0 ,A j∇ = μ

G G
      (1) 

где 2f 2 2 2 2 2 2 2 2/ / / /t x y z∇ = ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂  – оператор Д’Аламбера; f ( , , , )j t x y z
G

 – четырех-
вектор плотности тока; 0μ  – магнитная постоянная. Поэтому пространство-время можно 
формально рассматривать как распределенную электромагнитную колебательную систему 
(физическая природа этой системы в данном случае не важна). Обобщенными координатами 
ее являются составляющие четырехвектора потенциала Aτ . Если такая точка зрения допус-
тима, для описания электромагнитных явлений можно использовать математический аппарат 
теории колебаний распределенных систем (см., например, [8]). В частности, электромагнит-
ные волны в пространстве без зарядов и токов следует рассматривать как свободные колеба-
ния данной системы, а потенциалы зарядов и токов – как ее вынужденные колебания. 

Классифицируем пространство-время как колебательную систему. В области частот 
0 0 0/mω ε μ� = , где 0m  – масса покоя электрона; 0ε  – электрическая постоянная; =  – посто-

янная Планка, нелинейностью физического вакуума можно пренебречь, и эта система явля-
ется: а) линейной; б) консервативной; в) бездисперсной. При более высоких частотах увели-
чивается вероятность рассеяния фотонов на фотонах [9] и становится возможным возникно-
вение реальных электрон-позитронных пар. В данной работе этими и другими нелинейными 
эффектами пренебрегаем, однако при необходимости они могут быть приняты во внимание. 

Собственные функции колебательной системы. Двукратно (doubly) ортогональные 
[1] в четырехмерном объеме fV  собственные функции f

e e e e e( , , , , , , , )t x y zA t x y z k k k k
G

 оператора 

Д’Аламбера 2f−∇  для электромагнитной колебательной системы являются базисом, по кото-
рому можно раскладывать решения уравнения (1). Они определяются как нетривиальные 
решения уравнения 2f f 2 f

e e e 0A k A∇ + =
G G

, где 2 2 2 2 2
e e e e et x y zk k k k k= − − −  – собственные числа (квадра-

ты собственных волновых четырехвекторов { }f
e e e e e, , ,t x y zk k k k k=
G

) колебательной системы. 

Для примера выпишем полную систему собственных функций оператора 2f−∇  в пря-
моугольном гиперрезонаторе (четырехмерном параллелепипеде) с периодическими ГУ по 
всем координатам. Здесь e 2 /tk l T= π Δ ; e 2 /xk i X= π Δ ; e 2 /yk j Y= π Δ ; e 2 /zk k Z= π Δ , где TΔ , 

XΔ , YΔ , ZΔ  – размеры гиперрезонатора по координатам , , ,t x y z  соответственно; , , ,l i j k  – 
целые числа. Нижеприведенные выражения можно также рассматривать как исходные при 
выводе базисных функций для разложения четырехвектора потенциала в ЭС с иными ГУ. 
Например, неограниченным увеличением TΔ  они превращаются в систему собственных 
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функций прямоугольного гиперволновода (трехмерного прямоугольного резонатора в про-
странстве-времени) с периодическими ГУ по пространственным координатам. Затем, при не-
ограниченном увеличении одного из пространственных размеров, получим аналогичную 
систему для двухплоскостного гиперволновода (трехмерного прямоугольного волновода в 
пространстве-времени) с периодическими ГУ по поперечным координатам. Наконец, надле-
жащим выбором комбинации действительных и мнимых частей составляющих Aτ  формиру-
ются собственные функции закрытых ЭС прямоугольной геометрии с однородными ГУ на 
стенках. Путем линейного преобразования собственных функций можно получить множест-
ва четырехмерных парциальных функций всех вышеперечисленных систем (четырехмерных 
осциллетов) [1]. 

Систему собственных функций оператора Д’Аламбера можно разделить на четыре 
взаимно ортогональные подмножества, отличающиеся числом измерений, в которых замы-
каются линии поля четырехвектора f

eA
G

 (т.е. количеством отличных от нуля составляющих 
данного четырехвектора). Несмотря на изящество такой «геометрической» классификации, 
имеет смысл сохранить традиционные для электродинамики названия данных подмножеств. 
Далее координаты ,x y  предполагаются поперечными, координата z  – продольной (у функ-
ций TEM всегда поперечной является только координата x ). Для наглядности временная со-
ставляющая четырехвектора потенциала записана последней. 

1. Подмножество собственных функций, соленоидальных в четырех измерениях (т.е. 
e e e e/ / / / 0t x y zA t A x A y A z∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ ≡ ). Классифицируются как Zero Magnetic (ZM) или Po-

tential (P) [7]: 

e e
e 0 e e e e2 2 2

e e e

exp(i )exp( i )exp( i )exp( i ) ;x t
ZMx t x y z

x y z

k kA A k t k x k y k z
k k k

= − − −
+ +

 

e e
e 0 e e e e2 2 2

e e e

exp(i )exp( i )exp( i )exp( i ) ;y t
ZMy t x y z

x y z

k k
A A k t k x k y k z

k k k
= − − −

+ +
 

e e
e 0 e e e e2 2 2

e e e

exp(i )exp( i )exp( i )exp( i ) ;z t
ZMz t x y z

x y z

k kA A k t k x k y k z
k k k

= − − −
+ +

 

e 0 e e e eexp(i )exp( i )exp( i )exp( i )ZMt t x y zA A k t k x k y k z= − − −  

(если exk , eyk  и ezk  равны нулю, etk  также должно быть нулевым, при этом e 0ZMxA ≡ , 

e 0ZMyA ≡ , e 0ZMzA ≡ ). 
2. Подмножество собственных функций, соленоидальных в трех измерениях , ,x y z  

(т.е. e e e/ / / 0x y zA x A y A z∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ ≡ ). Классифицируются как Transverse Magnetic (TM) или 
Electric (E): 

e e
e 0 e e e e2 2

e e

exp(i )exp( i )exp( i )exp( i ) ;x z
TMx t x y z

x y

k kA A k t k x k y k z
k k

= − − − −
+

 

e e
e 0 e e e e2 2

e e

exp(i )exp( i )exp( i )exp( i ) ;y z
TMy t x y z

x y

k k
A A k t k x k y k z

k k
= − − − −

+
 

e 0 e e e eexp(i )exp( i )exp( i )exp( i ) ;TMz t x y zA A k t k x k y k z= − − −  

e 0TMtA =  

(если exk  и eyk  равны нулю, ezk  также должно быть нулевым, при этом e 0TMxA ≡ , e 0TMyA ≡ ). 
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3. Подмножество собственных функций, соленоидальных в двух измерениях ,x y  (т.е. 

e e/ / 0x yA x A y∂ ∂ + ∂ ∂ ≡ ). Классифицируются как Transverse Electric (TE) или Magnetic (H): 

e e
e 0 e e e e2

e

exp(i )exp( i )exp( i )exp( i ) ;x y
TEx t x y z

x

k k
A A k t k x k y k z

k
= − − − −  

e 0 e e e eexp(i )exp( i )exp( i )exp( i ) ;TEy t x y zA A k t k x k y k z= − − −  

e 0 ;TEzA =  e 0TEtA =  

(если exk  равно нулю, eyk  также должно быть нулевым, при этом e 0TExA ≡ ). 
4. Подмножество собственных функций, соленоидальных в одном измерении x  (т.е. 

e / 0xA x∂ ∂ ≡ ). Классифицируются как Transverse Electric and Magnetic (TEM): 

e 0 e e e eexp(i )exp( i )exp( i )exp( i ) ;TEMx t x y zA A k t k x k y k z= − − −  

e 0 ;TEMyA =  e 0 ;TEMzA =  e 0TEMtA =  

( exk  всегда должно быть нулевым). В вышеприведенных выражениях 0A  – нормировочная 
амплитуда четырехвекторного потенциала, для амплитудной нормировки [1] равная 1 В·с/м. 
Обычная и «геометрическая» классификации не вполне тождественны. Например, традици-
онные виды колебаний 0ijH , 0i kH  и 0 jkH  прямоугольного резонатора с однородными или пе-
риодическими ГУ на стенках относятся к вышеуказанным подмножествам TM, TE и TEM со-
ответственно. 

Функция Лагранжа колебательной системы. В работе [4] приведено выражение 
для функции Лагранжа замкнутой системы, состоящей из электромагнитного поля и заря-
женных частиц, которое содержит тензор электромагнитного поля. Чтобы построить функ-
цию Лагранжа электромагнитной колебательной системы, не используя полевых характери-
стик, воспользуемся сходством математического описания колебательных систем различной 
физической природы. 

В качестве модели используем двумерную распределенную механическую колеба-
тельную систему в виде однородной мембраны с площадью S , поверхностной плотностью 
массы материала Mρ  и линейной плотностью силы натяжения MT . Мембрана нагружена N  
постоянными по величине, но перемещающимися по ее поверхности силами nf  
( 1,2, ,n N= … ), нормальными к плоскости неподвижной ненагруженной мембраны. Каждая 
сила сосредоточена на малой (практически точечной) площадке. Обобщенными координата-
ми такой системы являются поперечное отклонение мембраны от положения ненагруженно-
го равновесия ( , , )u t x y  и координаты точек приложения всех сил ( )nx t , ( )ny t  (для механи-
ческой модели t  – время в секундах). 

Как известно из механики [10], поверхностная плотность кинетической энергии дви-
жущейся массы мембраны равна 2( / ) / 2M u tρ ∂ ∂ , поверхностная плотность потенциальной 
энергии деформированного материала мембраны вычисляется как 

2 2[( / ) ( / ) ] / 2MT u x u y∂ ∂ + ∂ ∂ . Энергия взаимодействия мембраны с n -й приложенной силой 
равна ( , , )n n nf u t x y− . Функцию Лагранжа для такой системы можно записать в виде: 

( ) ( ) ( )2 2 2

1
( ) ( , , ) d d / ( ) / / ,

2

N
M

M n n n M
n S

Tt f u t x y x y u c t u x u y
=

⎡ ⎤Λ = + ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂⎣ ⎦∑ ∫   (2) 
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где /M M Mc T= ρ  – скорость поперечной волны в мембране. Первое слагаемое – это состав-
ляющая ( )I

M tΛ , обусловленная взаимодействием приложенных сил с колебательной систе-
мой, второе – составляющая для самой системы ( )S

M tΛ  (кинетическая энергия движущейся 
массы мембраны минус потенциальная энергия деформированного материала). 

Построим по аналогии функцию Лагранжа для замкнутой распределенной электро-
магнитной колебательной системы в виде пространства-времени с трехмерным объемом V , 
содержащего N  малых (практически точечных) заряженных частиц с массами покоя 0nm  и 
зарядами nq  ( 1,2, ,n N= … ). Обобщенными координатами такой системы, помимо состав-
ляющих ( , , , )A t x y zτ , являются координаты всех частиц ( )n tξ . Имеем: 

2 2 2
0

10 0

10 0

f 2 f 2 f 2 f 2

0

1( ) 1 (d / d ) (d / d ) (d / d )

1 (d / d ) (d / d ) (d / d )

1 d d d ( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ,
2

N

n n n n
n

N

n nt n nx n ny n nz
n

V

t m x t y t z t

q A x t A y t A z t A

x y z A t A x A y A z

=

=

Λ = − − − − −
ε μ

⎡ ⎤− − − − −⎣ ⎦ε μ

⎡ ⎤− ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂⎣ ⎦μ

∑

∑

∫
G G G G

  (3) 

где f f( ) [ , ( ), ( ), ( )]n n n nA t A t x t y t z t≡
G G

 – сокращенное обозначение четырехвектора потенциала в 
месте расположения n -й частицы2. Первое слагаемое в (3) – «механическая» составляющая 
для частиц ( )P tΛ , второе – составляющая, обусловленная взаимодействием частиц с колеба-
тельной системой ( )I tΛ , третье – составляющая для самой колебательной системы ( )S tΛ . 
Можно показать (например, путем подстановки преобразований Лоренца для составляющих 
четырехвектора потенциала и четырехмерного градиента), что подынтегральное выражение в 
третьем слагаемом является, как и следует, истинным скаляром. 

Это выражение отличается от соответствующего скаляра для полевого формализма [4] 
наличием членов 2( / )Aτ∂ ∂τ . Данные члены нельзя убрать, поскольку после этого действие 
электромагнитной колебательной системы, вычисленное на основе формулы (3), стало бы 
отличным от действия, вычисленного в полевом формализме. Следовательно, логически по-
следовательный потенциальный формализм допускает существование колебательных реше-
ний для составляющей tA  и дивергентных частей Aξ  в пустом пространстве. 

Знаки перед слагаемыми в (3) выбраны противоположными по сравнению с соответ-
ствующими членами (2) исходя из следующих соображений. Энергия силы, деформирующей 
мембрану, отрицательна, поскольку на возвращение системы, нагруженной единственной 
неподвижной силой 1 1 1( , )f x y , из стационарного состояния 0 ( , )u x y  в положение, при кото-
ром 0u ≡  (например, путем «рассредоточения» этой силы по значительной площади), необ-
ходимо затратить энергию 1 0 1 1( , ) / 2f u x y . Недостающая половина восполняется за счет по-
ложительной потенциальной энергии деформированного материала мембраны. Напротив, 
уединенная неподвижная частица, создающая в пространстве скалярный потенциал 

0 ( , , )x y zΦ , обладает положительной энергией, так как при рассредоточении ее заряда по зна-

                                           
2 Мы не углубляемся здесь в вопрос о размерах электрона и сопутствующие ему проблемы электроди-

намики [4]. Для наших целей достаточным будет приближение малых, но конечных размеров заряженных час-
тиц. При этом потенциал во всех точках пространства остается конечным. Средневзвешенное по объему части-
цы (с учетом распределения плотности заряда) его значение можно считать потенциалом в месте расположения 
частицы. 
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чительному объему может быть получена энергия 1 0 1 1 1( , , ) / 2q x y zΦ . Другая половина энер-
гии исходной частицы возвращается колебательной системе. 

Несмотря на то, что член 2( / )tA t∂ ∂  входит в функцию Лагранжа с отрицательным зна-
ком, действие не уменьшается неограниченно с ростом etk . В этом нетрудно убедиться, под-
ставляя в (3) выражения для собственных функций оператора Д’Аламбера3. 

Введем также объемную плотность функции Лагранжа ( , , , )t x y zλ . Эта плотность уже 
присутствует в третьем слагаемом выражения (3). Ее можно определить также для второго 
слагаемого, поскольку все обобщенные координаты входят в него линейно. Запишем заряд 
n -й частицы в виде: 

0d d d ( , , ) ,n n
V

q x y z x y z= ρ∫      (4) 

где 0nρ  – объемная плотность заряда частицы в системе координат, связанной с этой части-
цей. Подставляя (4) в (3) и вводя четырехвектор плотности тока по формуле 

{ }f

10 0

1( , , , ) ( , , , ) 1, d / d , d / d , d / d ,
N

n n n n
n

j t x y z t x y z x t y t z t
=

= ρ
ε μ

∑
G

   (5) 

где nρ  – объемная плотность заряда n -й частицы в системе координат, в которой вычисляет-
ся плотность тока, запишем объемную плотность «электромагнитной» части функции Ла-
гранжа I SΛ +Λ  в виде: 

f f f 2 f 2 f 2 f 2

0

1( , , , ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / )
2

I St x y z j A A t A x A y A z⎡ ⎤λ ≡ λ + λ = − ⋅ − ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂⎣ ⎦μ

G G G G GG
     (6) 

(здесь учтено, что произведение 0 d d dn x y zρ  является инвариантом). 
Для слагаемого PΛ , в которое обобщенные координаты частиц nξ  входят нелинейно, 

определить подобным образом (т.е. вводя четырехвектор «плотности тока масс») объемную 
плотность функции Лагранжа невозможно. Однако благодаря аддитивности данной функ-
ции, «механические» энергию и импульс частиц можно вычислить отдельно и прибавить к 
общей энергии и общему импульсу системы. В дальнейшем под плотностью функции Ла-
гранжа электромагнитной колебательной системы будем понимать плотность составляющих 
этой функции, входящих в выражение (6). 

Уравнения Лагранжа колебательной системы. Поскольку функция Лагранжа элек-
тромагнитной колебательной системы с зарядами и токами (3) содержит две разнородные 
группы обобщенных координат (дискретные координаты частиц nξ  и непрерывные в про-
странстве-времени составляющие четырехвектора потенциала Aτ ), уравнение Лагранжа не-
обходимо записывать отдельно для частиц и потенциала. Уравнение движения заряженных 
частиц в электромагнитном поле [5] применимо в потенциальном формализме без каких-
либо изменений. 

При выводе уравнения Лагранжа для потенциала используем общий вид данного 
уравнения для распределенных динамических систем [11] (полная производная по τ  имеет 
смысл, описанный в указанной работе): 

                                           
3 Аналогичная форма функции Лагранжа приведена в неопубликованных работах В. А. Кулигина и со-

авторов (см., например, http://n-t.ru/ac/iga). К сожалению, наряду с заслуживающими внимания положениями, в 
этих работах присутствует ряд необоснованных утверждений и выводов. 
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d 0 ,
d ( / )m mτ

⎡ ⎤∂λ ∂λ
− =⎢ ⎥τ ∂ ∂η ∂τ ∂η⎣ ⎦

∑      (7) 

где mη  – m -я обобщенная координата системы. Подставляя в (7) λ  из (6) и обобщенные ко-
ординаты Aτ , приходим к уравнению (1), которое и является искомым уравнением Лагранжа 
для пространства-времени как электромагнитной колебательной системы. 

Энергия и импульс колебательной системы. Объемную плотность w  «электромаг-
нитной» энергии колебательной системы (без учета «механической» энергии частиц) можно 
получить непосредственно из плотности ее функции Лагранжа (6), воспользовавшись из-
вестным соотношением [11]: 

( , , , ) ,
( / )

m

m m

w t x y z
t t

∂λ ∂η
= − λ

∂ ∂η ∂ ∂∑      (8) 

где суммирование производится по всем обобщенным координатам системы. В нашем слу-
чае это координаты всех частиц nξ  и составляющие четырехвектора потенциала Aτ . Под-
ставляя (6) в (8) с учетом (5) получаем: 

f 2 f 2 f 2 f 2

00 0

1 1( , , , ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / ) .
2tw t x y z A A t A x A y A z⎡ ⎤= ρ − ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂⎣ ⎦με μ

G G G G
  (9) 

Объемная плотность канонического импульса mp  по обобщенной координате mη  вы-
числяется как [11]: 

0 0( , , , ) .
( / )m

m

p t x y z
t

∂λ
= ε μ

∂ ∂η ∂
     (10) 

Для частиц канонический импульс – это их импульс по координатам ξ . Чтобы вычислить 
импульс распределенной колебательной системы по этим же координатам, необходимо вы-
разить его через канонический импульс данной системы по составляющим Aτ . 

Введем четыре континуума переменных Лагранжа 0 0 0( , ) { ( , ), ( , ),L L L L L Lr t r x t r y t rτ τ τ=
G G G G  

0( , )}L Lz t rτ
G  распределенной колебательной системы (по одному для каждой из составляющих 

потенциала Aτ ), где 0Lr
G  – общий континуум начальных значений этих переменных в некий 

момент 0t . Определим переменные Лагранжа таким образом, чтобы составляющая Aτ , вы-
численная в точке с координатой Lr τ

G , не зависела от времени: 

d ( , ) ( , ) ( , ) d ( , ) d ( , ) d 0 .
d d d d

L L L L L L L LA t r A t r A t r x A t r y A t r z
t t x t y t z t

τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + ≡

∂ ∂ ∂ ∂

G G G G G
  (11) 

После подстановки в (6) значения /A tτ∂ ∂  из (11) плотность функции Лагранжа пере-
стает зависеть от /A tτ∂ ∂ , но становится зависимой от d / dL tτξ . Следовательно, плотность 
импульса распределенной колебательной системы по координате ξ  можно вычислить как 

f
f

( / ) / ,
(d / d ) ( / ) (d / d ) ( / )L L

A t A
t A t t A t

τ

τ ττ τ τ

∂λ ∂λ ∂ ∂ ∂ ∂λ
= = − ⋅∂ ∂ξ

∂ ξ ∂ ∂ ∂ ∂ ξ ∂ ∂ ∂
∑ ∑

G
G    (12) 

где под производной скаляра по четырехвектору faG  понимается четырехвектор, образован-
ный производными данного скаляра по соответствующим составляющим четырехвектора 

faG . С учетом (5), (6) и (12) составляющая объемной плотности вектора импульса pG  по коор-
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динате ξ  электромагнитной колебательной системы без учета «механического» импульса 
частиц равна: 

f f0

0

( , , , ) ( / ) ( / )p t x y z A A t Aξ ξ
ε

= ρ + ∂ ∂ ⋅ ∂ ∂ξ
μ

G G
    (13) 

(в теории колебаний это выражение известно как вектор Умова). 
Выражение (13) – это эквивалент вектора Пойнтинга для потенциального формализ-

ма. С физической точки зрения pξ  равно объемной плотности «электромагнитного» импуль-
са распределенной колебательной системы (поверхностной плотности потока «электромаг-
нитной» энергии, умноженной на 0 0ε μ ). Источниками данного импульса могут быть как сво-
бодные колебания системы (бегущие или стоячие электромагнитные волны), так и переме-
щающийся пространственный градиент потенциала, создаваемый движущимися заряженны-
ми частицами, в совокупности с потоком энергии взаимодействия этих частиц с колебатель-
ной системой. 

Суммарные энергия W  и составляющие вектора импульса P
G

 по координатам ξ  элек-
тромагнитной колебательной системы вычисляются путем интегрирования выражений (9) и 
(13) по объему V  и прибавления «механических» энергии и импульса частиц, которые не-
трудно вычислить из (3) с помощью известных формул релятивистской механики [4]: 

0
2 2 21 10 0 0 0

f 2 f 2 f 2 f 2

0

1 1( )
1 (d /d ) (d /d ) (d / d )

1 d d d ( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ;
2

N N
n

n nt
n nn n n

V

mW t q A
x t y t z t

x y z A t A x A y A z

= =
= + −
ε μ ε μ− − −

⎡ ⎤− ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂⎣ ⎦μ

∑ ∑

∫
G G G G

  (14) 

0
2 2 21 10 0

f f0

0

1 (d /d )( )
1 (d /d ) (d /d ) (d /d )

d d d ( / ) ( / )

N N
n n

n n
n nn n n

V

m tP t q A
x t y t z t

x y z A t A

ξ ξ
= =

ξ
= + +

ε μ − − −

ε
+ ∂ ∂ ⋅ ∂ ∂ξ

μ

∑ ∑

∫
G G

   (15) 

(для наглядности вторые слагаемые в обоих выражениях записаны в виде сумм по частицам). 
Разложение потенциала по собственным функциям колебательной системы. 

Произвольный четырехвекторный потенциал гиперрезонатора можно разложить в ряд Фурье 
по его четырехмерным собственным функциям (нормальным модам): 

f f f f f
e e e e( , , , ) ,ZMm ZMm TMm TMm TEm TEm TEMm TEMm

m m m m
A t x y z u A u A u A u A

∞ ∞ ∞ ∞

=−∞ =−∞ =−∞ =−∞
= + + +∑ ∑ ∑ ∑

G G G G G
 

где mu  – безразмерные комплексные коэффициенты разложения (амплитуды m -х нормаль-
ных мод из соответствующих подмножеств). 

Коэффициенты mu  можно вычислить из заданного распределения четырехвектора 
плотности тока в четырехмерном объеме гиперрезонатора fV  путем решения уравнения (1). 
Предварительно запишем условия ортогональности нормальных мод первого и второго рода 
[1] с учетом самосопряженности оператора 2f−∇  соответственно как: 

f

f f*0
e e

e

0 ( ),
d d d d

2 ( );m m
V m

m m
t x y z A A

H m m′

′ ≠⎧ε
− = ⎨ ′ =⎩

∫
G G

�     (16) 
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f f

2f f f* f 2f f*
e e e e

e0 0

0 ( ),1 1d d d d ( ) d d d d ( )
( ),2 2m m m m

mV V

m m
t x y z A A t x y z A A

H m m′ ′

′ ≠⎧
− −∇ = − −∇ = ⎨ ′ =μ μ ⎩

∫ ∫
G G G G

    (17) 

где emH�  – так называемое единичное псевдодействие четырехвекторного потенциала m -й 
нормальной моды, Дж·м·с2 (термин введен по аналогии с единичной псевдоэнергией [7]); 

emH  – единичное действие четырехвекторного потенциала этой же моды, Дж·м. 

Умножая (1) на f*
emA
G

 и интегрируя по fV , с учетом (17) получаем: 

f

f f*
e

e

1 d d d d ( , , , ) .
2m m

m V

u t x y z j t x y z A
H

= ∫
GG

 

Из (16) и (17) следует формула Рэлея для нормальных мод 2
e 0 0 e e/m m mk H H= ε μ � . 

Применяя к (17) первую формулу Грина с учетом однородности или периодичности 
ГУ для составляющих потенциала на границе гиперрезонатора, приходим к выражению для 
единичной функции Лагранжа emΛ  четырехвекторного потенциала m -й нормальной моды, 
Дж: 

( )2 2 2 2f f f f
e e e e e

0

1( ) d d d / / / / ,
2m m m m m

V

t x y z A t A x A y A zΛ = − ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂
μ ∫

G G G G
 

согласующемуся с третьим слагаемым (3). Единичную энергию emW , Дж, и составляющие 
единичного импульса emP

G
, Дж·с/м, четырехвекторного потенциала этой же моды определим 

как: 

( )2 2 2 2f f f f
e e e e e

0

1( ) d d d / / / / ;
2m m m m m

V

W t x y z A t A x A y A z= − ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂
μ ∫

G G G G
 

f f*0
e e e

0

( ) d d d ( / ) ( / ) .m m m
V

P t x y z A t Aξ
ε

= ∂ ∂ ⋅ ∂ ∂ξ
μ ∫

G G
 

Тогда функция Лагранжа SΛ , энергия SW  и импульс SP
G

 колебательной системы, в 
которой возбуждена только m -я нормальная мода [третьи слагаемые в (3), (14) и (15)], запи-
сываются как 2

e( ) ( )S
m mt u tΛ = Λ ; 2

e( ) ( )S
m mW t u W t= ; 2

e( ) ( )S
m mP t u P t=

G G
. 

Некоторые физические следствия. Определение функции Лагранжа в виде (3) вле-
чет за собой несколько иную физическую трактовку ряда электромагнитных объектов и яв-
лений, чем в полевом формализме. Подробный анализ отличий выходит за рамки данной 
статьи. Перечислим лишь важнейшие из них. 

1. В полевом формализме энергия замкнутой системы, состоящей из электромагнит-
ного поля и заряженных частиц, рассматривается как сумма положительной «механической» 
энергии частиц (включая их энергию покоя) и положительных энергий электрического и 
магнитного полей. В потенциальном формализме энергия замкнутой распределенной элек-
тромагнитной колебательной системы состоит из положительной «механической» энергии 
частиц (включая их энергию покоя), положительной или отрицательной энергии взаимодей-
ствия заряженных частиц с составляющей tA  четырехвектора потенциала, отрицательной 
энергии изменяющейся в пространстве-времени составляющей tA  и положительной энергии 
изменяющихся в пространстве-времени составляющих Aξ  этого четырехвектора. 

2. В полевом формализме вклад градиентов составляющих четырехвектора потенциа-
ла по направлениям этих составляющих в общую плотность электромагнитной энергии-
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импульса тождественно равен нулю. В потенциальном формализме данные градиенты вносят 
определенную добавку в плотность энергии-импульса. 

3. В полевом формализме не рассматриваются колебательные решения волнового 
уравнения для составляющей tA  и дивергентных составляющих Aξ  четырехвектора потен-
циала в пространстве, свободном от заряженных частиц (продольные электромагнитные 
волны). В потенциальном формализме такие решения учитываются. При этом волны состав-
ляющей tA  обладают отрицательными энергией и импульсом, составляющих Aξ  – положи-
тельными. Вдали от зарядов и токов данные составляющие «подавляют» друг друга (т.е. си-
ловое воздействие их на другие заряды тождественно равно нулю), вблизи зарядов и токов 
этот баланс нарушается [7]. Таким образом, волны в свободном пространстве и колебания 
ограниченных объемов типа ZM (P) можно рассматривать как некую математическую воз-
можность, которая, однако, физически не реализуется (по крайней мере, с позиций классиче-
ской электродинамики) ввиду ограничения, накладываемого законом сохранения заряда. 

4. В полевом формализме кванты электромагнитного поля (фотоны) трактуються как 
обычные частицы. В потенциальном формализме квантуется энергия распределенной элек-
тромагнитной колебательной системы. Поэтому фотоны здесь рассматриваются как квазича-
стицы (аналогичные, например, фононам). Наиболее полная аналогия достигается при раз-
ложении электромагнитных колебаний в решетку связанных парциальных осцилляторов [1]. 

Отрицательную плотность энергии и импульса, создаваемую четырехмерным гради-
ентом временной составляющей четырехвектора потенциала, можно попытаться физически 
интерпретировать с позиций квантовой электродинамики [9]. Вакуум в ней рассматривается 
как множество квантованных осцилляторов с нулевыми уровнями энергии e 0 0/ 2tk ε μ= . 
Уменьшение суммарной нулевой энергии осцилляторов при наличии градиента составляю-
щей tA  относительно значения этой энергии при отсутствии данного градиента можно рас-
сматривать как появление «отрицательной» энергии физического вакуума. Вопрос о физиче-
ских механизмах такого явления, если оно имеет место, остается открытым. 

На первый взгляд, перечисленные отличия не создают каких-либо противоречий с 
общепризнанными, экспериментально подтвержденными положениями электродинамики (по 
крайней мере, классической). Тем не менее, окончательно подтвердить или опровергнуть 
возможность существования самодостаточного потенциального формализма можно лишь 
после подробного теоретического исследования на его основе электромагнитных явлений в 
различных физических системах (включая квантовые). В случае положительного результата 
возникнет вопрос о применении к электромагнитному полю принципа «бритвы Оккама» 
(«сущности не следует умножать без необходимости»). 

Одной из простейших является система, использовавшаяся в экспериментах по про-
верке физической реальности электромагнитных потенциалов [5, 6]. Рассмотрим соленоид с 
длиной L , существенно (чтобы можно было пренебречь краевыми эффектами) превышаю-
щей его радиус 0r  и пренебрежимо малой толщиной проводящей стенки. В стенке протекает 
постоянный ток, имеющий только азимутальную составляющую с линейной плотностью iϕ  
ампер на единицу длины соленоида. Из полевого формализма следует, что вся энергия элек-
тромагнитного поля 2 2

0 0 / 2EBW Lr iϕ= πμ  сосредоточена внутри соленоида. Напротив, интег-
рирование выражения (9) показывает, что лишь половина суммарной электромагнитной 
энергии системы EBW W≡  находится внутри соленоида. Вторая половина распределена в ок-
ружающем пространстве. Очевидно, с точки зрения концепции близкодействия такой вывод 
более приемлем, поскольку трудно предположить, что «нечто» в вышеуказанных экспери-
ментах могло воздействовать на волновую функцию движущихся вне соленоида заряженных 
частиц, само не обладая энергией в данной области пространства. Потенциальный форма-
лизм приводит к более «разумным» результатам, чем полевой, при решении таких известных 
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задач, как передача энергии постоянным током по проводникам от источника к нагрузке, за-
рядка конденсатора [5] и др. 

Не исключено, впрочем, что полевой и потенциальный формализмы в итоге окажутся 
принципиально равноправными (т.е. имеет место дуализм в описании электромагнитных 
взаимодействий). В таком случае должно существовать некое неизвестное пока фундамен-
тальное физическое ограничение, запрещающее любые измерения распределения в про-
странстве-времени плотности электромагнитной энергии (например, посредством исследо-
вания ее гравитационного поля [5]). 

Выводы. Как полевой, так и потенциальный формализм в описании электромагнит-
ных взаимодействий не являются на сегодняшний день взаимно независимыми (самодоста-
точными). Поэтому вопрос, можно ли сделать хотя бы один из них таковым, имеет принци-
пиальное значение. 

В описанном варианте логически последовательного потенциального формализма по-
стулируется выражение для функции Лагранжа электромагнитной колебательной системы 
(пространства-времени Минковского), не содержащее тензор электромагнитного поля. Урав-
нение Лагранжа для электромагнитного потенциала, а также плотности электромагнитной 
энергии и импульса получаются затем путем подстановки данной функции (или ее объемной 
плотности) в известные из теории колебаний соответствующие общие выражения для рас-
пределенных динамических систем. 

Предложенный вид функции Лагранжа электромагнитной колебательной системы, 
судя по всему, не создает каких-либо противоречий с общепризнанными положениями клас-
сической электродинамики. Полученные на его основе выражения для плотности электро-
магнитной энергии и импульса позволяют придать матричной электродинамике законченный 
вид и обобщить ее на случай неконсервативных ЭС. 
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