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КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОЛЯ НА ФОКАЛЬНОЙ СФЕРЕ 
КРУГЛОЙ СФОКУСИРОВАННОЙ АПЕРТУРЫ

Введение
К настоящему времени поле ряда излучающих систем (ИС) в их зоне Френеля изучено 

довольно обстоятельно. Однако имеющаяся в литературе информация не в полной мере 
удовлетворяет потребности практики. Связано это с тем, что в реальных ИС распределение 
источников всегда в той или иной мере случайно. Наличие случайностей в распределении 
источников существенно ухудшает характеристики ИС, ограничивает их потенциальные 
возможности. При этом с увеличением электрических размеров ИС и усложнением их конст­
рукции, роль различных факторов, порождающих «случайности» в амплитудно-фазовом 
распределении и положении источников значительно возрастает. Это проявляется особенно 
заметно в крупных, сложных, дорогостоящих антеннах. В 80 -  90-х годах Я.С. Шифриным и 
его сотрудниками был выполнен цикл работ по построению статистической теории ИС (тео­
рии антенн со случайными источниками) в зоне Френеля применительно к линейным излу­
чающим системам, результаты которых в обобщенном виде приведены в [1].

Изучение статистики поля ИС в их зоне Френеля на примере линейной излучающей сис­
темы (ЛИС) позволило выявить присущие этой зоне основные статистические эффекты и за­
кономерности их изменения. Однако с практической точки зрения более важное значение 
имеют исследования для ИС с двумерными апертурами, в частности для широко распростра­
ненного типа антенн -  антенны с круглой апертурой. Результаты изучения средних и флук- 
туационных характеристик приведены в [2, 3].

Цель настоящей работы -  изучение корреляционных характеристик поля на фокальной 
сфере, сфокусированных в зону Френеля антенн с круглой апертурой, при наличии в их рас- 
крыве фазовых флуктуаций.

1. Исходные соотношения
Рассмотрим плоскую синфазную равномерно возбужденную круглую апертуру радиуса 

Я , сфокусированную в зону Френеля. Как показано в [2], поле данной антенны в приближе­
нии Френеля можно представить в виде

З Д ,¥ )  = -  )e i2^ uZJ 0 (u y )u d u . (1)
X о

Входящие в (1) безразмерные переменные 
ц>,и, % и £, связаны с реальными координатами 
системы (см. рис.1) следующими соотноше­
ниями: у  = kRsinQ, u = pl / R ,  % = г / па? И

71 (

16X0
1-

V
Хо
X

. Здесь к = 2тг/Х -  волновое

число; X — длина волны в свободном простран­
стве, па? =  8i?2/ x расстояние до границы

Рис.1 дальней зоны, Хо ~ нормированное значение 
фокусного расстояния.

Если на апертуре имеются фазовые флуктуации Ф(м,ф1) , то вместо (1) имеем для поля 
отдельной реализации выражение [2]
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(2)Я ( С ,ф ,Ф) =  —  у Ч ^ х ) в ^ и 2 e m ^ c o s { ^ x)ds

ЯХ s

Будем считать, что функция Ф(м,ф}) нормальная однородная по раскрыву случайная

функция с нулевым средним значением, дисперсией Ф2 (w,cpi) = a 2 (w, ф!) = а  = const и ко­
эффициентом корреляции гауссовского вида:

-------------------------------  и2 +и'2 -2»M'cos((p, - cdJ )
Г = Ф(ц,Ф 1)-Ф (^фО = е ~2 ~~

а  ’
где числитель дроби в показателе экспоненты -  квадрат расстояния между точками с коор­
динатами ц,ф! и и , ф», а знаменатель -  квадрат радиуса корреляции с в относительных еди­
ницах, связанный с радиусом корреляции фазовых флуктуаций р0 соотношением с = р0 / R . 

Тогда усредняя соотношение (2) получим [2]:

1
а

Е (С , ф , ф )  =  - е  2 ^ 0 ( С , ф ) ,  
X

( 3)

где Fq (;,ф ) = 2 \e i2C>l{2jQ (yu)udu .

Соотношения (2) и (3) являются исходными для определения корреляционных характе­
ристик поля антенны с круглой апертурой.

2. Корреляция компонент комплексного поля
2.1. Общие соотношения
В рамках корреляционной теории флуктуации поля с точностью до множителя 

[iTiE^e~ikr

S Е (С, ф , ф )  = £'(С,Ч/,ф ) - £  (С, V.  ф)  =

1
лхо

1 16Хо j [ z & 2+uy cos(cp-cpj)]

71 2 о О
егФ(м,ф,)_е dtyiudu =, (4)

где
=  Л ( £ , ф , ф )  +  1 Я ( £ , ф , ф ) ,

А(С,,у,ф) =  R e БЕ( £ , ф , ф ) ,  В ( £ , ф , ф )  = I m 5Е ( С , ф , ф ) (5)
- реальная и мнимая части флуктуаций поля, описываются корреляционной матрицей 

второго порядка [4]

К(С,Ф,Ф,^1,Ф1,Ф1) =
К ААХ (^Ф,Ф,С],Ф1,Ф1) К АВ] ( ^ Ф ^ ^ ь Фь Ф!)'

(6)
&ВАХ ( ^ , Ф , Ф , ; 1 , Ф 1 , Ф 1 )  К щ  ( ^ ,  ф, ф, , ф ] , ф ! )  

где (Сф,Ф>^ъФ1,Ф1) и К щ  ( ^ ф ^ ^ ф ^ )  -  корреляционные функции, а
К щ  (С ф.Ф ^ь Фь Ф]) и К щ  (<̂ , ф, ф, , ф1, ф]) -  взаимные корреляционные функции ре­
альной и мнимой частей (компонент) флуктуаций поля.
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В случае, когда V)/ Ф ipj , С, * Q , (p ^ (pj, корреляционная матрица (6 ) характеризует кор­
реляционную связь между флуктуациями поля в произвольных точках (^,\р,ср)и (^j,ip],(pj). 
Эта же матрица К  при ^ Q , но ср ^ 9 i , ip * ipj будет характеризовать корреляцию между 
флуктуациями поля в поперечном направлении (в точках, лежащих на сфере радиуса С , а 
при ^ Q = 0 на фокальной сфере). При vp = ij/j = 0 -  она характеризует корреляционную 
связь флуктуаций поля в продольном направлении (вдоль фокальной оси). Если же vp = \pj,

£, = £,1, (р = cpi, то диагональные элементы матрицы К определяют дисперсию (с',\р,ф),

ag (<^,\р,ф), а недиагональные -  взаимную корреляционную функцию К АВ (^,ур,ф) реаль­
ной и мнимой компонент флуктуаций поля в точке с координатами С,, \р, ф .

Отметим, что если флуктуации поля ИС распределены по нормальному закону, то стати­
стическое описание функции 6 £(<^,1р,ф) с помощью матрицы К будет исчерпывающим.
Нормальный закон распределения флуктуаций поля будет иметь место в случае малых фазо­
вых флуктуаций в апертуре или в случае, когда радиус корреляции этих флуктуаций много 
меньше размера ИС [4].

Введем, следуя [4], вспомогательные корреляционные функции

* 1  (С, V, Ф, Q , Щ , Ф1) = SE (С vp, ф) ■ 5Е* (Q , щ , ф!) =

= E(t;,4i,<p)-F (СъфьФ1)-£(Сф>ф)-£ (^ьфьфО
^ 2(С ф )ф>СьФьФ1) = 5Е(^,1р,ф)-6Е:(^1,ф1,ф1) =

= £(С ,ф ,ф)-£(С ь Ф1>Ф1)-£(Сф ,ф)-£(С ъ Фь Ф1)’

(7)

(8)

где * -  знак комплексного сопряжения.
Значение функции А )  ( ^ ,  \р, ф, <̂2, \pj, ф ! )  при ^  = ^ ,  i p j  =vp, ф 1 = ф  определяет дисперсию 

флуктуаций поля:

/ :1(;,хр ,ф ) = |б £ ( ;,ф ,ф )|2 = |£ (;,1 р ,ф )|2 - |£ (С ,ф ,ф ) |  , (9)
где первое слагаемое есть средняя интенсивность поля, а второе - квадрат модуля среднего 
поля.

При принятой в данной работе статистике фазовых флуктуаций первые слагаемые в пра­
вой части (7) и (8 ) имеют вид:

£(С,Ф,Ф)-£*(^,\Р1,Ф1) = — — — х
x ( C ) x i ( C i )

£о(ь,ф)-£о(^1’Ф1)+ I  ^ - ^ - г и̂ (с„,С,Ф,С1,хр1,Дф)
п=\

( 10)

£(С,ф ,ф)-£(С ь Фь Ф1) =
-а

x ( C ) x i ( S i )

£<)(£> 4')--Ebfo>4'i) + Е -  Т ^ ( с п,С,ц1,С)ЬЦ11,Аф)
«=1

( 11)
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Здесь сп = c j 4 n ,  A<p = cp-(pi, х(ъ) = ~  1 - —-С, и согласно (П. 7)
Хо V тт )

(си, у , ^ ,V)/!, Аф) = 4 £  (2 - 50м)(±1)W cos(/иДф) ( с „ , (12)

где

: ( №

m=О

2 , 2 U -rWj

\ \ е  С" e'2( ^ +slWl)j  ̂2?Ш| ^

00 У сп J
J m ( у  u)Jm (\\iiui)uuidudui

Подставляя (10), (11) в (7), (8) и учитывая (3), получаем

1____ е-а  » ( ± l f ~ ”
' ‘ 11^1 ,2(ъ ,¥^ь¥ьА ф ) = -7ТТ—77Т^а I  ^ 7 L- j i 1),(2)(c„,5,4/,Cl.4'l.A<p)- 03)

x ( g x  i ( s i )  И=1

В общем случае, как следует из (12) и (13), К х и К2 -  комплексные функции. Следова­
тельно, в зоне Френеля вещественная и мнимая части флуктуаций поля коррелированны, в 
отличие от дальней зоны, где они не коррелированны [4].

Определим элементы корреляционной матрицы через введенные корреляционные функ­
ции КХ2 Аф) • При этом далее аргументы у КХ2 (С-Ф^ьФьАф) и
КАА,ВВ,АВ ВА Аф) Для краткости будут опускаться. Так как

к \ = ЪЕ( ; ,ф, ф) • 5Е* (Q, Ф!,Ф!) = (А + iB) • (Ах + iBx)

— ^  A A j  + B B j ) + / (В А Х — А В Х) J К аа +К  „ВВ\ + i \K‘■ВА

и аналогично

то

аг2 = 8т='(Сч',ф) 5/г (г;,ч/,ф )=(лг^ + к щ  )+ ; ( к м , + к щ ).

Re К х ± Re К2 1ш К 2 ± 1ш Кх
К ААХ,ВВ\ = 2---------- ’ К ВАХ,АВХ = ----------- ~.............................

(14)

( 15)

(16)

Нормированные корреляционные функции флуктуаций комплексного поля и его компо­
нент определяются выражениями:

Я(Сф,СьФ1,Лф)

R ААХ,ВВХ (^ ’Ф’^1’Ф1’Аф)

^1(<;,ф,С1,ф1,аф)
a l ( ^ ¥ ) CTl(C b ¥ i) ’ 

^ А А Х.ВВХ (^ ’Ф’^1’ФЬ Аф)

< Ч я (^ ф )°4 ,я , ’
(17)

где

R ABX,BAX ( С ф ^ ь Фь Аф)
R  АВХ ,ВАХ (^ ’Ф’^ Ь Ф !’ Аф)

V A , B { ^ ) Ъ B X,AX{ ^ V \ ) ,

(С , ф )  =  л]к \ ( С Ф . С Ф .  Аф = 0 )  , аА В (С, ф ) =  у]кАА ВВ (<^,ф,^,ф, Аф =  0 )

Полученные соотношения справедливы при произвольной величине фазовых флуктуа­
ций на апертуре и любом соотношении между их радиусом корреляции и размером ИС. Рас­
смотрим ряд частных случаев.
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2.2. Корреляция компонент поля на фокальной сфере
Для точек на фокальной сфере корреляционные функции будем записывать с верхним 

индексом “ -L ” -  например, K\ j ,  ■> К д д  ’ ^ В В Х ’ ^ A B i и Т-Д'

Полагая C, = C,i = 0 и опуская в перечне аргументов нули, для {сп, vpr, v(/j, Дер) по­
лучим из (12):

jO K 2) (с„,ф,ф5, Дф) = 4 X ( 2 - 50m) (±l)m cos(тДф)Sm (cn,у ,у , ), (18)
те=0

где (с„, ф, ф!) = 4 ! М2) {сп, 0, м/, 0, ч/!) и равна

11
и2+и,2

= fje  С" 1п
^2uui ^

00 V сп J
J m (ч> u) J m {щщ)ищс1ис1щ . (19)

Так как Sm (с„, vpr, vpj) -  вещественные функции, то и К ^2 ( ф ,Ф], Дф) -  также вещест­
венная функция. Тогда из (14) и (15) следует, что взаимные поперечные1 корреляционные 
функции

KBA{,AB, = 0 -

Таким образом, вещественные и мнимые части флуктуаций поля на фокальной сфере не 
коррелированны при любых значениях а , с и фокусного расстояния. Аналогичным свойст­
вом обладают флуктуации поля в дальней зоне ЛИС [4].

Поперечные (угловые) корреляционные функции вещественных и мнимых компонент 
флуктуаций поля при этом равны:

К]1 (ф, ф1, Дф) ± К2 (ф, ф], Дф) 2 . (21)

Нормированные корреляционные функции для реальной и мнимой частей поля имеют
вид

К11 (\у,ц>1,Ац>)±К2± (\у,\у1,А<?)1,

^1±(ф ,ф )±^21 (^ ф )  ‘ K11 ( ^ h \\il )± K 2(W i^ i)
, (22)

где

^ 1 1 ( ф , Ф 1 , Д ф ) ± ^ 2 ( ф , Ф ь д ф ) = -Л -е“а Z  ^ 7  X (2 ~ 8от ) [~1 ± (—Y)m+n 1 х
Хо И=1 п -т=0 1 J (23)
х с о з ( /и д ф )5 т ( с „ , ф , ф 1)

и Sm (си,ф ,ф |), определено в (19).
Положение точки наблюдения на фокальной сфере определяется двумя координатами 0 

и ф (ф и ф ). При изучении зависимости корреляционных свойств поля от обобщенной уг­
ловой координаты ф будем рассматривать точки, для которых Дф = 0 (точки расположены 
по одну сторону от фокальной оси) или Дф = л (точки расположены симметрично по разные

1 Здесь и далее вместо термина «корреляционные функции в поперечном направлении» будем использовать 
менее корректный, но более краткий термин -  «поперечные корреляционные функции» и вместо «корреляци­
онные функции в радиальном направлении» - «радиальные» корреляционные функции.
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стороны фокальной оси). Проведем анализ корреляционных свойств поля на фокальной сфе­
ре для ряда частных случаев.

Радиусы  корреляции м алы . В случае малых радиусов корреляции ( с « 1) для 
Sm (с„,чм|/1 ). определенного формулой (19), согласно приложению (П.10), имеет место 
представление:

5m(c« 'vl/,4'i) = y 4 ? ) (4 ',4 'ib  (24)
где

s { 0 )  ¥ l) = УЛг+рЧрЛЛУр-МУшЫЛи+ДУ!) 
т ’ ф2 ~Ф?

Корреляционные функции К ^2 (ф ,Ф], Ас?) тогда принимают вид

к 12 (ф,Фь Аф) = ~ 2Ге~аМ\ 2 (а) Е  (±1)'” (2 -  50„г ) cos (/и Д ф ) ( ф , ф , ), (25) 
ХО т=О

где верхний знак относится к (\pr, ф |, Лф), а нижний -  к К 2 (ф, Ч;], Аф),

Mij2(ct) = f  (±1Т  а."

И=1 п]п

й ( а ) - 1 п а - у
Г (0 ,а ) -1 п а -у

(26)

В (26) E i(а)-интегральная показательная функция,
О С

Г (0 ,а) =
а

- неполная

гамма-функция [6], у -  постоянная Эйлера.
Рассмотрим флуктуации в точках главного сечения пространственного распределения 

поля, лежащих по одну сторону от фокальной оси (Аф = 0).
Учитывая, что

X (2-5 ow)4 ^ (4 W l)
m= О

M v - V l )
Ф-Ф1

£  (-l)m(2-5om) i° ) ( V,Vl) =
m= О

^ (ф  + фр
Ф + Ф]

из (25) находим

^и(ф>Ф ),0) = Щ г е^ М  1.2 (“ )
хо

■Мф + фО
(ф + фО ’

ст12(ф,ф,0)
с2
~ е ~ аМ х( а ) .  (27) 
Хо

Последнее выражение определяет дисперсию флуктуаций комплексного поля, из кото­
рого следует, что эти флуктуации при малых радиусах корреляции фазовых ошибок стати­
стически однородны (дисперсия не зависит от координат).

Из (27) и (26) для корреляционных функций вещественной и мнимой компонент флук­
туаций поля и их дисперсий получим:

К АА1,ВВ] (^>Ф1>0) 2 С 6 М \ ( а )
2 Х о Ф-Ф1 ф + ф1

4Хо
CTi ^ 2(v. ф ) = т т с2е “Mi( a ) 1 ± Л /„ (а )Д 1 М

Ф
Величина М0 ( а ) , определенная соотношением

(28)

(29)

« о ( Д = К - 1 )
п а * а п

п = 1 mrit п= 1 п\п
М 1 (а)
М\  (а )

(30)
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отрицательна и модуль её монотонно уменьшается с ростом а . Для малых а  это следует из 
асимптотического разложения M q (а) при а  « 1 :

М0 (а ) « -(1 -0 .5 а ) .

Для более широкого интервала значений а  график |M q (а)| представлен на рис. 2.
Нормированные корреляционные функции флуктуаций комплексного поля и их компо­

нент при этом имеют вид:

R± (y,4Jh 0) = 2 - / i ( w i )
V -V l

RAAuBBi (v .'F b 0) -
2{ î (v|/- Щ )/(y-vj/i)±M0(«)[./i (¥ + Vi)/V + ¥j] 

tJ \ ± M q(<x )J] ,Ji ± M q (a)J i  ( 2 щ ) / щ

(31)

(32)

Если точки ц/ и разнесены более чем на 3.82, 
независимо от их абсолютных значений, то флуктуа­
ции комплексного поля в них практически не корре­
лированны, ПОСКОЛЬКУ i?‘L (\|/,Y|/i,0) <0 .1  (рис. 3).
Так как при с « 1  поле распределено нормально, это 
означает, что флуктуации поля в этих точках стати­
стически независимы.

При расположении точек \|/ и vj/j вне главного 
лепестка (фокального пятна) (\|/ ё ц/j >3.82) корре­
ляционные функции вещественной и мнимой компо-

I,- ■ --------- '  I . . .  I t -...1......... I I , 1  — л
0  2  4  6  8  | ч м | |

Рис. 4

нент флуктуаций поля в них имеют близкие значения (рис. 4). Их близость тем больше, чем 
больше дисперсия флуктуаций фазы в раскрыве. Так как с ростом а  величина М 0 (а) моно­

тонно уменьшается (рис.2),то (у,\|/],0)« ~ Я щ  (vj/,i{/1,0) = 0.5i?-L(vj/,v);1,0).

Заметим, что такими же свойствами обладают корреляционные функции для линейных
ИС [4].

Случай симметричного относительно фокуса расположения точек наблюдения рассмот­
рен ниже.
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Флуктуации малы (а  « 1). В этом случае в выражениях для корреляционных функций 
К\2  (V> Vi 5 Аф) на плоскости Дер = 0 достаточно ограничиться членами первого порядка ма­
лости по а :

< 2(v,V 1,0) = ±4« I  (±lf(2-50OT)5m(̂ V,Vi), (33)
Х о  т= 0

где Sm (с, ц/, \р!) для произвольных с определено в (19),
Корреляционные функции вещественных и мнимых частей при этом примут вид:

I 4 00
К АА (v>VbO) = —  а  X S 2 m + i ( c , ^ , w i ) ,  (34)

Х о  т=0

к т  (v>VbO) = 4 - a  £  ( 2 - b 0m)S2m(c,w,\yl ), (35)
Х о  т= 0

тт - 2 2Для дисперсии <уа , а в  имеем следующие выражения:

1 2 / 4 “  1 2  4 00
°Л (v ) = — a  I  S2m+l(c,y, \y) ,  a B ( f )  = - y a  £  ( 2 S 0m)S2m (c,\y, ф ) .

Xo m=Q Хо »»=0

Нормированные корреляционные функции для флуктуаций комплексного поля 
и мнимых их частей RBB ( i j / , ,0) при этом определяются соотношениями (17).

Выясним характер изменения корреляционных функций по мере изменения парамет­
ра с.

Для малых и больших радиусов корреляции Sm определяются соответственно
выражениями (24) и П. 12 для п - 1: 

при с » 1

С /1 m llf ч . Л,+1 М Л н-1  (Vl) £  («  + !)Sm ( с  V,  V I ) ------------ ---------------------- JLjrr— ,
VVi k=ok Km + k )-c2k

Н У
p=о p\(m + k + p  + \ )c2p

Будем полагать = 0 , что не снижает общности выводов, но упрощает все вычисления. 
Согласно (19) все Sm (с, у , xpfj), кроме т = 0, при Vj/j = 0 обращаются и в нуль и

Яд1 (V,0,0) = -A y a S 0(с,vjJ,0), К 2 (\|/,0,0) = — aSQ(с,\|/,0) = - к { - (у ,0,0). (36)
Хо Х о

Следовательно,

К АА (v ,0,0) = О , К ВВ (v,0,0) = -A j-a .Sg(c,\y,0 ) . 
1 1 Хо

(37)

Равенство нулю величины К АА отражает тот факт, что в рассматриваемом приближе­
нии реальная часть флуктуаций поля в направлении главного максимума равна нулю.

Корреляционная функция К щ  мнимых частей флуктуаций поля с учетом явного вида

Sq (с, 0) определяется следующими выражениями: 
для с « 1
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(38)К$в (Ч>Л0) = - ^ а с 2 - ^ -
DDi «j.. V[/Xo

и для с »  1

, . 1 -
Хо“ У { с "  

Соответственно нормированные корреляционные функции 
для с « I

,±, . . .ппч_2 4

1 ^ з М
2 ц/

1« (V,0,0) = — Rgg (V*0,0) ■----У |(у)-—--------— ——̂
Ч> вВ' V ^2(1 + / ,(2 V)/V)

И  Д Л Я  с  »  1

R-1 (v, 0,0) = sign ( Jx (у)) 1- 1 Щ у )
с2 J,2(v|/

RgB 0,0) = sign ( J ^ ) )
(

Г г Ъ1 +  0
к \с  ) )

.(41)

(39)

(40)

Результаты расчета величин i?_L(vp, 0,0) и; RBB (\|/, 0,0) для ряда значений параметра с

приведены на рис. 5 и 6. Из этих рисунков видно, что по мере увеличения параметра с кор­
реляционное расстояние увеличивается.

R1
1Ш,

0,4

0,0

-0,4

-0,8

- 1,2

I
.......с=0.1
.......с=).0
----с-5.0
а « 1

4 6

Рис. 6

Корреляция поля в сим м ет ричны х т очках. В этом случае ц/ = ipj, Аф = ж и из (22)
имеем:

8

S  I H ) " ^ ( 2 - S 0M) | ( - l f +" ± l

= -------ОО 00 П г
Z  I  - T (2 -5 0m) |l± ( - l ) 'n+" Sm (сп,ц/,ц/)
п=\т=0 п - J

(42)

Используя формулу (19), можно по соотношению (42) рассчитать RAA вв  (vp, vp, 7с) при

любых значениях дисперсии а  и радиусов корреляции с флуктуаций.
При с « 1  имеем для произвольных значений дисперсии:

K i { y , 4),n) = ~ c 2e аМ 1 (а )
Хо

K2(\\>,y\f,n) = -^rc2e аМ 2 (а)
Хо
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и, соответственно:

К ААХ.ВВХ ( ¥ ’¥ > л ) 2 ° 6
Ч о

м \ («)
Г-Л^чО

¥
± М 0 (а)

При а  « 1 ,  ограничиваясь в (42) слагаемыми с п = 1, получим:

Д ;Ц о ,¥ .0  = -1; Кщ(ч1,у-к)  = 1- (43)

Соотношение (43) означает, что при малых флуктуациях фазы источников флуктуации 
поля в симметричных точках на фокальной сфере связаны линейной зависимостью. Анало­
гичный результат имеет место и для ЛИС для дальней зоны.

По мере увеличения флуктуаций источников связь флуктуаций поля в симметричных 
точках на фокальной сфере ослабевает. Покажем это для случая, когда с « 1 .  Из выражения 
(42) для Sm (с, ц/, ij/), опуская промежуточные преобразования, имеем

R1
ААХ ,ВВ\ (v.V .n)

-Л(2у|/)
¥

±М0(а) J\ ( 2 У )

¥
М 0( а) (44)

где М о (а.) определена соотношением (28) и ее график представлен на рис.2.

Поскольку модуль M q(а ) с ростом а  стремится к нулю, то очевидно, что RЩ  ,вв} \ ме­

няется от 1 при а  = 0 и до J)(2¥)
¥

при а  > 1.

3. Корреляция амплитуд и фаз поля
При изучении этого вопроса ограничимся случаем малых фазовых флуктуаций в аперту­

ре. При этом флуктуации амплитуды ЬР и фазы 5VF комплексного поля сфокусированной в 
зону Френеля круглой апертуры описываются следующими выражениями согласно [3]:

SP (£, ц>, ф) = cos ¥ 0 Re(5£) + sin ¥ 0 Im(8E),

5ЧР (С v|/, ср) = . /  .[cosXF0 Im(5£) -  sin Re(5£)],
po (¥>ъ)|

где величины с нулевым индексом относятся к случаю, когда флуктуации отсутствуют.
С учетом обозначений (5), имеем:

5Pfc, v)/, ф) = vp, <p) cos ¥  о + В(£, vp, Ф) sin ¥ 0,

(i;, vp, ф) = г-  л1 B(t;, ф,ф) cosТ 0 -  А(С„ ф, ф) sin •

Если учесть, что

то получим:

cos 4̂ 0 ■4оК,У) sin ̂ 0  = Др(С.¥)
Ио(С¥)|

18Р(<;, ф, ф) = г———-г[Ло(£. ф)ДС ф. ф)+ в 0 ( ,̂ Ц1)В((;, ф, ф)] , (45)
Р о(£>¥)|

§¥(С,Ф,ф)-—- - 2[^(^Ф )5(^Ф ,Ф )-50(С,Ф)ДС,¥,Ф)]- (46)
Ро(С>¥)|

Корреляционные функции флуктуаций амплитуды КРР], фазы и их взаимные
корреляционные функции запишутся следующим образом:
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^ ( С ф . ^ . Ф ь  Аф) = 8Р(С, Ф, ф)5Р(С1, Щ , Ф1) =

M G .v)||£o i(G i.V i)|
\j 4q A q XK A a  ̂ + В 0 В 0 1 К щ  + A q A q i K A B ] + B q A q i K BA}

1. (47)

( С .  Ф , ^ 1 , Ф 1 , А ф )  =  5 Т (< ; ,  VI/, ф ) 5 4 >( ^ 1 , ф 1 , ф 1 )  =

1

Н о(^ф )|2Ио1(СьФь)|
- [ ^ o 4 ) i A : S 5 i  + в 0 в 0 1 к А А х - A q B 0X k B A x - B q A q Xk A B x ]  ■

(48)

К р ц > х ( С , ф , С ь Ф ь А ф )  =  8 Д С  ф ,  ф ) 5 ^ ( ^  , 4 / ^ Ф ! )  =

1

M G .v ) |H o ifo .v i) |3
[ А о ^ К щ  - B q B 0 1 K BA] - A q B q XK AA{ +  В 0 А 0 1 К щ  J :

( 4 9 )

^ч»Л (£, М / , ^ 1 , Ф 1 , А ф )  =  5Ф(^, ф ,  ф )8 Р (^ 1 , Ф 1 ,  Ф1) = 

1
\_A q A q \ K b a x ~ в 0 в 0 1 к  А В х +  A q b 0 1 K BB] - B q A q XK AA[ ]

• (50)

\Е0{ ^ ) \  | ^ o i ( C l > ¥ l ) |

Следует отметить, что выражения (45), (46) при Q ^ , у 5 = ф преобразуются в полу­

ченные ранее выражения [2, 3] для дисперсий амплитуды и фазы поля ор(С,,ф), о ,̂ (£,ф ).
Нормированные корреляционные функции /?рр] , , i?pxp( , Л^р определяются со­

отношениями:

„  у  А ч К РР Х ( ^ Ф ^ ь Ф ь А ф )  п  ^  ч 7 С ф ф ,  ( ; , \ | / ; < ; 1 , ф 1 , Д ф )
^  (Сф;^ьФ1,Аф)=— j— -— т----- г , % ф ( ^ ф;Сь Ф1»Аф) = — f - —,------г ------г , (51)

1 М ^ ф ) ^  (£ьФ1) (<СьФ1)
п (у г А л к р^\ (^ Ф ^ ь Ф ь дф) (С ф ;̂ 1>ф ьАф)

^ Р Ф ,  (С . ф ;  С ь Ф ь  А ф )  =  _  ( \  — 7 7 ~ 7 \  ’ ( £ »  ф ; 1С ь  Ф 1 ) > А ф  = ----------j - —  --------- 7 3 -----------7  ■ ( 5 2 )
ор(^ф )^ф , (?1,ф0 стф (С ф) 0̂  (^ь ф О

Формулы (45) -  (50) позволяют рассчитать корреляционные характеристики флуктуаций 
амплитуды и фазы поля для круглой апертуры, сфокусированной в зону Френеля при малых 
фазовых флуктуаций поля возбуждения с произвольными значениями радиуса корреляции с . 

Учитывая, что на фокальной сфере (С, = ^  = 0), получим:

F0( 0,ф) = М М ,  Ло(0,ф) = ̂ М ,  я0(0,ф) = 0
ф  ф

и для корреляционных функций амплитуды и фазы из (78) и (79) имеем:

К Р Р Х (ф>Ф ] )  =  sign[ J j  ( ф ) • J x ( ф ] ) /фф , ~ \ К ^  (с,ф , ) ,

ФФ1 Кпп(с,Ц1Л\1]), ( 5 3 )

к р у х ( ф ,  Ф1) = Курх (ф, Ф1) = sign [J] ( ф ) / ф ] Кщ  ( ^ 'V I )  •

Соответственно нормированные корреляционные и взаимные корреляционные функции 
описываются следующими выражениями:
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R ±
PPX .'ФЧ-' P x¥ [ .4lPl ( V ’ ^ l )  ^ A B x ,5.4,

Ранее было показано, что на фокальной сфере К ^в  = 0 и К В4 =0 в силу вещественно­

сти (¥>44) • Следовательно, взаимные корреляционные функции К ру  , Аф^ также рав­
ны нулю и флуктуации амплитуд и фаз не коррелированны. Отметим, что корреляционная 
функция флуктуаций амплитуды поля определяется только корреляционной функцией флук­
туаций вещественной компоненты поля К ^ 4 , а фазы -  мнимой компоненты Айй .Поэтому‘ В В'

характер изменения К рр и А ^ ,  от радиуса корреляции флуктуаций фазы источников та­

кой же, как и у К АА и К вв  соответственно и описывается выражениями (32), (33) 

Заключение
В работе получены выражения для корреляционных и взаимных корреляционных функ­

ций вещественной и мнимой компонент поля, а также для амплитуды и фазы этого поля в 
зоне Френеля. Проанализированы зависимости указанных характеристик от параметров фа­
зовых флуктуаций -  их дисперсии и радиуса корреляции. Полученные результаты будут по­
лезны при оценке разброса случайной ДН (амплитудной, фазовой, поляризационной в опре­
деленном угловом секторе), необходимого при решении ряда важных прикладных задач. К 
числу таковых можно, в частности^тнести задачу анализа потенциальной точности моноим­
пульсных РЛС или фазовых пеленгаторов, работающих в неоднородной среде, расчет на­
дежности систем углового разнесенного приема и т.д.

Приложение
П. Вычисление функций Тр)т (с,£,ч/,£,,Ч/„Дф)
П. 1 Общий случай
Исходные выражения для (с,С,¥,С,,¥рДф) имеют вид

и +Ц;

Г (1)'(2)( ся,1!;,¥ ,Ф ,С1, ¥ р Ф |)=: jj<? г" e‘"^ U {u ,u x,'y,y,'\>^<$P)uU\dudU\
SS’

где сп = с/ 4п и

(П.1)

,  2  ищ / ,
1 _____h, COSI  (p, 1

./(,,’(2)(щМ1,Ч/,Ф,Ч/рФ,) = - т  | И  “»<».-*>]7Т~ " *п  п

dy'dф,' . (П.2)

Введем ряд переменных: 
л'= ф- ф',  п;= ф- ф;, 9= ф; - ф', дф= ф, - ф, 
и заметим, что л! -  л, = 0 + Д(р.
С учётом новых переменных экспоненциальные множители в (П.2) запишутся следую­

щим образом:
iV « C O S t< p - < f l )  __  l^ 'C O S tl ' +/V|W;COs((p.-vJ) _  g+r-iC O SllJe " ~ e

Воспользуемся формулами Якоби -  Ангера для производящих функций [5]:

g№cos. = £  ф  s e,cos, = £  ein4n ф (П.З)

где Jn (z) и In (z) -  функции Бесселя первого рода и модифицированные функции Бесселя ti­
ro порядка соответственно.
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С учетом (П.З) и введенных обозначений будем иметь:

= £  fJn м   ̂ = £  (т1у f j e (w ) ,

cos{(i>'-ip;)
e ,[v « o S(r -„ ; )TVl« , c o s ( c p , =  £  ф у  г > т е - К - п : ) 7 я  ) ,  e  «5 ' =  £  e m I , f  2uu,

v T
Тогда (П.2) принимает вид:

X  (т1)т /n+m/*
п,т,к=-*>

^2ии] ^

ч"5~,
Л М л Л ч '." .)  1 . (П.4)

Интегрирование по р' и р| дает следующий результат:

J p V ^ W d p ;  =47с28л, 5п(_и), (П.5)

где 8пк символ Кронекера.
Подставив (П.5) в (П.6), после ряда преобразований получим:

ч с« J
J m )  (и,щ,vp,vp15 Дф) -  4 £  (2 -  80m)(+l f  cos (m Дер)/т

Щ = - 0 0

и имеем для (с,н,ге, \р,\р,, Дер) соответственно

Г„(1)(2) (с, С, У,С,,■v|/,, Аф) = 4 £  (2 -  80т )(+l)m cos (юД<р)
Ш =  -ОС

Л ( ч>«У.(у л ) . (П.б)

( 2 ии{Л
. (П.7)

V с « J
Jn {m i)Jm{ ^ xul)uu,dudu,

П.2 Асимптотические выражения для (с, vp, vp, ,Лср) при с «  1 и с » 1
При произвольных с из (П.7), полагая £ = = 0и опуская нулевые значения из перечня

аргументов, имеем

Г„1Ш2)(с,н/,\|/„Аф) = 4]T(2-50J(± l)m cos(mAcp)S„, (с„,\р,м/,) . (П.8)
ш=0

где
1 1 “2+цГ ~

5B(C«.V.V,)= \ \ е с" Jm <W«)Jm(W<i)uu^dudu,
0 0 Сп

Рассмотрим случай с « 1. Введем следующие обозначения:
2  ищ

/ т(и,щ) = е с° /„,(r~T-Vm{Vu)Jm( У , и , > s iu j ^ - i u - u t f
Cn

Тогда 5m(c„,v|/,vy,)B (П.8) примет вид:
I i -s!H|)

5я(ся,ч/,Ч/|)= j je  c” f m(u,ut)du,du (П.9)
0 0

Внутренний интеграл по щ в (П.9) является интегралом Лапласа и для вычисления его 
асимптотического (при с -»0) значения воспользуемся следующим разложением [7]:

I I(и,) ф=и,) ж |
\ е с" f „(и>и№щ*е с; Э Д с2<А+2>,
О *1=0

где
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и ограничимся в нем главным членом. Тогда для (П.9) имеем:

,— ----- 2 и2
5т(с„,¥,¥,) = с„¥л \е с- Im{— )Jm(4iu)Jm( w ) n 2du .

с„

При вычислении интеграла при с-> 0. используем асимптотическое разложение 
ехр(-2и2/с2) /т (-2г*2/с2) при больших значениях аргумента [6] и, ограничившись в нем чле­
нами первого порядка малости по сп, для 5m(c„,vp,vp,) имеем:

О Л, ..........s _ C n  V/,+1 ( W m  <¥| )  -  ¥ ,Л ,  (У )- / - ,, ( ¥ l )°mVCn5 Y’Tl/ “  ̂ 2 *2 ¥ ~¥,

Подставив (П.10) в (П.8) получим окончательное выражение при с « 1

(П.10)

7„w-(2)(с ,,у , у , ,АФ) = 2с2£ ( 2 - 50т)(±1)"1 со5(шДф)^  ( уц) '/ " . (Г1.Ц )
¥ 2~¥?

Рассмотрим теперь случай с » 1 .  Для получения асимптотического выражения для 
Г„о,(2)(с,0,1|/А¥рДф) при с » 1  воспользуемся разложением 1т (2мм,/с2) [6]:

1 и2к+ти™+2к/  ( ^ L ) = y .
" с2 '  hk\(rn  + k)\ сгп(т+гк) 

Тогда Sm(c„,¥,yi) в (П.8) запишется в следующем виде:

Sra(c„,¥,¥,) = £
1 _!i

к\{т + к)\сЦт~2к) \е clum+2kJm{yu)udu\e с"и,""2*У„(у,k> A ,

Интегралы в фигурных скобках после разложения ехр(и2/с;) в степенной ряд сводятся к 
сумме стандартных интегралов от произведения степенной и бесселевой функций [6]. Опус­
кая простые, но громоздкие преобразования, получим:

Sm(c„,¥,¥,) = Z
1 1

ik\{m + k)\c]2 (т + 2 к ) т ,к^ л,*(¥)Д„ *(¥>), (П.12)

где

^ ( ¥ )  = £(-1У
Р =о

{т + р + к)\(р + к)\^
Р\<? Я ]

(т + 2/ +1) Л, .(¥)
(т + р + к + t)\(p + k - t ) \ ¥

(П.13)

Из выражений (П.12) и (П.13) видно, что если ограничиваться членами не выше второго 
порядка малости по (1/Я„), то необходимо найти только S0(c„,vy,vp,) и *5,(сл,\p,vp,). Соответст­
вующие выражения имеют вид

S0 (<•'„,¥,¥,) У, (¥)■/,(¥!)
¥¥,

l 1 Л(¥)
2У,(¥)

1  ^ з ( ¥ , ) 1 1

2 '/,(¥,)]{

S|(c„,¥>¥i) 1 y2(¥)A(¥i)
c* ¥ ¥ i

(П.14)

(П.15)
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Выражения (П.8), (П.14) и (П.15) позволяют получить в явном виде 7’и<1),<2> при с » 1  •

(П-16)
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